5. STATISZTIKA GYAKORLAT: Fischer info

1. Konyvben kiszamoljuk a normalis eo. p-jének Fischer inféjat.

2. Fisher-informacio: exp. eo. csaladban a reg. feltételek teljesiilnek. Sok-
szor a 2. derivaltas képlettel egyszeri szamolni,

L(0) = —E (88; In Lg(X))

vagy azzal, hogy
I,(0) = D2 (839 In L(,(X)> .
Ezutan
I,(0) = nIy(0).
3. Kapcsolat az entropiaval, melyet Claude E. Shannon vezetett be 1949-ben.

Vézlatosan, az entropia azt az dtlagos meglepetést méri, melyet egy val.valtozo
megfigyelése okoz.

Ha egy p val.ségli A esemény bekovetkezik, kevésbé vagyunk meglepve,
ha p nagy, és sokkal jobban, ha p kicsi. A meglepetés olyan mértékét
keressiik, melyre:

e a biztos esemény feletti meglepetés 0;

e a meglepetés folytonos, szigortan csokkend fv-e p-nek;

o fggetlen események bekovetkezése kapcsan meglepetésiink 6sszeado-

dik.

Bizonyithatoan a —logp fv teljesiti ezt (barmely 1-nél nagyobb alappal,
de a kodelméletben 2 alapot hasznalnak).

Ha egy X val. valtozot figyeliink meg, akkor atlagos melepetésiinket az
entropia fejezi ki.

Definicio Az X diszkrét val. valtozd entropidja
H(X) = E(—logp(X)),

ahol p a sulyfv. Az X absz. folytonos val. valtoz6 entropiaja
H(X) = E(-log f(X)),

ahol f a sfv.

Feltessziik persze, hogy a varhato érték létezik. Hasznaljuk a Olog0 =
Olog% = 0 konvenciot is. Vegyiik észre, hogy paraméteres esetben az
entrépia a paraméter fv-e.

Paraméteres, regularis eloszlascsalddban igy

1(0) = 55 H(6),

ha természetes alapt logaritmust hasznalunk. Mivel I;(6) > 0, az entropia
konvex fv-e a paraméternek.



4. Pl. ELTE Példatar 2.6, 70.a: Legyen X, ..., X,, fae. minta az

0
folz) = (ES >0

stv.-ti eo-bol, 6 > 0 par. I,,(0)="

|
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Igy

5. Elérhets-e az inf6 hatar?

Pl legyen X1,..., X, fae. minta \-par. Poi eloszl.bol. Akkor

0 1 1
2 2
Ii(\) = Dy (a)\(Xln)\ —InX!— A)) = ﬁDA(X) =3
Igy i
T -
n(A) =+
Tudjuk, hogy a X torzitatlan becsléssel
- A 1
]D)2 X = — =
AX) = Oy

azaz az info hatar eléretik, X hatasos becslés.

6. Egyaltalan mikor és milyen par. fv-re érhets el az infé hatar? A Cramer-
Rao egyenlétlenség biz.nal lattuk, hogy ha
Y'(9) 0

T = 15 5 I Lo(X) + V(o). (1)

statisztika (kiesik 6), akkor vele elérhetd, kiillonben nem.

Pl. szamoljuk ki egy n-elemtd, Exp()) fae. minta Fisher-infojat! Mivel

B (55 A0) =B (5 - 1) 0.

ezért ) )
2 2
A0 =13 (5 - X)) =B = 57
Igy .

Léassuk be, hogy



e A ¢)(N\) = 1/X paraméterfiiggvényre torzitatlan becsléssel elérhets a
Cramer—Rao egyenl6tlenségbeli informécios hatar. Lassuk be egy-
részt az elérhetGségre tanultak alapjin, masrészt ugy, hogy verifikal-
juk, X szorasnégyzete eléri a hatart.

Val6ban, az képlettel

1
_ L 1 _
T="2"-Yx)+:=X
eléri a hatart. Masrészt
— 1
D3(X)= —
)\( ) ni\2

és az Info hatar

L) & a2

¢/(/\)2 _ [_%]2 1

Igy X eléri az info hatart és 6 a hatasos becslés 1(\) = 1/\-ra.

e A () = A\ paraméterfiiggvényre torzitatlan becsléssel nem érhetd
el a Cramer—Rao egyenlGtlenségbeli informacios hatar. Valoban, az

képlettel

n
2

T:—(;—ZXi)—F)\:Q)\—AZX

>

fligg A-t6l, nem statisztika, nem érhetd el a hatar.
Ugyanakkor kiszamoltuk, hogy

igy "T_l% lesz torzitatlan A-ra. Mivel (a varhato értékhez hasonloan

kiszamolhato) n > 2-re
n—1 i) S
n X'

D2
Al —

nagyobb, mint az inf6 hatéar %2, nem éri el azt. Mégis, 6 a hatasos
becslés, mert egy elégséges, teljes statisztika torzitatlanna tett fv-e
(Rao-lackwell-Kolmogorov tétel). Aszimptotikusan azért eléri az info

hatért, akércsak az ML becslést adé + (Cramer-Dugue tétel).



7. Fischer info paraméter-transzformdcioval: Legyen 6 az Gj és A a régi pa-
raméter, melyek kozt bijekcio kozvetit: A = h(f) és = h=1()\). Akkor

dr\?
1(0) = (d9> Ii(A). (2)
Biz: absz. folyt. esetben

2 2
I,(0) = Eg <§91er(X)> =Ex <§)\lnfh(a)(X)§;)

(&) n (Gosan) ~(8) o

8. Pl. ELTE Példatar 2.6/71: Legyen X1,..., X, fae. minta az

041 (1—2z\?
fe(:lr)—?e ( 5 > , —l<z<1

stv.-id eo-bdl, 6 > 0 par. I,,(0)=?
Megoldds: Alkalmazzuk a A = % > 0 par. trf-t. Mivel

1 1-a\*
=300 (57) L ci<e<n

ezért

IL(\) = —E, (83; In fA(X)) = —E, <aa;21n(1 + /\)) =~ 4 +1A>2'

A képlet szerint:

> 16 1
1,(6) = <d9) W =gree = earoe

A regularitas miatt

n

1(0) = Gy



