1-2. STATISZTIKA GYAKORLAT: Rendezett mintak

Az Xy,...,X, fae mintabol nyert X; < --- < X rendezett mintaelemek
altalaban nem fiiggetlenek és nem is azonos eloszlasiak. Bizonyos alapeloszlasok
esetén levezetjiik eloszlasukat, ill. a differencidk eloszlasat.

Olvassak el a tankonyvbeli anyagot X} eloszlastvérdl (F,.x) és stirtiségtv-érsl,
ha létezik (fn.x). Egyenletes alapeloszlas esetén pontosan tudjuk karakterizalni
X} eloszlasat (k, n-tdl fiiggd beta-eo), azonban a differenciak eloszlasahoz mar az
egyiittes eloszlasokra is sziikség van. Ehhez is talalhatok formulék a kényvben,
melyek kiterjeszthetsk tetszsleges abs.folyt. eloszlasokra.

1.

10.

Legyen X7 < --- < X' egy U(0,1) fae. mintabdl nyert rendezett minta.
Hatarozzuk meg az

Up =Xy, Up=X;-X;_, (k=2,...,n), Upp1:=1-X]
differenciak eloszlasat!

(Social distancing) Mi a val.sége, hogy n ember ugy helyezkedik el vélet-
lenszertien egy lkm-es szakaszon, hogy barmely kett&jiik kozti tavolsag
legalabb d. Itt 0 < d < ﬁ adott konstans, pl. d =2m COVID idején.

Legyen X7 < --- < X egy Exp(N\) fae. mintabol nyert rendezett minta.
Hatarozza meg az

Up =X, Uo=X;-X;_, (k=2,...,n)
differenciék egyiittes és egyedi eloszlasat is!

Legyen X7 < --- < X egy Exp(A) fae. mintabol nyert rendezett minta.
Hatarozza meg X sfv-ét (k=1,...,n)!

Legyen X7 < --- < X egy Exp(A) fae. mintabol nyert rendezett minta.
Hatarozza meg X varhato értékét és szorasat (k=1,...,n)!

Legyen X7 < --- < X* egy U(0,1) fae. mintabdl nyert rendezett minta.
Hatérozza meg X tetszéleges momentumat!

Legyen X7 < --- < X' egy U(0,1) fae. mintabdl nyert rendezett minta.
Hatéarozza meg X} varianciajat (szorasnégyzetét)! Hogyan valtozik ez k-
val?

Legyen X7 < --- < X* egy U(0,1) fae. mintabol nyert rendezett minta.
Hatarozza meg X és X egyiittes eloszldsdt (1 <i < j <n)!

Legyen X7 < --- < X' egy U(0,1) fae. mintabol nyert rendezett minta.
Hatarozza meg X (1 — X) vérhato értekét (1 <i < j <n)!

Altalanositas az U(0,0) és U(—0,0) eloszlasok rendezett mintéira.



Megoldasok

1. Kihasznaljuk, hogy (0,1)-en egyenletes eloszlasnél egy intervallumba esés
val.sége nem méas, mint az intervallum hossza. Igy

Gua(y) =P(U1 <y) =1-P(X{ >y) = 1-[[P(Xi > y) =1-(1-y)"

i=1

Grint1(y) =P(Uns1 <y) =P(1-X; <y) =P(X} > 1-y) = 1—H P(X; <1-y) =1—(1-y)".
i=1

k=2,...,n esetén:
Gup(y) =PUr <y) =1-P(Xp - X, 2y)=1-(1-y)",

mivel ilyenkor az Osszes fiiggetlen mintaelem egy y hosszt intervallumon
kiviil helyezkedik el.

Megjegyzés:

e Tehat a differencidk azonos eloszlastak, de nem fiiggetlenek. Ko6zos
sfv-iik:
g’ﬂ’k(y): ;’L,k(y):n(l_y)n_17 kzl?an—"l
Hogy nem filiggetlenek, az kovetkezik abbol, hogy a sfv-ek szorzata
nem ugyanaz, mint az egyliittes stirtiség, melyet a 3. feladat utani
megjegyzésben lathatunk.

e A megoldas geometriai val.ségekkel (1d. Feller) és teljes indukcioval
is kaphato.

e n — 0o esetén, ha y = Z, akkor

z
lm[l-(1—-=)"=1—-¢""7
Jim [1 - (1 - )" e,
ami az exponencialis eloszlasfv. Ez azt jelenti, hogy a differenciak
n-szerese aszimptotikusan 1 paramétert, mig a differenciak aszimp-
totikusan n paraméterd (1 varhato értéki) exponencidlis eloszlést
kovetnek.

2. Kedvezs esetben az X7 < --- < X7 rendezett U(0, 1) fac. mintabol nyert
mintaban a szomszédosak kozt legalabb d tavolsag van. Pl. az els6 ember
kivételével mindenki visz egy d hossztusagi dardat és azzal tavol tartja az
el6tte levét. Ez azt jelenti, hogy Xi,..., X, egymaéstol fiiggetleniil egy
1 — (n — 1)d hosszt szakaszon oszlik el, melynek val.sége [1 — (n — 1)d]™.

3. Egy analitikus és egy logikai megoldast is ismertetiink.

o (X7,..., X)) egyiittes eloszlasa (Id. tk.):



Tudnunk kell, hogy a t: X — Y, régi—aj, R” — R" transzformécio
invertalhato ¢ esetén X sfv-ét (f(x)) Y sfv-ébe (g(y)) viszi at:

ox
det (ay>

ahol az utolsé tényez6 az inverz Jacobi méatrix nem-0 determinansa-
nak abszolut értéke. Az inverz Jacobi matrix ij eleme gz'?.
J

9(y) = ft7(y)) 7 (1)

Esetiinkben az inverz transzformaciot a kovetkezs koordinatafv-ek
irjak le:

Xi=U;

X; =U; + U,

X,=U1+Us+---+Up.

Az inverz Jacobi transzforméacié matrixa:

10 ... O
11 ... 0
11 ... 1

melynek determinansa 1. Igy Uy, ... U, egyiittes sfv-e:

n

9Wis - yn) = A e— A i (n—k+Dyk 1 _ H [(n—kz—l—l)/\e*)‘("*wrl)yk].
k=1

Ebbdl lathato, hogy Us, ..., U, fiiggetlen, exponenciilis eloszlastak
csokkend paraméterrel: Uy ~ Exp((n —k+ 1A), k=1,...,n.

e A masik mo az exp. eo orokifjusagat hasznalja.

Gualy) =P(U1 <y) = 1-P(X] > y) = 1-[[(1-F(y)) = 1-[1-(1—e )" = 1-¢
i=1

azaz Uy ~ Exp(n).

Gondoljuk azt, hogy 0 id6tSl n 6rokifju élettartami izzolampét iize-
meltetiink parhuzamosan. Ekkor U; = X| a leghamarabb kiégé izzo
élettartama. A tobbi n—1 izzd ezutan fiiggetleniil iizemel ugyanolyan
esélyekkel. A koziiliik leghamarabb kiégs élettartama ettsl szamitva

Uy = X5 — X7 ~ Exp((n —1)A)

a fentiek szerint és fiiggetlen U;-t6l, s.i.t, a k-adiknak kiégé izz6 élet-
tartama
Up=X; — Xi_1 ~E&xp((ln—k+1)N),

és fuggetlen Uy, ... Up_1-t6l, k= 2,... ,n.
Megjeqyzés:

e Tehat a differencidk fiiggetlenek, de nem azonos eloszlasuak.



o A fenti képlettel, az 1. feladatbeli 2/(0,1) rendezett mintabol
nyert differencidk egyiittes sfv-e:

g(y17ayn):n'11:n'7

ami konstans, ellentétben az 1. feladat megjegyzésében lathato gy,
sfv-ek szorzataval. Tehat a differencidk ott nem fliggetlenek (mar
csak azért sem, mert Osszegiik 1, de az els6 n sem fliggetlen).

4. A tanult trnszformaciés képlettel X} sfv-e a (0,1)-en egyenletes k-adik
rendezett mintaelem beta-sfv-ébe helyettesitve az exponencialis elozlas- és
stv-t kaphato:

n—1

fun@ = (1) (1o ey e,
k=1,...,n, hax >0 és 0 kiilonben.

5. Mivel X} = Zle U; fiiggetlenek osszege:

E: k+1 AE: k+& k=1...n

i=1

és

Mw

k
1 1
D(X SEE S k=1,...,n.
(m—k+12X X Z:n—k+ et

=1
D(X}) ennek gyoke.
Megjegyzés: n — oo esetén az E(X)-t definialé sor nem konvergens (Inn

nagysagrendi), mig a D?(X*)-t definialé sor konvergens (15 2z g Osszeggel).

&
6. Mivel X; ~ Beta(k,n — k + 1), ezért

—1 1 -1 1
]E(XZ)S =n n / wuk— 1(1 . u)n—k du=n n / us+k71(1 . u)(n+8)7(s+k) du
k=1 k—1) Jo

_ "(Z:i) :(Sﬂzil) k=1.....n s=1.2.....
(n+5)(n) (')
7. Kovetkezésképp
ok
BXD =0
IE(X,’;)Q B E(k+1)

Ebbél lathato, hogy
DA(X}) = DA(X; ), 1ShS 3,

és a szimmetrikus szérasnégyzetek novekednek k-val (a fenti szamlalo foly-
tonos megfelelGje az x(n — x) fv, melynek maximuma %-ben van).



8. Legyen X7 < --- < X* egy U(0,1) fae. mintabdl nyert rendezett minta.
1 <i<j <nindexekre X} és X7 egyiittes sfv-e az r =2, k1 =i, ko =
szereposztasban:

n!

gn;i,j(l',y) = (Z _ 1) (j —i— 1) (n _ j)|Ilil(yix)Jilil(lfy)nijv 0 S x S Yy S 1.

9. Ezzel

E(X;(1 / / Y)nsij (@, y) do dy =

:(z—l)(y—z—l (n—j)! // Tyt dady =

:(1—1)(3—2—1)(n_j)l/zl(]_z_1 (n— ]+ //gn+21+13+1(xy)dxdy_
_ n! z'(]—z—l)(’n j+1 (n—j+1)

=G —:— Dl n— ) (n+2)! 7(n+1)(n—|—2)'

A poén az volt, hogy a masodik sorbeli strtség egy gn42:i+1,j+1(%,y)
stirtiség ‘érdemi része’ volt, a normalo tényezs nélkiil. Igy integralja (a
tarton) a normald tényez reciproka.

Ebbsl E(X7 X7), tovabba X} és X7 kovariancidja is kiszamolhato.

10. A mondottak alkalmazhatok az X ~ U(0,60) eloszlasra az ¥ = % ~
U0,1) és az X ~ U(—0,0) eloszlasra az Y = 2 ~ 1/(0,1) linearis
transzformaciokkal.



