11. STATISZTIKA GYAKORLAT: Nemaraméteres probak

1 Kolmogorov—Szmirnov préba

1.1 Egymintas eset (illeszkedésvizsgalat):
Hy : n—elemii fae. mintank az F folytonos eloszlasfiiggvényti eloszlasbol szarmazik.

Kétoldali alternativa:

H, :P(X < z) # F(z).

Legyen
D,, =sup|F;(z) — F(x)|.
rcR

Amennyiben z7 < --- <z} azx = (21, ..., T,) mintarealizacio rendezett alakja;
yi = F(a;), yf = F(z}) (i = 1,...,n) a (0,1)-en egyenletesbe transzformalt
minta, akkor

Dy (x) = max max{|F; (x]) — F'(x})], |F, (x] +0) — F(z})|} =
i—1 i
- L2 R@h), | - P
max max{| - (%)Hn ()}
i—1 o
—mﬁxmax{|7_yi)|7|g—yi|}—
= maxmax{|G (y;) — Gy, |G (yi +0) = Gy7)[} = Daly),

Ahol G? az y-minta empirikus eof.-e és G(y) =y, 0 < y < 1.
A Kolmogorov-tétel alapjan tudjuk, hogy Hj fennéllasa esetén

lim P(yvnD, < z)=K(z), VzeR,

n—oo
ahol
K(z) = Y (1) =123 (~1) e >0
1=—00 =1

A Kolmogorov-eof. szamunkra fontos értékei az alabbi tablazatban talalhatok:

z 1.14 122 136 152 1.63 kq
K(z) | 0.85 090 095 098 099 |1—«

Igy “elég nagy” n esetén az a szignifikancidhoz (I faji hibahoz) tartozo kri-
tikus tartomény:

Xy = {x : VnD,(x) > ka},

ahol k., a Kolmogorov-eloszlas 1 — « kvantilise.



Egyoldali alternativa:
Hy: P(X <z) < F(z) H, :P(X <x)> F(x).
Legyen

D = sup(F; (x) ~ F(x) = masmaxe{(Fy; (x7) = F(x{). (Fi (e +0) = F(x)}

A Szmirnov-tétel alapjan tudjuk, hogy

lim P (v/nD)} <z)=5(z), VzeR,

n— oo

ahol ,
S(z)y=1—-e"2, 2>0.

A Szmirnov—eloszlasfiiggvény értékei (és inverze is) szamolhato explicite.
Xy = x : VADF (%) > ko,

ahol k., a Szmirnov-eloszlas 1 — a kvantilise.

1.2 Kétmintas eset (homogenitasvizsgalat):

Hy : n-elemi és m-elemt, egymastol is fiiggetlen fae. mintaink ugyanabél a
folytonos eloszlasfiiggvényti eloszlasbol szarmaznak, azaz

HoIF:G.

Kétoldali alternativa:
H1 : F 7& G.

Legyen
Dy m = sup |[Fy () — G, ()],
r€R
ami megint véges maximum.
A Kolmogorov-tétel alapjan tudjuk, hogy Hj fennéllasa esetén

lim P(/—" D, <z)=K(z), VzeR.
n,Mm—00 n+m
Ezért
nm
Xy = : Dnm 5 Zka )
= ey [ D) > )

ahol k, a Kolmogorov-eloszlas 1 — o kvantilise.



Egyoldali alternativa:

Legyen

Hy: F<G Hy: F>d(G.

Dy}, = sup(Fy (x) — Gy, (2)),
z€R

ami megint véges maximum.
A Szmirnov-tétel alapjan tudjuk, hogy Hy fennallasa esetén

Ezért

nm

lim P(
n,Mm—00 n+m

nm
Xy = {va : A/ n_i_mD:lL,m(an) > ka}a

Dt <z)=S5(z), VzeR.

n,m

ahol k., a Szmirnov-eloszlas 1 — a kvantilise.

2  x’-préba

Ld. kényv és képletgytijtemény. Elénye a Kolmogorov—Szmirnov probaval szem-
ben, hogy diszkrét eloszlasokra is alkalmazhatd; viszont folytonos eloszlasokat
is diszkretizalni kell, igy informéciot vesztiink.

3 Feladatok példatar 3.2 részbdl

— Szabalyosnak tekintheté-e az aldbbi 100-szor feldobott dobodkocka

a = 0.05 szignifikanciaval?

kategoria 1 2 3 4 5 6
gyakorisag | 24 21 19 12 13 11

x? = 8.72 < x%(5), az 5 szab. fokt x? eo. 1 —0.05 = 0.95 kvantilise,
ezért nem tudjuk elutasitani Hy-t, a kocka szabalyos.

Szarmazhat-e mintank [0.5,6.5]-6n folytonos egyenletes eloszlasbol,
ha az ekvidisztans felosztasban a gyakorisagok a fentiek? (a = 0.05)
Megint

Hy:pi=1/6, i=1,...,6
igy ugyanaz a x? adodik.
Ha 100-elemt mintank konkrét [0.5,6.5]-beli értékeit is ismernénk,

akkor egymintas, kétoldali Kolmogorov—Szmirnov probat hajthat-
nank végre.

e Jo-e a RANDOM generator? Szarmazhat-e az alabbi 20 szam (az egysz-

ertiség kedvéért nagysag szerint rendezve) [0,1]-en egyenletes eloszlasbol?

0.03, 0.05, 0.08, 0.08, 0.11, 0.12, 0.14, 0.19, 0.23, 0.24,
0.31, 0.43, 0.45, 0.56, 0.61, 0.67, 0.69, 0.78, 0.85, 0.88



— Most egymintas, kétoldali Kolmogorov—Szmirnov probat hajthatunk
végre (bar 20 nem kimondottan ‘nagy’):

20 * * * * * *
Do (y) = r?:alxmaxﬂGQO(yi) =y Gy +0) —yil} =
10

— —0.24] = 0.26.
20 |

= |G50(y1o +0) — Y10l = |

Mivel v/20D4y = 1.16, a Kolmogorov-tablazat alapjan 1—q valamivel
kisebb, mint 0.9, a pedig valamivel nagyobb, mint 0.1. Ez a szig-
nifikancia nem elég H elutasitasahoz, ezért ugy dontiink, hogy jo a
véletlen szam generator (nagyobb minta azért bizonyitobb ereji lett
volna).

— x2-probéval 4 ekvidisztans intervallumra osztjuk [0,1]-et és a
Ho:pi=1/4, i=1234

null-hipotézist teszteljiik:

intervallum | 0-0.25 0.25-05 0.5-0.75 0.75-1
v; 10 3 1 3
20p; 5 5 5 5
25+4+1+4
2 _ % — 6.8,

ami valamivel nagyobb, mint a y?(3)-eloszlas 0.9 kvantilise, o pedig
valamivel (de csak kevéssel) kisebb, mint 0.1. Tehat y2-probaval
valamivel kisebb szignifikanciaval (I. faja hibaval) tudnénk elutasi-
tani Hop-t, mint a Kolmogorov—Szmirnov probéaval. Azonban ez a
szignifikancia sem elég Hy elutasitasahoz, ezért inkabb gy doéntiink,
hogy jo a véletlen szam generator (nagyobb minta itt is bizonyitobb
ereji lett volna).

Pl. a = 0.05 mellett, mindkét probaval el kell fogadnunk H-t.

e Fizetések (példatar 1.1)

— Normalis eo.-t kovetnek-e becsiilt paraméterekkel? Nem, mert van
egy kiugro érték.
— Pareto eo.-t kovetnek-e becsiilt paraméterekkel? (I1d. Hf.)

Pareto: olasz kozgazdasz vezette be ezt az eo.-t a javak egyenlGtlen
elosztasara (XX sz. elsg fele).
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