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Feladatok és megoldasok a 9. heti gyakorlathoz
fuggetlenség
Epitokari Matematika A3

. Egy gyérban az 1. gépsor az idé 60%-aban, a II. gépsor az id6 70%-dban dolgozik egymaéstol

fliggetleniil. Mi a valdszintisége, hogy
(a) mindkét gép dolgozik,

(b)

(c) csak az egyik gép dolgozik,
(d) mindkét gép all?

legalabb az egyik gép dolgozik,

. Tegyiik fel, hogy egy csalddban minden gyermek 50% eséllyel lesz fiti vagy lany, fliggetleniil

a tobbi gyermektol. Egy 5 gyermekes csaladban szamoljuk ki a kovetkezd valdszintiségeket:

a) Minden gyermek egyforma nemii.

(
(b) A harom idésebb gyermek fiu, a két fiatalabb gyermek lény.
(

(d

(e) Legaldbb egy lany van.

)
)
¢) Pontosan harom fii van a csalddban.
) A két legidGsebb gyermek lény.

)

. Egy piros és egy zdld kockdval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A = {a dobott

szamok Osszege 7}, B ={legaldbb az egyik kockan van hatos}, C' = {mindkét kockdval
paratlant dobok}, D = {a két kockaval kiilonb6z6 szdmokat dobok}, E ={a z6ld kockaval
4-est dobok}.

a) Flggetlenek-e egymastél az A és C' események?

(a)

(b) Kizéréak-e az A és C' események?

(c) Mennyi a B esemény val6sziniisége?
)

(d) Hogyan viszonyul egymdashoz A és D? Milyen kiévetkeztetést vonhatunk le ebbdl a
valoszintiségeikre nézve? Es fiiggetlenségiikre nézve?

(e) Fliggetlenek-e egyméastol az A és E események?
(f) Mindezek alapjan mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek

i. fliggetlenek, de nem kizardak,
ii. kizardak, de nem fiiggetlenek.

Egy piros és egy zdld kockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A ={a dobott
szamok Osszege 7}, B = {a piros kockdval 3-ast dobok}, C' = {a z6ld kockaval 4-est dobok}.

(a) Fliggetlenek-e az A és B események? Az A és C események? Hat a B és C' események?
(b)

(c) Fiiggetlenek-e az A és a B N C események?

(d) Tehat: fuggetlenek-e az A, B, C' események?

Fiiggetlenek-e az A, B, C' események?

Egy szabalyos érmedobas kimenetelét szeretnénk szimulalni, de sajnos csak egy meglehetésen
gyanus kinézetl cinkelt érme all rendelkezésiinkre. Az érme feldobaskor p valdszintiséggel
mutat fejet, és bar p értékét nem ismerjiik, minden okunk megvan feltételezni, hogy p # 1/2.
Hogy mégis szabdlyos érmedobast szimuldljunk, a kovetkez6 algoritmus szerint jarunk el:
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Feldobjuk az érmét.
Megint feldobjuk az érmét.
Ha mindkét dobds fej, illetve ha mindkét dobés irds, akkor visszatériink az (1) 1épéshez.

Ha a két dobas kiillonboz6, akkor a masodikat tekintjiik az algoritmusunk kimenetelének.

(a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyenl6 valészintiséggel fog fej és irds eredményt adni.

(b) Lehetne-e egyszertisiteni az algoritmust a kovetkezéképpen: egymds utan addig dobaljuk
az érmét, amig két egymast koveté dobds kiilonbozo lesz, és az utolsé dobast adjuk meg
kimenetelként?

6. Egy cinkelt érme p valésziniiséggel mutat fejet feldobaskor. Az érmét egymads utan sokszor
feldobjuk. Mi a valdszintisége, hogy az els6é négy dobas eredménye

(a) F7F7F7F7
(b) I, F, F, F?

(c¢*) Mi a valészintisége, hogy az (I, F, F, F) sorozatot el6bb fogjuk latni, mint a (F, F, F, F')
sorozatot? (Tipp: Hogyan torténhet meg az, hogy az (F, F, F, F') sorozatot latjuk
elsbh?)

7. Egy vetélkedon egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a miisorvezet6tdl egy eldontendd
kérdést kapnak, a férj és a feleség is egymastol fiiggetleniil p valoszintiséggel mondand a helyes
valaszt. Az alabbiak koziil melyik a jobb stratégia?

(a) Egyikiiket kijelolik, aki a méasikra nem hallgatva vélaszol a kérdésre, vagy

(b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, és ha egyetértenek vélaszolnak, ha pedig kii-
16nboz6 a véleményiik akkor feldobnak egy szabalyos pénzt, hogy eldontsék melyikiik
véleményét fogjak valaszolni?

8. Az A, B, és C varosok kozott a kovetkezo utak épiiltek: A — B, A — C, B — C. Egy téli
éjszakan mindharom utat egymastol fiiggetlentil p valdszintiséggel eltorlaszolja a hé. Mi a
valdszintisége, hogy masnap reggel valamilyen titon el lehet jutni A-bdl C-be?

9. Az A, B, és C varosok kozott a kovetkezd utak épiiltek: A — B, A — B egy masik nyomvon-
alon is, B — C. Egy téli éjszakan mindharom utat egymastdl fliggetleniil ¢ valdszintiséggel

eltorlaszolja a h6. Mi a valdszintisége, hogy masnap reggel valamilyen tton el lehet jutni
A-bol C-be?



Eredmények

0.6-0.7=0.42
1-04-0.3=0.88

2.(a) (1/2)°+(1/2)> =1/16
(b) 1/32
© () (3)"(2)"=5/16
(d) 5-5=1/4

3.(a) Nem, mert
(b) kizér6 események.
(¢) 1 —P{egyik sem hatos} =1 — (%)2
(d) A-bol kovetkezik D, avagy A C D. Ezért P{A} <P{D}, éspl. 5/6 =P{D} #P{D|A} =1

mutatja, hogy A és D nem lehetnek fliggetlenek.

(e) Az A esemény a 36 lehetséges kimenetelbdl hat esetben valdsul meg, ezért valdszintlisége
1/6. Az E esemény valoszinfisége is 1 /6, AN E pedig pontosan egy esetben val6sul meg,
valészintisége 1/36. Igy P{A} - P{E} = P{AN E}, a két esemény fiiggetlen.

(f) i Aés E;

ii. AésC.
4.(a) P{A} =P{B} =P{C} =1/6, és P{AB} = P{AC} = P{BC} = 1/36, ezért A és B; A és C,
B és C paronként fliggetlenek.
(¢) Mivel BNC C A, BN C és A nem lehetnek fiiggetlenek.

(b),(d) A, B, C nem fiiggetlenek. Erre utal a (c) eredmény, illetve az, hogy 1/36 = P{ANBNC} #
P{A}-P{B} -P{C} = 1/216.

4*.(a) Az algoritmus atfogalmazhaté a kovetkezéképp: kétszer feldobjuk az érmét. Ha egyezik a két
eredmény, akkor a két dobasunk nem szamit, tGjra kezdjiik a kisérletet. Ha kiilonboz6 a két
eredmény, akkor tekintjiik a masodik kimenetelt. Ebbdl a megfogalmazashbdl latszik, hogy az
algoritmusunk kimenetelei egy feltételes eloszlast kovetnek:

P{az algoritmus F-et ad} = P{(I, F)| (I, F) vagy (F, I)}
P{(I, F)} _ (1—p)p 1

P{([, F) vagy (F, [)} (1 —pp+pl—p) 2

Hasonléan, az algoritmus 1/2 valészintiséggel ad irast is.
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(b) Bérmilyen 0 < p <1 esetén el6bb-utébb biztosan lesz fej és irds is a dobdsok kozott. A (b)
algoritmus ezért F-et ad akkor és csak akkor, ha az elsé dobas I, ennek valészintisége 1 — p.
Az algoritmus I-t ad akkor és csak akkor, ha az elsé dobds F, ennek valoszintisége p. Igy a
(b) algoritmus nem ad szabdalyos pénzérmedobés-eredményeket.

A feladatban a nehézséget annak megfogalmazdsa jelenti, hogy miért nem igaz az (a)-ban adott
érvelésiink a (b) algoritmus esetén. Az (a) algoritmus fenti atfogalmazasaban teljesen ragzitett két
érmedobdst (az els6 kett6t) tekintiink, mig a (b) algoritmusban véletlen sorszdmi két dobédsrdl van
sz0, arrdl a kettorol, melyekben eloszor latunk valtozast a fej-irds sorozatban. Ez az artalmatlannak
tiiné kiilonbség lényegesen eltorzitja a (F), I ) illetve az ([ , F') kimenetelek valészintiségét, igy (a)-
beli érvelésiink a (b) esetben igy nézne ki:

P{az algoritmus F-et ad} = P{(I, F)| (I, F) vagy (F, I)}

O B@LR) _ (1-p
P{(7, F) vagy (F. 1)} (1—=p)+p

6s hasonléan az algoritmus I kimenetelének valészintisége p.
6(a) p*
(b) (1=p)-p’

(c*) Az els6 megallapitdasunk, hogy 0 < p < 1 esetén el6bb-utébb biztosan latni fogjuk az
(F, F, F, F') sorozatot. Tegyiik fel, hogy az els ilyen sorozat az n-edik dobdassal kezdédik.
Ha n > 1, akkor az n — 1-edik dobds nem lehet F', mert akkor az elsé (F, F, F, F) sorozat
mar az n- edlk dobas el6tt elkezdddott volna. Ezért ilyenkor az n — 1-dik dobéds mindenképpen
I és igy az n — 1-edik dobassal kezd6dden az (I F, F, F, F) sorozatot latjuk. Ebben pedig
az (I, F, F, F') sorozat el6bb jelenik meg, mint az (F, F, F, F') sorozat. Azaz az (F, F, F, F)
sorozat csak akkor johet az ([ , F, ', F') sorozat el6tt, ha mindjart az n = 1 helyen elkezd6dik,
vagyis ha az els6 négy dobas mindegyike fej. Ennek esélye p.

7. Az (a) esetben a helyes vélaszt p valdszintiséggel adja a csapat. A (b) esetben legyen E az az
esemény, hogy a csapat a helyes eredményt adja, J illetve R, hogy a feleség vagy a férj a jé illetve
rossz valaszt adnd (azaz pl. (J, J) az az esemény, hogy mindketten a helyes vélaszt tudnak). Ekkor

P{E} = P{E|(J, J)}-P{(J, )} + P{E[(J, R)} - P{(J, R)}
+P{E[(R, J)}-P{(R, J)} + P{E| (R, R)} - P{(R, R)}

1 1
=Lp 5 p(l=p)+5-(1=pp+0-(1-p)° =p.

A két stratégia kozott tehat nincs kiilonbség. A (b)-hez hasonlé stratégidk nagyobb csapatok (és
p > 1/2) esetén segitenek.

8. Jeloljiikk a keresett eseményt A «~ C-vel, és az A és B kozotti Ut atjarhatosagat A < B-vel.

Ekkor
P{Aew C} =P{Ae»C|A=C} - (1=p)+P{Aew C|A+»C}-p

=1-1-p)+P{A—B, B-C}-p=1—p+(1—p)?2-p

9. Az el6éz6 feladat jeloléseivel az A «~s B és B «~ (' események fliggetlenek. Ezért

P{A o O} = P{A oo B} -P{B oo C} = [1 = ¢*] - (1 - ).



