Feladatok az 4. hétre. Eredményekkel és néhol kidolgozott megoldasokkal

1. Oldjuk meg a kovetkezd kezdetiérték-feladatot:

1
(. 0)=3, y'(0) = 1.
V'= e y(0) y'(0)

2. Ha egy rudat az x abszcisszaju keresztmetszetében adott f(x) fiiggvénnyel aranyos
hajlitonyomaték terhel, akkor a rad silyvonalanak alakja a terhelés utan az alabbi
differencialegyenletbdl szamithato:
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Hatarozzuk meg a rud alakjat, ha a nyomaték eloszlas
flx)=1-u=z,

és a kezdeti feltételek
y(0) =4'(0) = 0.

3. Hatarozzuk meg az altalanos megoldasat a kovetkezé masodrendi differencialegyen-
leteknek (a megoldéasokat elég implicit alakban megadni):

(a)
(y')* +2yy" =0,
(b)
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(c)

vy +(y)? =1
4. Oldjuk meg a kovetkezé masodrendd differencidlegyenletet: zy” — ¢’ = 2.
5. Tekintsiik a kovetkez6 differencialegyenletet:
2y —tt+2)y + (t+2y =2t t>0.
El6szor ellenérizziik le, hogy az
Y, =t, Y, = te

fiiggvények a megfelels t?y” —t(t +2)y’' + (t +2)y = 0 homogén egyenlet fundamen-
talis megoldasat adjak. Ezek utan hatarozzuk meg az eredeti inhomogén egyenlet
altalanos megoldasat!



Megjegyzés: Yi-re rajonni egyszerti, viszont Yo megkeresésére javasoljuk a kons-
tans variaciés modszert:

Ys(t) = C(t) - Yi(t) alakban keresve a homogén egyenlet megoldasat, szintén kijon
te'. Probaljak ki!

Eredmények

. A differencidlegyenlet mindkét oldalat kétszer x szerint derivaljuk:

1
' = dr = arcsinx + O,
Y /\/1—:172 !

Yy = /(arcsinx + C)dx = zarcsinz +V'1 — a2 + Ciz + Cs.
Behelyettesitve a kezdeti feltételeket kapjuk, hogy

3=y(0) = 1+
1=9¢'(0) = aresin0+ CY,

vagyis
Cl =1 és 02 = 2.

Tehat a kezdetiérték-feladat megoldasa:

y =wxarcsinz +vV1 — 22+ x + 2.

. A masodrendii egyenletiinkbdl hianyzik az y. Tehat amint el6adason tanultuk, ekkor
a p = p(z) 4j valtozot behozzuk az y' helyére. Vagyis

p(x) = y'(x) es p'(x) = y" ().

Az 1j valtozoval az egyenletiink alakja atrendezés utéan:

/ uﬁl%:/ fle)ds.

[ f@de = Fl)

jelolést, az integralas elvégzése utan kapjuk, hogy

Bevezetve az

p

Vieye

= F(ZL’) —I—Cl.



Innen p-t kifejezve:
F( ) +C

\/1— D)+ C—1)72

Hasznalva, hogy v’ = p kapjuk, hogy

Abban a specidlis esetben, amikor f(x) = 1 — x integralassal kapjuk, hogy
x
F(SL’)"‘Cl :l’(l— E)"‘Cl.

Ekkor tehat
l’(]_ — g) + C1

yore \/1— 1——)+c1) '

Hasznélva az ¢y/'(0) = 0 kezdeti feltételt, és azt, hogy egy tort pontosan akkor egyenld
nullaval amikor a szamlaloja nulla, adodik, hogy

01:0.

Ezt helyettesitve (1)-ba, és kihasznélva, hogy y(0) = 0:

dt.
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Ez azonban egy un. elliptikus integral, amit nem lehet elemi fiiggvényekkel kifejezni.

. A hidnyos masodrendii d.e.-k megoldasahoz az y'(z) = p(y), v"(z) = p'(y)p(y) he-
lyettesitést alkalmazzuk:

(a) () +2yy" = 0= p*(y) + 2yp(y)p'(y) = 0 = p(y)(p(y) + 2yp'(y)) = 0
Ha p(y) = 0, akkor ¢/'(z) = 0 = y(z) = C jo megoldas lesz. Ellenkezd
esetben elég a zarojelben 1évé p(y) + Qyp( ) = 0 kifejezést vizsgalni, ami egy

szétvalaszthato d.e., a megoldasa p(y) =

2 3/2 = Ciz + Oy = y(zr) = (Cix + 02)2/3.

3



! 1 1

NG NG
[rwan = [ =i = Hhec-ac,
WP =vy+C = Y =\Vu+C
! ,
/7mdy = /1d:B::E—|—02

Az integrdlban helyettesitést hajtunk végre: u = ,/y, tovdbba dy = 2udu.
Ekkor

1 2u
—_—d /7d =
/\/¢y+c1 Y Vit e Y
2ut 1) 261 dy = /2\/u+C’1dy—2C'1

- \/U"‘Cl _\/U+Cl Y

O a0 u T O = 24

3

Innen y-t visszahelyettesitve:

3
31’:4\/\/?4—01 —1201\/\/54'014'02

1
- dy =
/\/U+Cl 4

w'+)P=1 = wp+p =1

Lathato, hogy p # 0, ha pedig y = 0, akkor p = 1 vagy p = —1. A fenti

py

szétvalaszthato d.e. megoldasa az y = 0 esetben p = +1, kiilonben pedig

p _ (1
/1—p2dp_/ydy’

ahonnan 1—p? = % tetszdleges C pozitiv vagy negativ (de nem 0) konstanssal.
Ha 3y’ = p = £1, akkor y = 2 + C. Egyéb esetekben

C
p2=1+y—21,

C1 % 0.



Visszahelyettesitve y'(z) = p(y)-t:

C [C
2 1 o 1
dy
— = 4 [ lde =+xz+ 0y
Vo1

Az integral kiszamitasdhoz alakitsuk at a baloldalt:

d
[y N e

L:/ _ [y
/\/%H Voo VO +y?

ahol persze C] olyan, hogy a gyokjel alatt nem-negativ mennyiség all. Tehat a
megoldas:

\/01+y2::|:$—|—02 = yzz(:lszng)z—C’l.

Vagy més konstansokkal folirva:
Y — (2 + o) =Crill. 4 — (—2 + Cy)? = C,

ami C7 = 0 esetben magaba foglalja az y = 2 + C' megoldést is.

4. y:%—}—CEwQ—I—CQ.

5. Elgszor is a t2y” — t(t + 2)y’ + (t + 2)y = 0 homogén egyenlet megoldasait adjuk
meg. Tudjuk, hogy Yi(t) =t megoldja az egyenletet, azaz:

Y/ () —tt +2)Y{(t) + t+2)Y1(t) =0 = —t{t+2)+(E+2t=0 (2)

A téle linearisan fiiggetlen megoldast Ya(t) = C(t)Y1(t) = C(t)t alakban keressiik
(egy konstans varidcids mddszer). Innen Y5(t) derivaltjai (altalanos esetben):

Yi(t) = C'OYi(t) + C@O)Yi(),
Y1) = CU(tYa(t) + 20 ()Y((1) + C()Y (D).

Jelen esetben Yi(t) = t, igy

Yi(t) = C'(t)t+C(1),
Y/() = C"(t)t+20'(b).

Ezeket behelyettesitve a homogén egyenletbe a kovetkez6t kapjuk:

2(C"(#)t + 20"(1)) — t(t + 2)(C" (1)t + O(t)) + (£ + 2)(C()t) = 0 (3)

bt



(2) mindkét oldalat C(t)-vel szorozva, és kivonva (3)-bol, a kovetkezs alakot kapjuk:
(" ()t + 20" (1)) — t(t + 2)(C'(t)t) = 0

t # 0 esetén:

C"(t)t+2C"(t)—(t+2)C"(t) =0 = tC"(t)—tC'(t) =0 = C"(t)-C'(t) =

Ez egy hidnyos mésodrendii d.e., a tanult modszereket alkalmazva C(t) = e' ado-
dik, azaz a homogén egyenlet ma51k fundamentalis megoldéasa Ys(t) = te’, s igy a
homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yn(t) = Cit + Cote’.

Masodszor az inhomogén egyenlet megoldésat adjuk meg. A partikularis megoldés
megkeresésére a képletgytijtemény 4. pontjaban taldlhato két konstans variacids
moédszert hasznaltuk, mellyel a —2t2 — 2¢ partikularis megoldast kapjuk. Ennek
masodik tagja (—2t) beolvad az altalanos megoldas Cit részébe. (Persze sokféle jo
partikularis megoldas irhato ide.) Az inhomogén altalanos megoldas tehéat:

y(t) = Clt + C'2tet — 2t2.



