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1. Bevezetés, alapfogalmak

A jegyzet masodik felében a véges csoportok reprezentacidelméletével foglalko-
zunk. A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, G mindig egy véges csoportot jelol
és, ahogy eddig is, K egy test, tovabb4 V egy véges dimenzids K-vektortér. Tovab-
béa az els6 részben rogzitett konvencidkat tovabbra is fenntartjuk (moduluson jobb
modulust értiink, a homomorfizmusok jobbrol hatnak, stb...).

1.1. Csoportreprezenticiok és a csoportalgebra alapveté tulaj-
donsagai

1.1. Definici6é. A G csoport egy reprezentaciojan egy K G csoportalgebra feletti
jobbmodulust értiink.

Vegyiik észre, hogy ha ¢ : G — GLg(V) egy csoport-homomorfizmus, akkor
¢ egyértelmten kiterjed egy ¢ : KG — Endg (V) algebra-homomorfizmussa. Va-
l6ban a t@ 1 Y a9 = >, a4((g)p) jol definidlt és mivelettarto leképezés. A @
homomorfizmus pedig ellatja V-t egy KG modulus struktiraval (1d. 1. ).

Forditva, ha Vi egy jobb modulus, akkor létezik egy ¢ : KG — Endg (V) egy
algebra-homomorfizmus, hogy minden v € V,a € KG esetén va = v(a)p. Ekkor a ¢
algebra-homomorfizmus ¢ |¢ (G elemeire valo) lesziikitése egy 1 |g: G — GLg (V)
csoport-homomorfizmust indukal, hiszen ¢ |5 képében minden elem invertalhato.

Azt mondhatjuk, hogy kolcsonosen egyértelmi megfeleltetésben allnak a G cso-
port reprezentacioi és a G — GLg (V) csoporthomomorfizmusok. Emiatt nem okoz
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ellentmondast, ha a ¢ : G — GLg(V) csoporthomomorfizmusokat is csoportrepre-
zentacioknak hivjuk.

1.2. Definici6. A ¢,9 : G — GLk (V) reprezentaciok ekvivalensek, ha taldlhato
olyan a € GLg(V), hogy (9)¥ = a *(g)¢a minden g € G esetén.

1.3. Megjegyzés. Reprezentaciok hasonlosaga még altalanosabb szituaciora is de-
finialhato. Legyen ¢ : G — GLK (V) és ¢ : G — GLg (W) két reprezentéacio. A ¢ és
a 1) hasonléak, ha létezik olyan o : V' — W vektortér-izomorfizmus, hogy tetszéleges
g € G-re (9)y = a7 (g)pa.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil mindig feltehetjiik, hogy V = W.

1.4. Allitas. A 0,0 : G — GLk (V) pontosan akkor ekvivalens reprezentdcick, ha
az dltaluk meghatdrdzott modulusok izomorfak.

Bizonyitds. Legyen o € GLK (V) tetszbleges transzformaciéo. Ekkor o pontosan
akkor K G-modulus izomorfizmus is, ha tetszéleges v € V, g € G esetén ((v)a)(g)y =
(v)(g)pa. Vagyis, ha ¢ és 1) ekvivalensek (az a € GLg(V)-n keresztiil). O

1.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a ¢ : G — GLk (V) reprezentécié irreducibilis,
ha a @ altal meghatarozott modulus egyszerti. Masképp, ha V-nek nincs nem trivialis
(G)p-invarians altere.

1.6. Megjegyzés. Ha GG egy véges csoport, akkor egy adott K test felett csak véges
sok paronként nem izomorf irreducibilis reprezentacioja létezik. S6t az irreducuibilis
reprezentaciok szama legfeljebb |G|.

1.7. Definicié. Legyen A egy véges dimenzioés K-agebra. Azt mondjuk, hogy az A
egy

1., Frobenius—algebra, ha létezik olyan ¢q : A — K linearis fiiggvény (Frobenius—
fiiggvény), hogy A semelyik nem trivialis jobb- vagy balidedlja nem része
ker pg-nak;

2., szimmetrikus algebra, ha A Frobenius-algebra o Frobenius— fiiggvénnyel, és
barmely a,b € A esetén (ab)po = (ba)po.

1.8. Allitas. Tetszdleges K test és G csoport esetén a KG csoportalgebra szimmet-
rikus.

Bizonyitds. Legyen ¢y : KG — K az a fiiggvény, amelyre ¢ : 1 — 1és ¢y : g — 0
minden 1 # g € G elemre. A KG bazis elemein ilyen médon definialt po-t terjessziik
ki linearisan egy ¢ : KG — K fiiggvénnyé. Ezzel ¢ egy szimmetrikus Frobenius—
fiiggvény.

Legyen 0 # u = Y ay9 € KG. Mivel u nem 0, ezért van olyan g € G, amire a, #
0. Ha g ilyen, akkor (ug™')¢o # 0, ami miatt u/XG £ ker ¢ és hasonloan (g~ 'u)p #
0, amibsl KGu £ ker ¢. Tehat ker ¢ nem tartalmazza KG egyetlen ciklikus jobb-,
ill. balidealjat sem, igy nem tartalmazhatja egyetlen jobb-, ill. balideéljat sem.

Ahhoz, hogy belassuk a K'G szimmetrikus is, elég belatni, hogy (gh)wo = (hg)o,
ahol g, h tetszéleges csoportelemek. Ezt viszont konnyen ellenérizhetjiik, hiszen a
(gh)eo pontosan akkor nem 0, ha g = h™!, ebben az esetben pedig gh = hg = 1. [

1.9. Allitas. Minden Frobenius—algebra oninjektiv — azaz Ay requldris modulus egy
injektiv modulus — és a felbonthatatlan projektiv modulusok éppen a felbonthatatlan
ingektiv modulusok.



Bizonyitds. Elég belatnunk, hogy As = D(4A). Ugyanis az A, felbonthatatlan
komponensei ekkor éppen D(4A) felbonthatatlan komponenseinek felelnek meg.
Legyen g egy rogzitett Frobenius—fiiggvény A-n és tekintsiik a

P AA — HOIHK(AA,K)
ar— (z— (ax)pg)

leképezést. Az (a)® minden a € A esetén egy K-lineéris leképezés, hiszen barmely
x,y € A esetén

(Az + py)(a®) = (a(Ax + py)) o = Maz)po + play)eo = A(x)(a®) + pu(y) (a®).
Ezen tul a ® egy modulus-homomorfizmus is. Tesz6leges © € A-ra
(@)[(a+b)®] = ((a +b)x)po = (az + bx)po = (ax)po + (br)po = (z)(a®) + () (bP),
illetve barmely r € A esetén

z[(ar)®] = ((ar)z)po = (a(rz))po = (rz)(a®) = (z)[(a®)r].
Ahhoz, hogy belassuk ® izomorfizmus is, elég megmutatni, hogy injektiv, hiszen
dimg Ay = dimg D(4A) < 0o. Vegyiink egy olyan a € A elemet, amelyre a® = 0.
Definici6 szerint ekkor minden x € A-ra (ax)po = 0, vagyis aA egy jobbideal ker ¢;-
ban, igy aA = 0, amib6l a = 0. O

1.10. Megjegyzés. Lattuk, hogy Ay = @;e;A az A, felbonthatatlan projektiv
modulusokra valé felbontasa, ahol e;-k ortogonélis idempotensek. Ha A Frobeni-
us, akkor D(e;A) injektiv és izomorf valamelyik e;A-val, &m el6fordulhat, hogy
D(Ae;) = e;A 2 e;Al Példaul, ha A az az algebra, amely regularis modulusanak
Loewy—diagramja
_ 1 2

A= @9
akkor D(Aej) = ey A 2 e A. Am, ha A nem csak egy Frobenius-algebra, de még
szimmetrikus is, akkor méar igaz, hogy D(Ae;) = e;A minden 1 < ¢ < n esetén.

1.11. Allitas. Ha A egy szimmetrikus algebra, P egy felbonthatatlan projektiv A-
modulus, akkor soc P = top P.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P = eA,S = soc P és rogzitsiink egy ¢g : A —
K szimmetrikus Frobenius—fiiggvényt. Az S egyszerd, mert S egy felbonthatatlan
injektiv modulus talpa az 1.9. Allitds szerint. Az S egy jobbidedlja A-nak, ezért
S &£ kergg és igy taldlhaté olyan a € A, amelyre ea € S és (ea)p # 0. A ¢
szimmetrikus, ezért (eea)p = (eae)p # 0 és persze eae sem 0.

Tekintsiik az alabbi

P:eA— S
er — ealer)
modulus-homomorfizmust. Mivel eae € im 1, ezért i epimorfizmus. Az eA egy

felbonthatatlan projektiv modulus, emiatt lokalis, ezért a ¢ : eA — S epimorfizmus
magja rad eA. Azt kaptuk, hogy top P = eA/rad eA = S = soc S. ]

1.12. Kovetkezmény. Minden csoportalgebra oninjektiv és ha P eqy csoportalgebra
felbonthatatlan projektiv modulusa, akkor soc P = top P, tovdbbd ha P = eA, akkor
eA = D(Ae).

1.13. Allitas. Ho A egy véges dimenzids oninjektiv bdzis algebra, akkor A egy
Frobenius—algebra.

Bizonyitds. Majd. O



1.2. A Maschke—tétel és kovetkezményei

1.14. Tétel. Legyen G eqy véges csoport, K eqy tetszdleges test. A KG csoportal-
gebra pontosan akkor féligegyszerd, ha char K = p 1 |G|.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fol, hogy char K = p | |G|. Legyen a = deGg € KG.
Minden h € G esetén ah = ha = a, vagyis a € Cen(KG). Ebbdl az kévetkezik, hogy
aK <« KG. Mivel a-a = |Gla = 0 ezért (aK)?* = 0. Tehat aK egy nem 0 nilpotens
ideal K G-ben, amit tartalmaz a K'G Jacobson-radikalja. Mivel J(KG) igy nem 0,
ezér a KG nem féligegyszert.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy char K 1 |G|. Megmutatjuk, hogy ekkor tet-
sz6leges U < K G modulushoz 1étezik direkt kiegészit K G-ben. Ehhez elég megmu-
tatni, hogy az U-hoz taldlhat6 olyan ¢ € Endgg(KG), hogy ¢? = ¢ és kerp = U.
Mivel az U egy altér, ezért vilagos, hogy talalhato olyan m € Endg (KG), amelyre
72 = 7 és kerm = U. A 7 lineéris leképezés segitségével definialjuk KG-nek az
alabbi

gp:KG—)KG
Zag o
gEG

endomorfizmusat. A ¢ valéban modulus-homomorfizmus, hiszen K-linearis a m li-
nearitasa miatt és barmely h € G csoportelemre

’G‘Zahgwglz<’G‘Zahg7rg Th™ )h

geG geG

(a)p, mert a gh is
végigfut G elemein

Megmutatjuk, hogy ker ¢ < {a— (a)p | a € KG} < U < ker . Ha a € ker p, akkor
a=a—0=a—ap. Fejtsiik ki a — (a)p-t a ¢ definicioja alapjan:

a— (a) —a——z Z Zagﬂglz

gEG geG gEG

|G| Z ag — (ag)w) g~' € U, mert U részmodulus.

geG cU

Az els6 két tartalmazast be is lattuk. Mégegyszer hasznalva, hogy U részmodulus
KG-ben, ami miatt ug € U minden g € G-re, azt kapjuk, hogy

L—0p
(u)p = |G|Zug7rg =

geG

a 7 definicioja miatt. Tehat belattuk, hogy ker ¢ = U. Ami hatravan még, hogy
belassuk, ¢ = p. Ha a € KG, akkor a — (a)p € ker o, ami miatt (a — (a)p)p =
[

(a)p — (a)p? = 0. Tehat (a)p = (a)p>.

1.15. Megjegyzés. Azt mondhatjuk, hogy char K t |G| esetén a KG modulus
kategoridja trividlis, azaz ind-A véges sok izomorfiaosztallyal rendelkezik, és nem



egymassal nem izomorf ind-A -beli modulusok kézott nem 1étezik nem 0 morfizmus
semmilyen irdnyban sem.

Az egyetlen értelmes cél, ami kitiizhets ebben az esetben, az az, hogy hatarozzuk
meg (izomorfia erejéig) az Gsszes egyszeri K G modulust, azaz az 6sszes irreducibilis
reprezentaciojat G-nek. Abban az esetben, amikor char K = 0 és K algebrailag zart
(pl. K = C), a reprezentaciokhoz kapcsolt karakterek elmélete lesz segitségiinkre.

1.16. Lemma (Schur-lemma). Legyen R egy tetszdleges gyird, S pedig eqy egyzeri
R-modulus. Ekkor Endg(S) egy ferdetest.

Bizonyitds. Ha ¢ € Endg(S) egy nem 0 endomorfizmus, akkor kerp < S és az S
egyszeriisége miatt ker ¢ = 0 lehet csak. Hasonléan im ¢ # 0, de akkor im ¢ = S,
tehat a ¢ egy izmorfizmus, igy invertalhato. O]

1.17. Allitas. Legyen A eqy algebrailag zdrt K test feletti véges dimenzids algebra.
Ha S € Mod-A egyszerd, akkor Enda(5) = K.

Bizonyitds. Legyen D = End4(S). A Schur-lemma miatt D egy ferdetest. Min-
den A € K esetén az s — As az S egy endomorfizmusa, tehat D tartalmaz egy
K-val izomorf résztestet. Mivel S egyszerd modulus, ezért létezik A — S epimor-
fizmus, amibdl latjuk, hogy dimg S < oo. Tetszbleges u € End4(S) egy K-linearis
transzforméacioja S-nek, mivel K algebrailag zart, ezért van A € K sajatértéke. Az
u — Aidg nem invertalhato, de S egyszeriisége miatt a magja akkor csak a teljes S
lehet. Az kaptuk, hogy u = \idg. O

1.18. Tétel. Legyen A eqy algebrailag zdrt K test feletti véges dimenzids féligegysze-
rd algebra. Ekkor A= &I_, M, (K) és az A feletti eqyszerd Si, ..., S, modulusokra

Bizonyitds. Az A algebra féligegyszert, ezért A, egy féligegyszerti modulus. Legyen
Aa = @®_ R;, ahol R;-k az A algebra egyes blokkjai agy, hogy R; = &™.S;. Lattuk,
hogy A = Ends(A4), ha az endomorfizmusokat balrol irjuk. Viszont

Ends(A) = @) Endas(R;) = @)_, Enda(€™S;) = & M,,(Enda(5)) = &] M,,(K).
Az M,,(K) egy egyszeri komponensét a

ro ... oo 07
0 0
¥ % sk % ok % | 4. sor
0 0
0 ... oo 0]
alaktd matrixok alkotjak. Vilagos, hogy az R; blokk n; darab n;-dimenzi6s S; tipust
egyszerd modulus direkt Osszege. O

1.19. Kovetkezmény. Legyen K eqgy algebrailag zdrt test és legyen Sq,...,S, az
dsszes pdronként nem izomorf eqyszerd KG-modulus, amelykre dimg S; = n;. Te-
gyiik fel, hogy char K 1 |G|. Ekkor

dim KG =G| = > ni= Zd}{m R;.
i=1 i=1

Ha pedig char K | |G|, akkor J(KG) # 0 és a KG/J(KG) algebra féligegyszerd.
Tovdbbd dimg KG/J(KG) =3, ni. Specidlisan Y ni < |G].



1.3. Linearis reprezentaciok

1.20. Definicié. A G csoport 1-dimenzids reprezenticidit lineéaris reprezentacionak
nevezziik.

Tekintsiink egy ¢ : G — GLg(V) reprezentaciot. Tegyiik fel, hogy N <« G
egy olyan normalis részcsoport, amelyet ker ¢ tartalmaz. Ekkor ¢ tekinthet§ a
G/N faktorcsoport egy reprezentaciojanak. Specidlisan, ha V' egydimenzios, vagyis
GLk (V) = K, akkor G’ < ker ¢ és a ¢ tekintheté a G/G’ egy reprezentaciojanak.

1.21. Allitas. Legyen G egy véges csoport, K eqy algebrailag zdrt test, amelyre
char K t|G|. Jelolje K1, ...,Ky a G csoport kiilonbozd konjugdltosztdlyait és legyen
Ki=23,cx, 9 € KG azi. osatdlydsszeg. A {Ki, ..., Ki} a Cen(KG) egy K-bdzisa.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy K; € Cen(KG), mert barmely h € G esetén h™'K;h =
doger, M lgh = Y ek, 9 = Kio Masrészt {K,,..., K;} fiiggetlen, mert kiilon-
b6z6 csoportelemek Gsszegei. Azt kell csak belatni, hogy {K7,..., K;} generélja
Cen(KG)-t. Legyen 2z € Cen(KG) tetszoleges, és irjuk z-t 2 = > a,g alakba.
Mivel z = h™'zh, ezért a, = agn minden g € G esetén. Tehdt az a, egyiittha-

tok azonos K; osztalybol szarmazo g elemek esetén meg kell hogy egyezzenek, igy
S Zz CL,LKz ]

1.22. Tétel. Legyen G eqy véges csoport, K eqy algebrailag zdrt test, amelyre
char K 1 |G|. Ekkor a G csoport K feletti (paronként nem izomorf) irreducibilis
reprezentdcioinak szama megegyezik G konjugdltosztdlyainak szdmduval.

Bizonyitds. Szamoljuk ki dimy Cen(K G)-t kétféleképpen. Elgszor is az 1.21. Allitas
alapjan dimy Cen(KG) = |{G konjugaltosztalyai}|, masrészt
d}(m Cen(KG) = dgn ®;_, Cen(M,,(K)) =r,
—_——

skalarmatrixok
ahol r a G csoport K feletti irreducibilis reprezentacioinak szama (1d. 1.17,1.18). O

1.23. Lemma. Legyen G egy véges csoport Abel-csoport, K egy algebrailag zdrt
test, amelyre char K 1 |G|. Ekkor a ¢ : G — GLk (V) reprezentcdcid pontosan akkor
wrreducibilis, ha o linedris.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy minden linearis reprezentacié irreducibilis. Mivel G-
nek most pontosan |G| darab konjugélt osztélya van, ezért G-nek ponrosan |G|
darab irreducibilis reprezentaci6ja van. Ha az irreducibilis reprezentaciokhoz tartozo

egyszer modulusok Sy, ..., S|q|, akkor az 1.19. szerint
€]
;(d}{m Si)? =G|,
vagyis dimy S; = 1 minden S; egyszerti modulus esetén. O]

1.24. Megjegyzés. Ha A egy véges Abel-csoport, akkor A-nak pontosan |A| da-
rab konjugaltosztalya van és minden konjugaltosztalyhoz egyértelmien talalhato



egy (irreducibilis) linearis reprezentéacio. Ezeket a reprezentaciokat egyszertien meg-
hatarozhatjuk. Tegyiik fel, hogy a G primhatvanyrendd ciklikus csoportokra valo
bontéasa

G=Chpy X...xXCp = (a1) X ... X {(a,).

Legyen ¢,,, primitiv m,. egységgyok minden ¢ index esetén. Ekkor

p:G— C~ 1)
a; —r Ef;h
minden 0 < ¢; < m; — 1 esetén egy-egy linearis reprezentacio. S6t, ha ¢, két (1)
tipusi reprezentdcio, és van olyan 1 <14 < r, hogy ¢(a;) = €}, és ¥(a;) = &tiﬁi, ahol
t; # t., akkor ¢ # 1.
Tehat (1) tipusa reprezentaciobol my - ... -m, = |A| darab van, azaz az A Abel-
csoport Osszes lineéris reprezentacioja (1) alak.

1.25. Kovetkezmény. Legyen G eqy véges csoport, K eqy algebrailag zdrt test,
amelyre char K 1 |G|. Ekkor G-nek éppen |G : G'| darab linedris reprezentdcidja van
K felett.

Bizonyitds. Minden linearis G-reprezentacio tekintheté a G /G’ egy linearis repre-

zentéciojanak. Az 1.23. Lemma miatt G/G’ lineéaris reprezentécidinak szama pedig
pontosan |G/G'|. O

1.26. Megjegyzés. Az 1.19. és 1.25. Kovetkezmények segitségével a kis méreti
csoportok esetén meg tudjuk allapitani az irreducibilis C (vagy barmely |G|-t nem
o0szt6 karakterisztajtu algebrailag zéart test) feletti irreducibilis reprezentéaciok szamét.
Mutatunk két egyszert példat.

e Tekintsiik a @ = {£1, +i,+j, £k} kvaterniocsoportot. Jelolje Sy, ..., S, a @
irreducibilis C feletti reprezentacidihoz tartozo6 egyszerd modulusokat. Ekkor
_ _ : 2
8=lQl= Zl(d}{m 5i)%,

tovabba ' = {1} miatt |Q : Q| = 4, amibdl azt latjuk, hogy Q-nak pontosan
4 darab linearis reprezentacidja van. Tehéat

12 012 12 4 12 : N2
8=12+124+12+1 —|—;(d}(m51) :
ami csak ugy teljesiilhet, ha r =5 és dimg S5 = 2.

e Legyen most G = Ay az Sy szimmetrikus csoport paros permutaciodinak rész-
csoportja. Hatarozzuk meg a CA, egyszerti modulusainak szaméat és azok C-
dimenzi6it! A csoport mérete |A4| = 12, kommutétor-részcsoportja Ay =V =
{1,(12)(34), (12)(24), (14)(23) }, amelynek rendje 4. Igy Asnek |Ay : V| =3

lineéris reprezentacioja van és
12 =3+ ;(d}{m S;)?
1=

alapjan ¢ = 4 és dimg Sy = 3 lehet csak. Vagyis a CA, algebranak 3 darab
1-dimenzio6s és 1 darab 3-dimenzids egyszeri modulusa van.



2. Komplex csoportreprezentaciok és karaktereik

Ha G egy véges csoport, akkor a CG csoportalgebra féligegyszeri és felbomlik
CG = @[_R; = &[_, M,,(C) matrixgytirtik direkt dsszegére, ahol r a G konjugal-
tosztalyainak szama és n; az irreducibilis reprezentéaciok foka (vagyis az S; egyszert
modulusok C feletti dimenzidja), tovabba |G| = >"7_ n?. A fejezet tovabbi részében
reprezentacion mindig C feletti reprezenticiot értiink. Habar az eredmények nagy
része igaz olyan alebrailag zart testek felett, amelyek karakterisztikdja nem osztja a

G csoport rendjét, az altalanossag e szintjétdl az egyszertiség kedvéért eltekintiink.

2.1. Karakterek, és alapvets tulajdonsagaik

2.1. Definicié. Legyen X : G — GL¢(V) egy csoporthomomorfizmus. Ekkor az
X-hez tartoz6 x karakter a

x:G—C
g+— x(g) =tr X(g)

2.2. Lemma. Legyen A,B : V. — V két linedris leképezés. Ekkor tr (AB) =
tr (BA). Ha B invertdlhatd is, akkor tr (B~'AB) = tr A. O

2.3. Kovetkezmény. Fkuvivalens reprezentdciok karaktere ugyanaz és minden ka-
rakter osztalyfiigguény, azaz ha x karakter, akkor x konstans a konjugaltosztdalyokon.
Az X : G — GL¢(V) reprezentdcio foka dime V = x(1) = tr idy.

2.4. Definicié. A G irreducibilis Xy, ..., X} reprezentacioihoz tartozd xi,...,x»r
karaktereket a GG irreducibilis karaktereinek nevezziik. A G irreucibilis karakterienek
halmazat Irr G-vel jeloljiik.

2.5. Megjegyzés. Vezessiik be a G karakterein az alabbi két miiveletet. (x +
)(g) = x(9) +1¥(g9) és (x¥)(g) = x(9)¥(g). Kénnyd meggondolni, hogy ezzel
a definicioval x + 1 és x1 is G-nek karakterei. Ugyanis, ha X : G — GL¢(V),
ill. Y :G — GLc(W) a chi, ill. 1-hez tartozd reprezentéacio, akkor a y + 1-nek
az az X @Y : G — GL¢(V & W) reprezentacio felel meg, amelyre (X & Y)(g) =
X(g)@®Y(g),ill. x¢p-nek az az X @Y : G — GL¢(V ® W) reprezentécié felel meg,
amelyre (X ® Y)(g) = X(g9) @ Y(g).

2.6. Példa. Hatarozzuk meg az S3 = D3 szimmetrikus csoport irreducibilis rep-
rezentacioit és karaktereit! ElGszor probaljuk meghatérozni, hogy hany darab és
milyen foku irreducibilis karaktere van Ss-nak. Egyrészt |Ss3| = 6, masrészt S5 =
((123)), amibdl azt kapjuk, hogy Ss-nak 2 darab linearis karaktere és 1 darab 2 foku
karaktere van.

Az egyik linearis karakter a trivialis, amely minden csoportelemhez az 1-et ren-
deli. A maésik line4ris karakter magja tartalmazza Si-t, de nem a teljes S5, gy
megegyezik az Si-vel. A harom darab transzpozicio egyikének a képe sem lehet az
1, mivel masodrendiiek ezért a képe mindegyiknek a —1. A linearis reprezentaciok
megegyeznek linearis karaktereikkel, igy a két linearis reprezentacio karakterét is
megkaptuk.

Mi lehet az S3 mésodfoki irreducibilis reprezentacioja? Jelolje X a reprezenta-
ciot és y a karakterét. Miel6tt megkonstrudlnank X-et, egy X valos irreducibilis
reprezentaciojat adjuk meg a csoportnak, aminek segitségével megkapjuk majd X-
et.



Elég megadni X-et egy generator halmazon. Vegyiink egy kétdimenzios valos
vektorteret a standard bazisaval. Rogzitsiik a v; = [0,1],v2 = [V3/2,1/2] és a
v3 = —(v1 + vg) vektorokat.

Megadjuk X-et tigy, hogy az éppen a vy, Vg, v3 altal meghatarozott szabélyos harom-
sz0g szimmetridit adja meg. Tehat a X ekkor az

s [50] ame [ 42 BRT ey [

hozzérendelések altal egyértelmien meghatarozott homomorfizmus. Most legyen
X : G — GL¢(W) az a komplex reprezentacio, amely egy g elemhez az X(g) (mint
komplex) matrixot rendeli. Vilagos, hogy X egy csoporthomomorfizmus és W igy
egy irreducibilis CS3 modulus.

A x karakter meghatarozasédhoz, elegends x-t az S3 konjugaltosztalyainak egy
reprezentans rendszerén kiértékelni. A szimmetrikus csoportban két elem pontosan
akkor konjugalt, ha azonos a diszjunkt ciklus szerkezetiik. Tehat x(1) =1, x((23)) =
0 és x((123)) = —1 egyértelmiien megadja a karaktert.

2.7. Allitas. Legyen X a G véges csoport eqy tetszdleges C feletti reprezentdcidija,
legyen x az X-hez tartozo karakter. Ekkor tetszdleges g € G-re az aldbbi dllitdsok
1gazak.

1., X(g) diagonalizdlhatd;

2., x(9) egységqyokok isszege, tehdt algebrai egész;
3., x(g7") = X(9):
4 x(g9) = x(1) & X(g) = X(1), vagyis g € ker X;

5., Ix(9)] < x(1) és ha egyenldség teljesiil, akkor gker X € Z(G/ker X);

Bizonyitds.

1., A G csoport véges, ezért minden elemének rendje véges. Feltehetjiik, hogy
g™ =1 és emiatt X (g)™ = I. Vagyis X (¢) minimalpolinomja osztja az 2™ — 1
polinomot, amelynek C-ben csupa kiilonbozé gydke van, igy X (g) minimalpo-
linomjanak is csupa kiilonb6z6 gyoke van, tehat diagonalizalhato.

2., Az 1. pont alapjan tudjuk, hogy X(g) diagonalizalhato, sét azt is, hogy a
diagonalis elemek az X (g) sajatértékei, amelyek minimélpolinomjanak gyokei.
Tehat, ha g™ = 1, akkor X (g) sajatértékei m-edik egységgyokok, x(g) pedig
ezek Osszege.



3., Az X (g) hasonlo egy diag[ey, ..., e,] diagonélis métrixhoz. (Persze X(g) in-
verze ekkor hasonlé ezen diagondlis matrix inverzéhez.) E diagonalis matrix
inverze pedig diag[e;’,...,e,;'] = diag[g,...,&,). Mivel a hasonlé matrixok

rTn

nyoma megegyezik, igy x(¢7') = >, & = x(9).

4., x(g9) =e1+ ...+ &y, ahol minden i-re |g;| = 1, igy a haromszogegyenlGtlenség
miatt x(g) pontosan akkor egyezik meg x(1) = n-nel, ha minden i-re ¢; = 1,
vagyis (a diagonalizalhat6) X (¢) minden sajatértéke 1. Ebbdl kovetkezik, hogy
X(g) =1, mésképp g € ker X.

5., A haromszogegyenlGtlenség miatt elég az egyenléségre vonatkozo allitést be-
latni. Tegyiik fel, hogy |x(¢)| = |x(1)| = n. Ekkor az Osszes ¢; meg kell,
hogy egyezzen a haromszogegyenlStlenség miatt. Azonban igy X (g) hasonlo
egy £l matrixszal, amely nyilvan centralis. Vagyis X (¢) € Z(im X) méasképp
gker X € Z(G/ker X).

]

2.8. Definici6. Legyen X a G egy komplex reprezentacidja, amelynek karaktere y.
A x karakter magja kery = {g € G | x(9) = x(1)}, mig a x karakter centruma

Z(x) =1{9 € G| Ix(9)] = [x(V|}-

2.9. Megjegyzés. Azaz a 2.7. Tétel alapjan ker y = ker X és Z(x) pedig azokbol
az elemekbdl all, amelyek X &ltali képe centrélis im X-ben.

2.10. Definicié. Legyen G egy tetszéleges csoport, ekkor G-nek a trivialis karaktere

lg:G—C
gr—1;

o= > x(x.

x€lrr(G)

regularis karaktere

2.11. Megjegyzés. A regularis karakter az CG regularis modulushoz tartozé ka-
rakter. Legyen CG = @I, S;" a CG regularis modulusanak felbonthatatlan kompo-
nensekre val6 bontasa. Ha az S; modulushoz tartozé irreducibilis karakter y;, akkor

Rogzitsiik CG-nek a G-beli elemek valamilyen sorbarendezésével kapott bazisat.
Ezen a bazison G szigortan tranzitivan hat, ezért ebben a bézisban a minden 1-
t6l kiilonboz6 g elemnek egy olyan |G| x |G| méretd permutaciomatrix felel meg,
amelynek f6atloja csupa 0. Ezek nyoma 0. Tehat azt latjuk, hogy

- G|, hag=1,
plo) = Y tto) = {17
=1 '

2.2. Ortogonalitasi relaciok

A G csoport irreducibilis karaktereit egy tablazatban célszeri dbrazolni. Ez a

tablazat egy k x k méreti tdblazat, amelynek oszlopai a csoport Ky, . .., Ky konjugal-
tosztalyaival, sorai pedig a G irreducibilis 1, . .., xx karaktereivel vannak indexelve.

A téblazat i. sordnak j. eleme pedig az i. irreducibilis karakter egy KC;-ben 1évG
elemen felvett értéke.
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2.12. Példa. Az S; karaktertabldja (Id. 2.6.):
1 (12) (123)
s, [T 1 1
X2 1 —1 1
s |2 0 -1

Ahogy azt késébb latni fogjuk, egy csoport karaktertablaja sok hasznos infor-
méaciot tartalmaz a csoport szerkezetérdl és altalaban igaz az, hogy egy csoport
irreducibilis karaktereit konnyebb meghatarozni, mint az irreducibilis karakterekhez
tartozo reprezenticidokat megkonstrualni. A karaktertabla kitoltésében kulcsfontos-
sagiak az un. ortogonalitasi relaciok.

x karaktert. Mind az X, mind a y linearisan kiterjeszthet6 a CG csoportalgebrara

az X (Eg agg> =2, 04X (g), illetve x (Eg agg> = >, agx(g) modon. Ezzel az X
egy CG — End¢ (V) algebrahomomorfizmus.
Legyen a CG csoportalgebra blokkokra bontésa

CG = &_ R; = &"_,e;CG,

ahol az e;-k a csoportalgebra centralis ortogonalis idempotensei. A tovabbiakban az
R;-hez tartozo irreducibilis reprezentaciot és karakterért jelolje rendre X; és ;.

2.13. Tétel. A bevezetett jelillésekkel, tetszdleges 1 < i < r esetén
1
€ = €] ZXi(l)Xi(Q) "9

geG

Bizonyitds. Irjuk az et e; = Zg azg alakba. Az e; az R; blokk egységeleme és az
osszes (R;-t6l kiilonb6z6) R; blokkot annulalja. Emiatt X;(e;) = I,,, és X;(e;) = 0,
ha i # j. Szamoljuk ki o(e;g~')-t kétféleképpen! Egyrészt

oleig™) =0 (2}; ahh9‘1> => anolhg™) = a,|G|,

h

:6h,9|G|
masrészt
k
oleig™) =D (1) xileig™) = xi(Dxilg™") = xi(Dxalg).
i=1 et
r X, (e) X (g=)
Igy ay|G| = xi(1)xi(g)- O

2.14. Tétel (Altlanositott ortogonalitasi relacio). A bevezetett jelléseket megtartua,
barmely h € G esetén

Z Xi(gh)m = 51',]‘M- (2)

1
G 2 ()
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Bizonyitds. Mivel e;-k ortogonalis idempotensek, ezért e;e; = 9, e;. A 2.13. Té-
telt felhasznalva kiszamoljuk az e;e; € CG egyiitthatoit a G elemeibdl 4ll6 béazisra
vonatkozoan.

ZX’L Xz Uu; € = ‘G’ ZX]

uEG geqG
Irjunk u helyére h~'-et és hasznéljuk, hogy x;(h™') = x;(h), akkor
1

| | h—leG
Most az
1
€;ej = ‘G—Pu;EGXi(l)Xj(l)Xi(U)Xj(g)Ug

egyenletben az ug = h™! helyettesitéssel (vagy mésképp az u = h™'g~! helyettesi-
téssel) a h™! egyiitthatoja

sz )G (Dxi(h g (g sz )x; (Dxi(gh)x;(9).

geG geG

Hasznélva, hogy e;e; = §;;¢; ¢és (3)-ben az e; felirdsabol a h™! egyiitthatojat leol-
vasva, azt kapjuk, hogy

1

G 5 > (D (Dxi(gh)x;(9) = OigapXi (s (h),
G 2 [el
amelyet rendezve
xi(h) xi(h)
Xi(gh)x = 0= = 0; j =,
le] 2 o
vagyis (2) adodik. O

2.15. Tétel (I. Ortogonalitési relacio). Az eddigi jeloléseket megtartva
geG
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.14. Tételt a h = 1 valasztassal. ]

2.16. Tétel (II. Ortogonalitasi relacio). A kordbbi jeliléseket haszndlva, bdarmely
g,h € G elemre

(5)

in(g)xi(h) = {|CG(9)\, ha g ~ h:

0 kilénben.
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Bizonyitds. Tekintsiik a G karaktertablajat dgy mint egy k& x k méretd matrixot.
Legyenek Ky, ..., Ky a konjugaltosztalyok, és valasszunk egy g; € K; reprezentans
rendszert. Az I. ortogonalitési relacié alapjan

1
0ij = @ ;Xz(gh)X](g |G| Z el ( gt)X] (1) =

— M . . — 1 Xz gt Xj(gt)
=2 Japailaale) = 2 et che 9 /ICalgr)

Osszuk le a karaktertabla C; konjugaltosztalyhoz tartozo oszlopat +/|Ca(g:)|-vel.
gy egy ortogonélis matrixot kapunk, amelynek oszlopai ortonorméalt vektorok. Te-
hat

Z Xilgr)  xilgs) {1, ha g; ~ gs;
\/’CG (g1)] \/|CG (9s)] 0 kiilonben.
]

2.17. Példa. Az ortogonalitasi relaciok segitségével hatarozzuk meg a ) kvaternio-
csoport karaktertabldjat! Azt mér tudjuk, hogy @)-nak 4 darab lineéris és 1 darab
masodfoku irreducibilis karaktere van (1.26.). Legyenek 1, x2, X3, x4 a @ linearis
karakterei, x5 pedig a masodfoki karaktere. A linearis karakterek megkaphatok gy
mint @)/ Q’ = (g x Oy karakterei, ezek a @' éltal tartalmazott konjugédltosztalyokon
1-et vesznek fel. Alljon a Q/Q’ egy generatorrendszere az i-vel, és j-vel jelolt i@’ és
a j@Q' mellékosztalyokbol, vagyis Q/Q" = (i) x (j), ahol i = j2 =1 és ij = k. Mivel
(Q)/ Q' bsszes linearis reprezentacioja (1) alaka, megkapjuk a @ linearis karaktereinek
{£i}, {£7}, {£k} konjugaltosztalyokon felvett értékeit. Tehat, amit eddig ismeriink
a Q4 karaktertablajabol, azt vazoljuk.

1 -1 4@ +x7 =k
lo|1 1 1 1 1
x2|1 1 -1 -1 1
xs |1 1 1 -1 -1
x«|/1 1 -1 1 -1
X5 | 2

A x5 értékeit pedig konnyedén megkapjuk mar az 1. ortogonalitési relacio alapjéan,
hiszen az oszlopok (mint C feletti vektorok) ortogonalisak. Tehat a @4 karaktertab-
laja:

1 4 4§ +k

1
/T 1 1 1 1
2|1 1 -1 -1 1
3|1 1 1 -1 -1
a1l 1 -1 1 -1
512 =2 0 0 0

2.18. Megjegyzés. Nagyon fontos megjegyezni itt, hogy a karaktertiabla nem jel-
lemzi a csoportot. Hogy ezt szemléltessiik, tekintsiik a D4 diédercsoportot, azaz
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a négyzet szimmetriacsoportjat. A D, egy 8-ad rendd csoport és kommutator-
részcsoportja masodrendi és Dy/D) = Cy x Cy. Vegyiik észre, hogy a @) karak-
tertablajanak kitoltésekor — az I. ortogonalitasi relacion tul — ugyanezeket a tu-
lajdonsagokat hasznaltuk fel. Tehat a @) és a D, karaktertdblaja meg kell, hogy
egyezzen. Ennek ellenére Dy 2 @), hiszen D, tartalmaz 4-edrendi elemet, () pedig
nem.

Ez a jelenség altalanosan is igaz. Minden p prim esetén létezik két egymassal nem
izomorf p? rend nem kommutativ csoport, amelyek karaktertablaja megegyezik.

2.19. Definicié. A ¢ : G — C leképezés egy osztalyfiiggvény, ha a G konjugaltosz-
talyain konstans, azaz p(h~'gh) = ©(g) minden g, h € G esetén.
Ha ¢, ¥ osztalyfiiggvény, akkor legyen

o, 0] = ﬁ S ol(9)9(9).

geG

2.20. Allitas. A G csoporton értelmezett osztdlyfiigguények a pontonkénti mivele-
tekkel és a |-, -] mivelettel eqy komplex euklideszi teret alkotnak, amelynek ortonor-
mdalt bazisdt adja Irr G.

Bizonyitds. Az allitas elsd része egyszeri szamolassal igazolhatd. A masodik részhez
hasznaljuk, hogy Irr G egy ortonormalt rendszer a II. ortogonalitési rel4cié miatt és
| Irr G| megegyezik a G konjugaltosztalyainak, és igy a G-n értelmezett osztalyfiigg-
vények terének dimenzidjaval. ]

2.21. Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢ a G csoport eqy osztdlyfiigguénye, ¥ a G egy
tetszdleges karaktere. Legyen Irt G = {x1,...,Xn}. Ekkkor

1., a ¢ pontosan akkor karakter, ha Vi : [, x;] € N;
2., a x pontosan akkor irreducibilis, ha [x, x| = 1.

Bizonyitds. Ha ¢ karakter, akkor irreducibilis karakterek Osszege. Forditva, ha a
[©, Xi] = a; nem negativ egész minden i-re, akkor ¢ = > a;x; a ®;a; X reprezenticid
karaktere.

Ha 1) irreducibilis karakter, akkor a II. ortogonalitasi tétel alapjan [¢,¢] = 1.
A megforditashoz hasznaljuk az 1. pont eredményét. Mivel ¢ egy karakter, ezért
Y =), a;x; valamely a; € N nem mind 0 egésszel. Akkor

[V, ] :Zale = 3dk:a; =0k,

7

]

2.22. Tétel. Legyen G eqy tetszdleges véges csoport, amelynek X ésY két tetszidleges
komplex karaktere, x,v karakterekkel. Az X és az'Y pontosan akkor egyezik meg,
ha karaktereik megegyeznek.

Bizonyitds. Azt méar belattuk, hogy ekvivalens reprezentaciok karakterei megegyez-
nek. A megforditashoz tegyiik fel, hogy y = . Minden komplex reprezentacio
felbonthat6 irreducibilis reprezentaciok Gsszegére, ezért minden komplex karakter
felbonthat6 irreducibilis karakterek Gsszegére. Tehat

X = Z a;pi = Z bipi =,

pielirG pielirG
ahol a;,b; nem negativ egészek. Barmely i index esetén a;, = [p;, x| = [¢i, ¢] = bi.
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2.23. Allitas. Legyen G egy tetszéleges csoport és legyen N <G eqy normdlis rész-
csoportja. Ekkor kolesindsen egyértelmd megfeleltetés létesithetd az Ir G/N és a
{x e rG | N < ker x} halmazok kéztt.

Bizonyitds. Minden olyan X : G — GL¢(V) reprezentacid, amelyre N < ker X
egyértelmiien faktorizalhaté a G — G/N természetes homomorfizmuson keresztiil.
Azaz adodik egy kolesonosen egyértelmi megfeleltetés az X : G — GL¢(V) és az
X : G/N — GL¢(V) reprezentaciok kozott.

Ez a megfeleltetés irreducibilis reprezentacioknak irreducibilis reprezentaciot fe-
leltet meg, hiszen im X = im X és a G, ill. G/N csoportok hatasa V-n csak a az
X, ill. X altali képiiktdl figg. u

2.24. Kovetkezmény. Tetszdleges G csoport tetszdleges N < G normdlis részcso-
portja esetén

N = ﬂ ker y, specidlisan ﬂ ker y = 1.

N<ker x x€lrr G
x€lrr G

2.25. Megjegyzés. Foglaljuk 6ssze, hogy milyen informéaciokat lehet leolvasni a G
csoport karaktertablajabol!

e a csoport szamat, konjugaltosztalyainak szamat, azok méretét;

e normalosztokat: a gy, ..., g, altal generdlt normalosztora

(91,590 = ﬂ

x(g:)=x(1)x€lrr G

A normaélosztok méretét is megkapjuk, hiszen ezek konjugéltosztalyok unioi,
s6t a faktorcsoport karaktertdblajat is leolvashatjuk az eredeti karaktertablé-
rol.

e A G egyszertisége eldonthetd a normalosztdinak vizsgalatabol;

e feloldhatésag: ha talalunk egy primhatvinyrendi norméalosztot, amelynek fak-
tora feloldhato, akkor G feloldhato. Primhatvanyrendd norméloszto létezése
eldonthets a karaktertablarol, és induktivan a faktorcsoport feloldhatéséga is
igy ellenérizhets. Forditva is iga, ha G feloldhato, akkor tartalmaz primhat-
vanyrendi normalosztét, mert specidlisan tartalmaz egy A Abel-féle normal-
osztot, amelynek egy P Sylow-részcsoportja karakterisztikus, ezért P < G.

e (G nilpotencidjat is vizsgalhatjuk, hiszen a G pontosan akkor nilpotens, ha
minden Sylow-részcsoportja normélis, ezt pedig eldonthet6 a karaktertabla
alapjan.

e A csoport centrumét megkapjuk mint az egyelemii konjugaltosztalyok unioja,
kommutator-részcsoportjat pedig mint a linearis karakterek magjainak met-
szete.

e Ha minden konjugaltosztaly 1-elemi, azaz ha G Abel, akkor a csoport vissza-
allithaté a karaktertablajanak ismeretében.

Amit viszont altaldban nem tudunk leolvasni a karaktertablarol, hogy G milyen
rendii elemeket tartalmaz, G-nek milyen részcsoportjai vannak és igy (ahogy azt
lattuk is) a csoportot nem hatérozza meg a karaktertabléja.
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3. Permutaciés karakterek, a szimmetrikus csoport
reprezentacidelmélete

Az S, (n-elemi Q, alaphalmazon haté bijekciok) szimmetrikus csoportja irre-
ducibilis komplex reprezentacidinak leirasahoz meg kell keresniink az A = CS,, cso-
portalgebra minimaélis jobb idealjait. Ez elég, mert minden irreducibilis A-modulus
a regularis A4, modulusnak egy alkalmas faktora, és A féligegyszertisége miatt A,
minden faktora izomorf egy megfelel§ részmodulusaval. A minimalis A-modulusok
pedig nyilvan éppen az egyszerii A-modulusok.

Azt méar tudjuk, hogy hany darab (egymassal nem ekivalens) komplex reprezen-
taciot kell kapnunk. Eppen annyit, amennyi S, konjugéltosztalyainak szama. Errél
ismert, hogy megegyezik az n lehetséges paricidinak szamaval, hiszen két permu-
tacié pontosan akkor konjugélt S,-ben, ha diszjunkt ciklus felirasuk azonos ciklus
szerkezetii. A stratégia tehat az, hogy az n mindenegyes particiojahoz keresiink
egy minimalis jobbmodulust A 4-ban, majd ezekrél megemutatjuk, hogy egymaéssal
paronként nem izomorfak.

3.1. Young—-tablak és szimmetrizatoraik

Vezessiik be a lexikografikus rendezést az n természetes szam particioin. Tehat,
han=n+...4+n,=n+...4n),aholny >...>n, >0ésny>...>n} >0,
akkor

{ny,...,ne} = {ni,...,n,},

ha i az els§ index, ahol n; és n} eltér és ezekre n; > nl. Az {ny,...,n;} particioihoz
rendeljiink egy in. Young-tablat, amelynek n celldja van ugy, hogy az i. soraban
n; darab cella van (1 > i > n). Példaul, ha n = 9, akkor a {3, 3,2, 1} particiohoz
tartoz6 tablazat

Egy n-cellaju Young-tablat toltsiink ki az {1,...,n} elemekkel gy, hogy minden
cellaba keriiljon elem, de mindegyikbe kiilonb6z6. Az igy kitoltott tablakat diagram-
oknak fogjuk hivni. Példaul az el6z6 esetben

213

vagy

O | | =
| o | =

két, ugyanahhoz a Young—tablahoz tartozo diagram.

Legyen adva egy fix D diagram. Ekkor a D-n az S,, elemei hassanak ugy, hogy
a cellak tartalmat a kijelolt modon permutéljak (de a celldk maradjanak helyben).
Vagyis az S, permuticioi egy rogzitett tipust Young-tabla diagramjait permutal-
ja. Ha D rogzitett, akkor a D-hez definidljuk az R(D) < S, illetve C(D) < S,
részcsoportokat mint a D sorait, illetve D oszlopait helyben hagy6 permutéaciok rész-
csoportjai. Tehat, ha m € R(D) akkor 7 egy k € Q,, elemet csak a vele megegyezs
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sor cellainak valamelyikébe mozgathatja. Hasonloan, ha o € C(D), akkor (k)o a k
oszlopaban van. Példaul, ha

D=[2]5| akkor R(D)={1,(13),(25),(13)(25)}.
4

Az R(D) és C(D) részesoportok definiciojabol tisztan latszik, hogy R(D)NC(D) =
1, hiszen a metszetben 1évé permutaciok a diagram elemeit nem mozditjak el sem a
sorukbol, sem az oszlopukbol.

3.1. Definicié. Legyen D egy rogzitett n-cellaji diagram. Ekkor a D-hez tartozo
Young-szimmetrizator

e(D) = Z sgn(o)om € A, (6)
TeR(D)
ceC(D)

ahol sgn(o) = 1, ha o paros, —1, ha ¢ paratlan permutacio.

3.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az e(D)-t definialo linearis kombinaciéban
végigfut az osszes R(D)-beli elemen és o végigfut az 6sszes C'(D)-beli csoportelemen.
Mas-mas 7-t, illetve o-t valasztva ezek a tagok kiillonboznek, hiszen ha o171 = o979,
akkor 0,'0; = mn;t € C(D) N R(D), amibsl 7, = 7y, illetve 07 = 05 kdvetke-
zik. Vagyis azt mondhatjuk, hogy az e(D) csoportelemek elGjeles Gsszege. (Azaz
csoportelemek olyan linearis kombinéacioja, amelyben minden elem egyiitthatoja O
vagy +1.)

Legyen ' € R(D) és o' € C(D) és tekintsiik az e(D) (6) szerinti kifejtését.
Akkor

d'e(D) = Z sgn(o)o’om = sgn(c’)e(D)
T€R(D)
ceC (D)

e(D)r' = g sgn(o)onn’ = e(D),
we€R(D)
ceC (D)

hiszen o’c is végigfut C (D) elemein, illetve 77’ is végigfut R(D) elemein, masrészt
sgn(o) = sgn(oto’c) = sgn(o’)sgn(o’c).

A cél megmutanti, hogy e(D)A minimalis jobb ideal minden D diagram esetén.
Illetve, hogy e(D)A = e(D') A pontosan akkor, ha a D és a D’ diagramokhoz tartozo

Young-tabldk megegyeznek.

3.2. Az 5, irreducibilis reprezentaci6i

3.3. Lemma. Legyen D eqy n celldbsl dallo diagram, g,h € S,. Jeldlje D' a Dg
diagramot és jelélje H azt a cellatranszformdciot, amely a D diagramot a Dh diag-
ramba viszi. (Azaz H megadja, hogy a D — Dh hatds sordn egy cella tartalma mely
celldba keriil Gt.) Ekkor a H hatdsa a D' diagramon megegyezik a g~ 'hg permutdcid
hatdsdval, vagyis (D')H = Dg~1hg.
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e,

“ .0,

a 8 szimbolum &llt, azaz 3.9 = o, vagy masképp 3 = a.g~'. Legyen k = B.h és
tegyiik fel, hogy a k szimbolum a D diagram az (i, j') cellijaban van, vagyis a H
transzformécié az (¢, ;') cellat az (7,j) cellaba viszi. Elég leolvasni a D’ diagram
(7',7") cellajanak tartalmat, ami pedig nem mas, mint x.g. Tehat a H az a helyére
a K.g = f.hg = a.g ' hg elemet irja. O

3.4. Példa. Tegyiik fel, hogy g = (135),h = (132)(45) € S5 és igy g thg =
(14)(235). Legyen D az alabbi diagram.

5
pD=[215] 2. D' = Dg = 1
3 |
312 2
Dh=[114]|-2 Dgthg =
5

3.5. Koévetkezmény. Bdrmely g € S, elemre R(Dg) = g 'R(D)g és C(Dg) =
g~ C(D)g.

Bizonyitis. Ha m € R(D), akkor m a D diagram minden sorat helybenhagyja.
A 3.3. Lemma szerint g~ 'mg a Dg sorait hagyja helyben. Ezaltal 7 € R(D) ak-
kor és csak akkor, ha barmely g € G esetén g~'mg € R(Dg). Ugyanigy indokolhato
az oszlopokra vonatkozo allitas is. O

3.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy D egy n celldbdl dllé diagram. Jelolje A a CS, cso-
portalgebrdt és e(D) legyen (6) alatt definidlt eleme A-nak. Fkkor, ha D' egy olyan
diagram, amelynek Young-tdbldja megegyezik D Young-tdbldjaval, akkor e(D)A =
e(D')A.

Bizonyitdas. Ha D és D’ Young—tablaja azonos, akkor talalhato olyan g € S,, per-
mutacio, amellyel D' = Dg. Ezaltal

e(D')A =e(Dg)A= g 'e(D)gA =g 'e(D)A,
vagyis az
e(D'YA — e(D)A
T — g_la:
modulus-homomorfizmus sziirjektiv és nyilvan invertalhaté, tehat izomorfizmus. [J

3.7. Lemma. Rdgzitsiink eqy n cellabol allo D diagramot. A g € S, elem pontosan
akkor irhatd fel g = on alakba gy, hogy o € C(D) ésm € R(D), ha D-ben semelyik
két azonos sorban lévd elem nem keril azonos oszlopba a Dg-ben.
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Bizonyitds. Az egyik iranyhoz tegyiik fel, hogy ¢ = om. Akkor, ha «, f szimboélum
a D ugyanazon soraban van, akkor Dm-ben a két elem szintén ugyanabban a sorban
(és igy biztosan kiilonb6z6 oszlopban) szerepel. De Dg = Dn(rlonw) és nlom €
C(D) (3.5. miatt), ami miatt « és § a Dg-ben is kiilonb6z6 oszlopban lesz.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy barmely két, a D-ben egy sorban 1évG, elem a
Dg-ben kiilonb6z6 oszlopba keriil. Ekkor persze a Dg-ben azonos oszlopban szerep-
16 parok a D-ben sziikségképpen kiilonb6z6 sorban vannak. Specidlisan a Dg elsé
oszlopanak elemei a D-ben mind kiilonb6z6 sorban vannak. Emiatt 1étezik olyan
m € R(D), amely ezeket az elemeket mind az els6 oszlopba kiildi. Most tekint-
siik a Dg masodik oszlopat. Ennek elemei a D kiilénb6z6 soraiban szerepelnek.
Tehat talalhatunk olyan m € R(Dm) permutaciot, amely ezeket az elemeket a
masodik oszlopba viszi Ggy, hogy az els6 oszlopot fixen hagyja. Az eljarast folytat-
va kapunk egy olyan m € R(D) elemet, amelyre teljesiil, hogy a Dm diagramban
minden elem oszlopa ugyanaz, mint Dg-ben. Tehéat létezik egy olyan o’ € C'(Dm),
amellyel Do’ = Dg. Am ekkor ¢/ = 7~ 'o7 valamely o € C(D) elemmel és igy
Dg = Dnn~lon = Do, amit akartunk. O]

3.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy a D és a D' diagramokhoz tartozé Young—tdbldk
kiilonboznek 1gy, hogy a D-hez tartozd {ny,...,ng} és a D'-hoz tartozsé {n/, ..., n}}
particidkra {ny,...,nx} = {n},...,n}} teljesil. Ekkor e(D)e(D’) = 0.

Bizonyitds. ElGszor is megmutatjuk, hogy létezik olyan szimbélum par, amely a
D diagramban azonos sorban, a D’-ben azonos oszlopban helyezkedik el. Indirekt
tegyiik fel, hogy nem igy van. Ekkor a D diagram els6 oszlopaban szerepld n; elem, a
D’-ben mind kiilonb6z6 oszlopban van. Emiatt nf > n; és igy sziikségképpen ny =
n). Folytassuk a gondolatmenetet a tobbi sorra. Az indirekt feltevésiinkbdl arra
jutunk, hogy {ni,...,ng} % {nf,...,n,}, ami ellentmond a lemma feltételeinek.

Tehat létezik olyan «, 8 szimbélum, hogy azok D-ben egy sorban, D’-ben egy
oszlopban vannak. Legyen 7 = (af3). Akkor 7 € C(D') és 7 € R(D). Ekkor (7)
alapjan

e(D)e(D") = e(D)rre(D') = e(D)sgn(7)e(D') = —e(D)e(D’),
amibdl e(D)e(D’) = 0. O

A (7) azonossagai alapjan latjuk, hogy tetszéleges m € R(D) és o € C(D) elemek
esetén, ha \ € C, akkor

ole(D)m = (Asgn(o))e(D).
A kévetkezGekben megmutatjuk, hogy ez a tulajdonség jellemzi is az e(D) elemeket.

3.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy az v € A = CS,, elemre teljesiil, hogy tetszdleges
m € R(D) és 0 € C(D) elemek esetén ocxm = sgn(o)x, akkor létezik olyan D
diagram és \ komplex szam, hogy x = Ae(D).

Bizonyitds. Rogzitslink egy n cellabdl all6 D diagramot. Tegyiik fel, hogy az x =
> ges, Qg € A elemre teljesiilnek lemma feltételei. Akkor tetszéleges m € R(D) és

o € C(D) elemekre

r =sgn(o)o tzr! = sgn(o) Z ag(c tgn™!) = sgn(o) Z Qgprh.
gGSn heS'n
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Vagyis a, = sgn(o)ayg> minden 7 € R(D), o € C(D) esetén. Specidlisan, ha g = 1,
akkor aysgn(o) = @y

Tegyiik fel, hogy g € S, nem all el o alakban. Belatjuk, hogy ekkor o, = 0,
ami az eddig tett észrevételeink miatt igazolja a lemma allitdsat. Ha g # o,
akkor létezik olyan «a, f szimbolumok, amelyek D-ben azonos sorban, Dg-ben azonos
oszlopban szerepelnek. Legyen 7 = (af3). Ekkor 7 € R(D) és 7 € C(Dg). Ez utobbi
miatt 7 = g~'7'g, valamely 7/ € C(D) alkalmasan valasztott elemmel. Specialisan
7' is egy transzpozici6 és oy = sgn(7’) o g1 = —1 - . Igy a, = 0. O

3.10. Allitas. Bdrmely D diagram esetén az e(D) egy kvazi-idempotens elem, azaz
e(D)e(D) = Xe(D) valamely X € C\ {0} skaldrra.

Bizonyitds. A (7) azonossagok alapjan barmely 7 € R(D) és 0 € C(D) elemek
esetén ge(D)e(D)m = sgn(o)e(D)e(D). A 3.9. Allitas szerint van olyan A € C,
amelyre e(D)? = \e(D). Meg kell mutatni, hogy A # 0.

Az el6z6 lemma bizonyitasdban az is kideriilt, hogy A nem més, mint az e(D)?
kifejtésében az 1 € S, egyiitthatoja. Tegyiik fel, hogy ® : A — A az a linearis
leképezés, amelyre (x)® = e(D)x. Rogzitsiik az A egy {g; | 1 < i < nl} bazisat agy,
hogy minden béazis elem egy S,-beli csoportelemnek feleljen meg és tegyiik fel, hogy
g1 = 1. Ekkor, ha e(D) = > a,g;, akkor

€(D)gl = o191 +...
e(D)ga =*x* +a1ga+ ...

ami alapjan tr ® = nlay. Kiszamoljuk tr ® értékét mas béazisra vonatkozoan is, és
mivel a nyom béazisfiiggetlen, ezért igy is nla;-et kell kapnunk.

Az 1j bazishoz el6szor is vegyiik fel e(D)A egy C-bazisat, legyen ez {vy,... v},
ahol dimcAe(D) = f. Egészitsiik ki ezt A egy bazisava alkalmas {vsiq1,..., v}
elemekkel. Vegyiik észre, hogy e(D)v; kifejtésében csak {vy,...,vs} béaziselemek
szerepelhetnek nem 0 egyiitthatoval, hiszen e(D)v; € e(D)A. Tovabba, ha létezik
egy jol meghatarozott A € C, hogy barmely = € e(D)A esetén xe(D) = Az (Id. 3.10.).

Igy

vie(D) = Avy
vee(D) = Avg
vre(D) = vy
vppe(D)=%« + ... +x*x +0+ ... +0
vpe(D)=x% + ... +x +0+ ... + 0,

amib6l tr & = \f. Tehat Af = ayn!. Az e(D) kifejtésében az 1 € S, egyiitthatoja
ap =1,igy A=nl/f #0. ]

3.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy D egy n celldbol dllé diagram. Ekkor e(D)A egy
minimdlis jobb modulusa az A = CS,, csoportalgebrdnak.
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Bizonyitds. Jelolje A € C azt a skalart, amellyel e(D)? = A\e(D). Valasszuk u-t a
Ale(D) elemnek, igy u? = u # 0 egy olyan idempotens elem, amelyre uA = e(D)A.
Megmutatjuk, hogy uA egyszerti modulus. Mivel A féligegyszert ezért uA pontosan
akkor egyszeri, ha Homy(uA, uA) = vAu = C.

Legyen x € uAu, vagyis akkor irhatjuk, hogy = e(D)ye(D) valamilyen y € A
alkalmas elemmel. Ekkor viszont barmely © € R(D) és 0 € C(D) elemekkel

oxm = oe(D)ye(D)n = sgnoe(D)ye(D) = sgn(o)x,

amibél a 7. Allitas miatt = az e(D) egy p skalarszorosa. Vagyis azt kaptuk, hogy
wAu = {pu | p € C} = C. O

3.12. Allitas. Tegyiik fel, hogy D és D' két olyan n celldbdl dllé diagram, amelyekhez
tartozo Young-tablak kilonbozdek. Ekkor e(D)A 2 e(D’).

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a D-hez tartozé {ni,...,n;} és a D’-hoz tartozo
{nf,...,n},} particiokra {n,...,ng} = {nf,...,n}} all fenn. Legyen uA a D-hez
és u'A a D’-hoz tartozé minimalis jobb ideal és tegyiik fel, hogy az u, v’ idempotens
elemek. Indirekt tegyiik f6l, hogy uA = u’A. Ekkor létezik olyan a € A elem, hogy
az

uA — u' A
T — ax

egy modulusizomorfizmus. Masképp, létezik olyan b € A, hogy «' = aub. Viszont u
idempotens, tehat
v =u? = (aub)u'.

Megmutatjuk, hogy tetszéleges g € S, esetén ugu’ = 0, ami ellentmondas. Ehhez
ugu’ = u(gu'g~")g viszont u(gu'g™') = 0 a 3.8. Lemma miatt, hiszen «’ az e(D) és
gu'g™t az e(Dg) egy skalarszorosa. O

3.13. Tétel. Legyen n eqy természetes szam. FEkkor az n dsszes {ny,...,ng} par-
ticiojihoz egyértelmien létezik eqy Young—tdibla. Minden Young-tdbldhoz tartozik
diagramok egy halmaza. Egy D diagram meghatdrozza az S, szimmetrikus csoport
eqy R(D) és egy C(D) részcsoportjat; R(D) a D sorait firenhagyd permutdciok és
C(D) oszlopait fitenhagyd permutdciok részcsoportja. Legyen

e(D) = Z sgn(o)om.
mT€R(D)
ceC (D)

Ekkor e(D)A egy minimdlis jobbidedl az A = CS,, csoportalgebrdban és igy egy egy-
szerti modulus. Forditva, az A dsszes egyszerd modulusa izomorf valamely alkalmas
e(D)A modulussal. Tovdbbd, az azonos Young—tdblikhoz tartozd diagramokbdl szdr-
mazo eqyszerd modulusok izomorfak, a kilonbozdoekbdl szarmazok nem.

3.3. Permutacios karakterek

Tegyiik fel, hogy egy G csoport hat az n elemid Q, = {1,2,...,n} alaphalma-
zon. Ehhez a csoporthatashoz kapcsolhaté egy X reprezentacio. Legyen V' egy
K feletti vektortér, amelynek baziselemeit feleltessiik meg (), elemeinek. Azaz
V = {(b1,...,b,) és a baziselemeken G az indexeik permutaciojaval hat. Ekkor az X
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reprezentacio karaktere az a y, amelyre x(¢g) = | Fix (¢)| = [{b; € V | b1.g = b;}|. Ezt
a karaktert a G ~ ,, csoporthatashoz tartozé permutacios karakternek nevezziik.

A fejezet eddigi részében sikeriilt meghataroznunk az S, szimmetrikus csoport
irreducibilis reprezentacioit. Most szeretnénk meghatarozni az irreducibilis repre-
zentaciokhoz tartozd karaktereket is. Ezt az egyes reprezentaciokhoz tartozd per-
mutacios karakterek meghatarozasaval tessziik.

A lexikografikus rendezés segitségével rendezziik sorba az n cellabol all6 Young—
tabldkat, a legnagyobbal kezdve. Legyen T a sorrendben j. particibhoz tartozo
Young-tabla. A T-hez tartozé diagramokon vezessiink be egy ~ relaciot. Legyen
D ~ D', ha létezik olyan m € R(D), hogy Dm = D’. Tehat két diagram akkor lesz
~ relacioban, ha azok sorainak tartalma megegyezik esetleg csak a szimbolumok
sorrendje tér el a megfelel sorokban. Vildgos, hogy ~ egy ekvivalenciarelacio.
Jelolje Dy, ..., D, a ~ osztalyait. Az S,, hat az igy kapott particibhalmazokon is. A
hatashoz tartoz6 permutécios karakter legyen ¢;.

3.14. Tétel. Legyen n eqy természetes szam. Az n particidihoz tartozé Young—
tabldkat rendezziik a lexikografikus rendezés szerint, a legnagyobbal kezdve. Ekkor a
j. tablanak megfeleld irreducibilis karakter

j—1
Xj = ¥j— Z[Xh Pilxe, (8)

=1
ahol @; a j. tdabldhoz rendell permutdcios karakter. [

3.15. K6ovetkezmény. Az S, karaktertibldjaban csak egész szamok szerepelnek.

3.16. Példa. Irjuk fel az S5 karaktertablajat! ElGszor is irjuk fel a particiokhoz
tartozo permutacios karaktereket, tehat szamoljuk meg, hogy az egyes konjugaltosz-
talyok elemei hany darab D; osztalyt hagynak fixen. (A helytakarékossag kedvéért
az utolso két Young-tablat az els6 két tabla transzponaltjaként irtuk fel.)

Fix (9) | 1 (D) () () (G () ()
1 1 1 1 1 1 1
L] | 5 1 9 0 0 1 3
| 10 9 1 0 1 0 4

]
u 20 0 9 0 0 0 3
30 2 0 0 0 0 6

_
LLT | 60 0 0 0 0 0 6
TTTT1 | 120 0 0 0 0 0 0
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Alkalmazva (8) formulajat azt kapjuk, hogy

X1 = 15

X2 = P2 — X1;

X3 = ¥3 — X2 — X3;

X4 =1 — X1 — 2X2 — X3;

X5 = @5 — X1 — 2X2 — 2X2 — X4;

X6 = ¥6 — X1 — 3X2 — 3x3 — 3Xx4 — 2X5;

X7 =7 — @1 —4x2 — dx3 — 6X4 — SXx5 — 4Xe,

és az S5 karaktertablaja

Fix (9) |1 () () () GO0 () ()
i |11 T 1 I T 1
Yo |4 0 1 -1 -1 0 2
s |5 1 =1 0 1 -1 1
i |6 -2 0 1 0 0 0
s |5 1 —1 0 —1 1 -1
Y6 |4 0 1 -1 1 )
N | 11 1 -1 -1

Vegyiik észre, hogy ha két Young-tabla egyméas transzpondltja, akkor a nekik meg-
felel§ irreducibilis karakterek egymas alternald karakterszeresei.

4. Indukalt karakterek és alkalmazasaik

Ha H a G csoport egy részcsoportja, x pedig egy karaktere a G-nek, akkor a y
(mint G — C fiiggvény) H-ra valé xy megszoritasa a H-nak egy karaktere. Valoban,
ha X : G — GL¢(V) az a reprezentacid, amelyhez a x karakter tartozik, akkor az
X|lg : H — GL¢(V) a H-nak egy reprezentacioja, amelynek megfelel¢ karakter
éppen xp. SOt azt is latjuk, hogy ha x € Irr G, akkor xy € Iir H. (Az viszont
altalaban nem igaz, hogy ha x egy olyan karaktere G-nek, amelyre xy € Irr H,
akkor y egy irreducibilis karakter.)

Ebben a fejezetben egy olyan konstrukciot vizsgalunk, amely tekintheté a ka-
rakterek megszoritasanak ellentett miiveleteként. Azaz adott H < G részcsoport
karaktereihez konstrudlunk G-n értelmezett karaktereket. Az eljards nagyban segft,
ha olyan csoport karaktertablajat kivanjuk felirni, amely részcsoportja(i) karakterei
méar ismertek. Ezen feliil egy csoportelméleti alkalmazést is mutatunk.

4.1. Osztalyfiiggvények indukalasa

4.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy H < G egy részcsoport és ¢ egy H-n értelmezett
osztalyfiiggvény. Ekkor a ¢-nek a G-re vett indukaltja

{s@(y), ha y € H;

1
G o -1 o
= E hol =
7 |H| @ (xgr), ahol ¢ 0 kiilonben.

zeG

4.2. Lemma. Legyen ¢ a H < G részcsoport eqy osztdlyfiigguénye. Ekkor o%
osztalyfiggvénye G-nek is.
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Bizonyitds. Ha y, g € G tetszbleges elemek, akkor

ygy) = ﬁ > e (aygyat) = |—;I| > e ((@y gley™) ™) = “(g),

zeG zeG

0%

hiszen ha z végigfut G elemein, akkor barmely rogzitett y € G esetén az zy ! is

végigfut G Gsszes elemén. O]

Legyen ¢ osztalyfiigevény a H < G részcsoporton, a ¢“-t tobbféleképpen is
kiszamithatjuk. El6szor is legyen {t1,...,t.} a H szerinti mellékosztalyok egy teljes
reprezentansrendszere. Ekkor

¢%(g) = Z O (tigth). 9)

Ehhez elég észrevenni, hogy ¢°(tigt;') = ©°(ht;gt; 'h™') barmely h € H esetén,
hiszen egy tetszéleges * € G pontosan akkor H-beli, ha barmely h € H esetén
haxh~! is H-beli. Tehat, ha t;gt;' ¢ H, akkor °(tigt; ') = ©°(htigt; 'h™') = 0,
kiilénben pedig a ht;gt; *h™' egy H-beli konjugéltja, ezért a ¢° (H-n értelmezett)
osztalyfiiggvény ugyanazt az értéket veszi fel t;gt; ' ¢ H és ht;gt; "h™' elemeken.

Jelolje Kg(g) a g elem G-beli konjugaltosztalyat, tovabba H N Kg(g) alljon az
{z; | i € I} elemekbdl. Egy z; elem H-beli konjugaltosztalya legyen Ky (x;) és
valasszuk {y; | j € J} elemeket gy, hogy a H N Ks(g) elemeinek H-szerinti konju-
galtosztalyainak egy reprezentansrendszerét kapjuk. Ekkor

A K ()]
¢“(g9) =G : H| ;mw(w)- (10)

Egy rogzitett x;-re [{x € G | zgz~™' = x;} = |Cq(g)|, igy

wG<g>=:qujijqf<xgx—l>=:E§Tj£j|cc<gﬂ¢f<xn -

rzeG el v
()
= LS caln@)le) = 3 L) ewy)
2 = TH] 2 Kelg) i)

amit akartunk.

4.3. Tétel (Frobenius-reciprocitasi tétel). Tegyik fel, hogy ¢ egy osztalyfigguény a
H-n, 9 eqy osztdlyfigguény a G-n és H < G. FEkkor

24



Bizonyitds. Egyszert szamoléssal.

11 R
=G Z@ EWZW(WI‘ )9(g) =

geG geqG
zeG
11 -

_ 1 —1) — o -1 —1 _
= O (xgr ) (zgz) = —— 0 (zgr~ ") (xgw =
|GHH|Q§ ) |GHH\xezc<g§, (zgz ) ))

xeG
_ 1 1 _
=3l Z <|H| > y)ﬁ(y)> = @Z (W Z@(y)ﬂ(y)> =
zeG IEG\ yeH B
o 9s1]
1
el > [, 0] = [, 0n].
zeG

]

4.4. Kévetkezmény. Ha ¢ eqy karaktere a H < G részesportnak, akkor ¢ karak-
tere G-nek.

Bizonyitds. Barmely x € Irr G-re

[SOG; X] = ¢, x| > 0 egész szam,

a 2.21. Allitas miatt % a G egy karaktere. O]

4.2. Indukalt karakterek egy alkalmazasa

4.5. Definicié. Legyen GG egy permutaciocsoport, azaz G < Sq, ahol ) egy véges
halmaz. Azt mondjuk, hogy G tranzitiv (vagy tranzitivan hat az Q-n), ha barmely
a, B € ) par esetén létezik olyan g € G, hogy g : a — .

A G permutéciocsoport regularis (vagy masképp szigortian 1-tranzitiv), ha bar-
mely 1 # g-re |Fix (g)| (azaz g fixpontjainak szama) 0, vagy ami ezzel ekvivalens
barmely «, § parra pontosan 1 olyan g € G létezik, amellyel g : o — 5.

4.6. Definici6. A G egy Frobenius—permutécidcsoport, ha tranzitiv és minden 1 #
g € G elemnek legfeljebb 1 fixpontja van.

Egy tetsz6leges G csoport absztrakt Frobenius—csoport, ha létezik olyan H < G
részesoportja, hogy minden z € G\ H elem esetén H* = x 'Hx N H = 1. Az ilyen
H részcsoport neve Frobenius—komplementum.

4.7. Allitas. Minden requldris Frobenius—permutdcidcsoport absztrakt Frobenius—
csoport is. Forditva, minden absztrakt Frobenius—csoport bedgyazhato alkalmas szim-
metrikus csoportba Frobenius—permutdciocsoportként.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G egy Frobenius-permutéaciécsoport. Legyen H
az w €  elem G, stablhzatora Ha z € G\ G, akkor 27'G » = G, NG
kiilonben lenne olyan 1 # g € G elem, amelynek fixpontja az w és az wx(# w) is

A megforditashoz legyen H < G egy Frobenius—komplementum. Vegyiik eszre,
hogy ha H*NH = 1 minden x ¢ H-ra, akkor ha 1 # H*NHY | akkor H* 'NH #+ 1
vagyis xy~! € H, tehat v € Hy, masképp Hx = Hy. Tekintsiik a H mellékosztalyain

<G
=1,
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valo hatést. Vagyis G tranzitivan hat az @ = {Hz | x € G} halmazon. Ha g¢
stabilizalja Hx-et, akkor Hrg = Hux, vagyis xgz~! € H, méasképp g € H*. Az
észrevételiink miatt g-nek semelyik masik Hy mellékosztaly sem lehet fixpontja.
Igy létezik egy olyan ¢ : G — Sq csoporthomomorfizmus, amelynek képe egy olyan
tranzitiv permutaciocsoport, amelyben minden 1-t6l kiilonb6z6 elem legfeljebb 1
pontot hagy fixen. A ¢ injektiv is, hiszen g € ker ¢, akkor és csak akkor, h ¢ minden
mellékosztalyt fixenhagy. O]

4.8. Lemma. Legyen H a G csoport eqy Frobenius—komplementuma. Ha 9 eqy
olyan osztdlyfiigguény a H-n, amelyre 9(1) = 0, akkor (9%)y = 9.

Bizonyitds. Elészor is, ha 9(1) = 0, akkor (10) szerint (99)(1) = |G : H|9(1) = 0.
Méasodszor, ha 1 # h € H, akkor

1 1 1
WN(1) = == > _°( gha”l )= =Y ¥°(xha™") = —|H|- I(h).
—
iz ppremn G ——

]

4.9. Definici6. Egy tetszGleges G csoport ¢ osztalyfiiggvényét a G gey altaldnositott
karaterének nevezziik, ha 9 két karakter kiilonbsége.

4.10. Tétel. Legyen G egy Frobenius—permutdcidcsoport. Legyen N C G a kévet-
kez2d N'={g € G | |Fix (¢9)| = 0} U{1}. Ekkor N < Q.
Mdsképp, ha G eqy absztrakt Frobenius—csoport, akkor

N = (G\ Um) U{1}<G.

zeG

Bizonyitds. Az N konjugélasra zéart, ezért elég megmutatni, hogy N részcsoport.
Ehhez belatjuk, hogy barmely ¢ € Irr H \ {1y} esetén talalhat6 olyan ¢* € Irr G,
amelyre

1., (¥3) = o, valamint
2., N C ker p*.

Amennyiben léteznek ilyen ¢* irreducibilis karakterek, agy az M =) ot H\{15} "
egy norméalosztdja G-nek. Tovabba

HNM = ﬂ Hﬁkergp*é ﬂ ker p = ﬂ kerp =1,

p€lrr H\{1x} p€lrr H\{1x} p€lrr H\

s6t H* N M = H* N M* = (HN M)* = 1. Ebbdl az kovetkezik, hogy M C N, de
masrészt a 2. pont miatt NV C M, vagyis N = M < G.

Els6dleges célunk, hogy megkonstrualjuk a ¢* irreducibilis karaktereket. Legyen
¢ € Irr H\ {1}, definidljuk ¥ osztalyfiiggvényt mint ¥ = ¢ — (1)1 altalanositott
karaktert. Vilagos, hogy 9(1) = 0. A 4.4. Allitas alapjan 9 is altaldnositott
karakter. Keressiik meg 9-nek Irr G-beli elemekkel valo kifejtését! Elgszor is

09, 16] = [9. (Le)u] = [9, 1u] = ¢, 1u] — o(1)[1, 1n] = —o(1),
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amibd] pedig 9¢ = p* — (1)1, ahol valamely ¢* karakterre, amelyre specialisan
[¢*,1g] = 0. Ezt felhasznalva szdmoljuk ki [0, 9] értékét kétféleképpen. Egyrészt
a ¥ definicidja alapjan

%, 091 2 (9, (99) ] 2 [9,9) = [p — (1) 1n, 0 — p(1)14] =
= [, 0] + o(1)?[1g, 1u] = 14+ (1)%, (12)

masrészt a 9¢ = ¢* — o(1)14 felirast hasznalva

99,99 = [¢* — (1)1, ¢" — p(1)1g] = [¢", ©*] + (1) (13)

Most (12) és (13) egyenleteket Gsszevetve, [p*, p*] = 1 adodik. Tudjuk még, hogy
©* szintén Aaltalanositott karakter, mert atalanositott karakterek Osszege. Emiatt
p* = inemG a;Xi, ahol az a;-k most egész szamokat jelolnek. Am >o,ai =1, ami
alapjan ¢* vagy —¢* egy irreducibilis karaktere G-nek. Ennek eldontéséhez p*-ot
kiértékelve az 1 € G-n,

@ (1) =99(1) + (1) = (1) > 0

adodik, ami szerint o* egy irreducibilis karakter.
Valéban ez az a ¢*, amit kerestiink, hiszen

(@) = (0a +e()(le)g =0+ 1)1y = ¢.

Ezen feliil a 2. pont is teljesiil, mert véve egy tetszéleges 1 # ¢ elemét G-nek, a
feltételek szerint zgx=t ¢ H, és igy az indukalt 99 karakter g-n sziikségképpen 0.
O

Emiatt ©*(g) = 9°(9) + ¢(1)1a(g) = (1) = ¢*(1), tehat g € ker *.

4.11. Példa. Az A, alternal6 csoportban a fixpont mentes elemek azok, amelyek két
diszjunkt transzpozicié szorzataként elgallnak. Vagyis As-ben normalis részcsoport
aV ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23) } negyedrendi csoport.

4.3. Indukalt reprezentaciok

A Frobenius-reciprocitasi tétel kovetkezményeként észrevettiik, hogy egy G cso-
port tetszéleges részcsoportjanak karakterét a G-re indukalva a G-nek egy karak-
teréhez jutunk. Tehat biztosan taldlhatd olyan reprezentacidja G-nek, amelyhez
tartozo karakter indukalt. Szeretnénk megkonstrualni magat a reprezentaciot (ill. a
reprezentaciohoz tartozé modulust) is az indukalt karakteren kiviil.

4.12. Definici6. Tegyiik fel, hogy X : G — GL¢(V) egy reprezentaci6, azaz V
egy CG-modulus. Legyenek Wi, ... Wy olyan alterei a V-nek, amelyeket az X (g)
endomorfizmusok tranzitiv modon egymasbapermutal. Ekkor azt mondjuk, hogy a
V=W, +...+ W, aV modulus egy imprimitiv felbontasa.

Ha V' egy irreducibilis modulus és nincs valodi imprimitiv felbontasa, akkor V'
egy primitiv CG-modulus.

Vegyiik észre, hogy ha V = W; 4+ ... + W, a V modulusnak egy imprimitiv
felbontésa, akkor W;-k sosem lesznek CG-részmodulusok. Ebben az esetben legyen
H={g € G| (W)X(g9) = Wi}. Ezzel H egy részcsoportja G-nek és Wy egy
CH-részmodulusa V-nek mint CH-modulus.
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4.13. Allitas. Legyen X : G — GL¢(V) egy reprezentdcid és tegyiik fel, hogy a
V=Wi+...+ Wy a V-nek eqy imprimitiv felbontdsa. Leqyen H a Wi stabilizdtora,
azaz H={g € G| (W1)X(g9) = Wh}. Ekkor, ha x az X karaktere, és 9 a Wy (mint
CH -modulus) karaktere, akkor 9¢ = x.

Bizonyitds. Legyen T' = {t1,...,tx} a H < G részcsoport jobb oldali mellékoszta-
lyaihoz tartozo reprezentansrendszer és legyen W = W;. Ekkor minden 1 <17 < k
esetén (W)X (t;) = W; és

k

V=5 (W)X(t).

i=1
Legyen a W egy bazisa wy, ..., wy,. Ezzel {w;X(t;) |1 <j<m,1<i<k}aV
egy bazisat adja. Erre a bazisra vonatkozoan kiszamitjuk x(g) értékét.

Egy rogzitett t € T elemre a (w;) X (t)X(g) csak akkor lesz a (w;)X(t) ska-
larszorosa, ha (W)X (tg) = W(t), azaz ha tgt~' € H. FEbben az esetben te-
gyiik fel, hogy h = tgt' és ekkor léteznek olyan a;; € C elemek, amelyekkel
(W)X ()X (g) = (w)X(R)X () = >, aij(w;)X(t). Azaz a (w;)X(t) ekkor az
X(g) nyomahoz a;;-t ad. Igy egy rogzitet t € T esetén a (w;)X(t) béaziselemek
hozzéajarulasa éppen 9(tgt™'). A T-beli elemekre ezt dsszevonva

X(g) =Y 0 (tgt™") = v°(g).

teT
O

Azt mar latjuk tehét, hogy ha az X : G — GL¢ (V) reprezentacidhoz tartozo V
modulus rendelkezik imprimitiv felbontassal, akkor a felbontas &ltal meghatarozott
részcsoport, illetve a részcsoporthoz tartozd reprezentacié indukéltja az eredeti X
reprezentacioval megegyezd karakterrel rendelkezik. Ebbél az is kdvetkezik, hogy az
igy indukalt reprezentécié ekvivalens az eredeti X-szel (1d. 2.22.).

A kérdés most az, hogy egy adott H < G részcsoport és Y : H — GLc(W)
esetén hogyan taldlhatunk olyan V' modulusat CG-nek, amely rendelkezik egy olyan
imprimitiv felbontassal, amely mentén van olyan komponens, amely W-vel izomorf
és amelynek stabilizatora éppen a H. Ha ilyet talalunk, akkor az el6z6 allitast erre
a szitudciora alkalmazzuk, megkapjuk az Y indukaltjat G-re.

4.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy a H a G eqy tetszdleges részcsoportja és legyen
Y : H— GLc(W) egy reprezentdcid. Ekkor létezik olyan X : G — GL¢(V') repre-
zentacid, hogy V.= "> W, ahol H a Wy stabilizdtora és W = W, mint CH-modulus.

Bizonyitds. Legyen V' a W-nek mint vektortérnek |G : H| példanyu direkt Ossze-
ge. Legyen T"a H < (G jobbolodali mellékosztalyainak egy reprezentansrendszere,
amelyr6l feltessziik, hogy tartalmazza a csoport egységét. Vezessiik be az alab-
bi jelolést. Ha t € T, akkor jeléljon W & t egy V-beli olyan alteret tigy, hogy
W ® t izomorf W-vel és Y, W ®t = V. Minden ¢t € T esetén rogzitsiink egy
ap - W = W ® t izomorfizmust és jeldlje w ® t a w € W vektor «; altali képét,
vagyis W@t ={w®t|we W}

Most definidlunk egy (jobb oldali) G-hatast a w ® ¢ elemeken. Elgszor is, ha
g € GG, akkor g egyértelmten irhato ht alakba egy megfelels ¢ € T véalasztasaval. A
w ® g-t ekkor definaljuk dgy mint (w)X (h) ®t, amit az egyszertiség kedvéért irjunk
roviden w.h ® t-nek. Vegyiik észre, hogy ezzel, ha x € H, akkor w.x ® g = w ® xg.
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Ezek utan definidljuk a ¢ € G egy w ® t elemen valo hatasat mint (w ® t).g =

(w®t)X(g) = w® (tg). Tay tetszoleges g1, gs esetén (w ® 1) g = w ® (g195).
Ezt a hatast linearisan kiterjesztve V-n egy CG-modulus struktara adodik és
nyilvan teljesiil, hogy

V=> weat,

amelyr6l 1atjuk, hogy egy imprimitiv felbontasa V-nek. Tovabba a W ® 1 altér
stabilizatora a H és W =2 W ® 1 a konstrukcionk szerint. O

4.15. Megjegyzés. Az el6z6 tétel bizonyitdsaban mutatott konstrukcié valojaban
aV-ta
V=W ®cyg CG

modulusok tenzorszorzataként allitja els.

Rogzitsiink egy Y : H — GL¢(W) reprezentaciot, amely megadja W-nek a
CH-modulus struktarajat. Az Y karakterét jelolje ©). Legyen a W-nek egy ba-
zisa {w; | j € J} és a H részcsoport egy a jobb oldali mellékosztalyaihoz tarto-
z6 reprezentansrendszere T = {t; | i € I}. A V-nek ekkor egy bazisat adjak a
{w; ®t; | j € Jie I} alaka elemi tenzorok. Ezen a bazison a G csoport a

(w; ®t;).9 = w; @ tigt, ‘tr = w;.(tigty ")

modon hat, ahol t,;l olyan, hogy a tigt,zl egy H-beli csoportelem. Erre a bazisra
kénnyen kiszamithato a hatashoz tartozo reprezentécié karaktere. A g-hatas méat-
rixdban a w; ® t; baziselemhez tartoz6 diagondalis csak akkor 0-tol kiilonboz6, ha
ty = t;. Ebben az esetben latjuk, hogy egyrészt t;gt; ' € H, masrészt azt, hogy a
w; ® ti-hez tartozd diagondlis elem értéke ugyanaz, mint az Y (t;gt; ') métrixdban
a wj;-hez tartoz6 diagonalis elem. Ha egy rogzitett ¢;-re ezeket a hozzajaruldsokat
osszegezziik, akkor éppen 9(t;gt; ') adodik. Igy

X(g) = 9 (tigt;!) = 9°(g)

5. Normalosztok (konjugalt) karakterei

5.1. Konjugalt osztalyfiiggvények, konjugalt karakterek

5.1. Definicié. Tekintsiink egy o automorfizmusat G-nek és egy tetszéleges G-n
értelmezett ¥ osztéalyfiiggvényt. Ekkor legyen 97 a

WG —C
0.71
g— 9" )
modon értelmezett fiiggvény.

5.2. Lemma. Legyen v, ¢ a G csoport osztdlyfiigguényei, o, m pedig Aut G tetszdleges
elemeir. Ekkor az alabbi dllitdsok teljestilnek.

1., A 99 szintén osztdlyfiigguény.

2., Ha ¥ eqy karakter, akkor 97 is eqy karakter.
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3., [07,¢7] = [0, ).
4., Ha v eqy irreducibilis karakter, akkor 97 is eqy irreducibilis karakter.
5., 077 = (¥°)".
Bizonyitds.
1., Barmely x € G esetén 97 (z gz) =9 ((z71gx)?) =0 <(x_1)0719071x071>7 am
V osztalyfiiggveény, ezért o <(m‘1)”_1g"_lx"_l> megegyezik ¥(g7 ) = ¥
vel.

Legyen X : G — GLk(V) egy reprezentacio, amelyhez tartozo karakter 4.

Ekkor X7 := X(¢° ') modon értelmezett G — GLg (V) leképezés szintén egy
reprezentacié, hiszen két csoporthomomorfizmus kompozicioja. Az X7-hoz
tartozo karakter 197.

3., Az osztémlyﬁiggvényeken értelmezett [-, -] mivelet definicioja alapjan
)= S 0FE - LS ae e,
e | = e | =

és ha g végigfut a G osszes elemén, akkor ¢ szintén, emiatt az egyenlséglanc
jobb oldala [¢, p]-vel egyezik meg,.

A 2. és 3. pont kovetkezménye, mert ha ¢ egy irreducibilis karakter, akkor
egyrészt 97 karakter és [07,97] = [0,9] = 1.

5., Egy tetszéleges g € G elemre
ﬁaw(g) — 19(90#*1) — ﬁ(gﬂ

151

) =07(g" ) = (97)"(g).
0

5.3. Példa. Legyen G = Csy x Cy, és a G két generatora a, b, vagyis G = (a) x (b),
illetve G = {1,a,b,c = ab}. Akkor G karatertablaja az alabbi.

|1 a b c
.1 1T 1 1
a1l -1 -1 1
a1 =1 1 -1
il o1 -1 <1

c s

tethet6 meg. Ha példaul o = (bc) akkor lathato, hogy X3 = X3 €s X7 = X2, a masik
két karakter pedig o-ra invarians, hiszen a {b, c} halmazon 14 és x4 konstans.

5.4. Definicié. Tegyiik fel, hogy a H a G-nek egy normalosztéja és legyen ) egy H-
n értelmezett osztalyfiiggvény. Tetsz6leges g € G esetén a 9 fiiggvényt értelmezziik
ugy mint
¥ (x) :=I(grg™"), minden x € H esetén.

A ¥9-t a ¥ konjugdlt osztalyfiiggvényének nevezziik.

Mivel H <G, ezért egy g elemmel valé konjugalas a H-nak egy automorfizmusa,
igy a konjugélt osztélyfiiggvény egy specidlis esete az 5.1. Definici6 szerinti konst-
rukciénak.
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5.5. Lemma. Ha a H a G-nek egy normdlis részcsoportja, a @ eqy osztdlyfigguény
H-n, a x pedig eqy osztalyfiggvény G-n, akkor birmely g € G esetén

1., (xu)? = xu és

2., Ixm, ¢l = [xu, ¢

Bizonyitds. Az 1. allitashoz hasznaljuk fel, hogy H < G, ami miatt grg~' € H
minden g € G-re, illetve azt, hogy x egy osztalyfiiggvény. Tehat

X4 (@) = xu(gzg™) = x(gzg™") = x(x).

A 2. allitashoz hasznaljuk fel az 1. allitast, illetve az 5.2. Lemma 3. pontjat. Ezekbdl

X, ¢ = X, ¥7] = Ixas 9.
0

5.6. Megjegyzés. Legyen H <. Bontsuk fel Irr H-t a G-beli elemekkel valé konju-
galasra invarians részhalmazokra. Egy ilyen részhalmazt az Irr H (G-re vonatkozo)
konjugaltosztalyanak neveziink.

Az el6z6 Lemma 2. allitdsanak kévetkezménye, hogy ha y € Irr G, akkor a ypy
irreducibilis H-karaterek szerinti kanonikus felbontasaban az azonos konjugaltosz-
talyokbol szarmazo karaterek egyiitthatoja ugyanaz.

5.7. Tétel. Teqgyiik fel, hogy a H a G egy normdlis részcsoportja és legyen ¢ € Irr H.

Ekkor g0G|G\H =0 és
t
G)H =e- Z Pis
i=1

ahol {¢1,..., 01} a ¢ dsszes Irr H-beli G szerinti konjugdltja. Ezen felil e = |G :
H|/t egy pozitiv egész.

Bizonyitds. Mivel H normélis részcsoport, ezért barmely z,g € G esetén xgr !

pontosan akkor H-beli, ha g € H. Igy ¢°(zgr™') =0 a G \ H 6sszes g elemén.
Az allitds masodik részéhez vegyiink egy tetszéleges h elemét H-nak. Erre

|H|Zg0 xhx ’H|Z<pxhx _|H|ng

zeG zeG zeG

amib6l (p%)y = 1/|H|>,cq ¢ Ha ¢ irreducibilis, akkor ¢” is irreducibilis, te-
hat ez az elGallitas a kanonikus elGallitasa (¢%)y-nak. Emiatt a (¢%)y kanonikus
elgallitasaban Irr H egy rogzitett konjugaltosztalyanak elemei szerepelnek. Az el6-
70 megjegyzésiink szerint pedig a megfelel6 osztaly mindenegyes tagja ugyanolyan
egyiitthatoval szerepel. Igy irhatjuk, hogy

G)H = BZ%H (14)

Az e meghatarozasahoz (14) mindkét oldalat kiértékeljiik a csoport egységén. Azt
kapjuk, hogy (¢%)m(1) = p%(1) = |G : H|p(1), ami a jobb oldal miatt megegyezik
e - ty(1)-gyel. Ez éppen az, amit akartunk. ]
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5.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy H < G. Legyen x € IrrG és ¢ € Irr H olyan, hogy
[Xm, | > 0. Jelolje {p1,..., 0t} a @ dsszes konjugdltjat. Fkkor

t
XH=¢€" Z(pi, ahol e = |xu, |

i=1
Bizonyitds. Az 5.8. Tétel alapjan (p%)y = ¢ - >, ¢;. Masrészt a Frobenius—
reciprocitas miatt 0 < [, xg| = [¢%, x]. Mivel x irreducibilis, ezért dsszeadandoja
a p%nek. Igy persze ypy szintén Gsszeadandoja (¢%)y-nak, amelynek irreducibi-
lis felbontasaban csak a ¢; karakterek szerepelnek. Tehat yp irreducibilis felbon-
tasaban is csak ¢; karakterek szerepelhetnek, mégpedig mindnyajan e = [p, v ]
egyiitthatoval.

5.9. Példa. Tekintsiink a G = S5, szimmetrikus csoportot. A G-nek a V =
{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23) } normalis részcsoportja, amely izomorf a Cy x Cy cso-
porttal. A G karaktertablaja:

Sy |1 () ) ) ()
|1 1 T 1 1
2|1 1 1 -1 -1
vsl2 2 -1 0 0
vl3 -1 0 1 -1
vs|3 -1 0 -1 1

AV els6 két oszlop elemeibdl 4ll. Vizsgaljuk meg, hogy az egyes irreducibilis karak-
terek V-re val6 megszoritdsa milyen kanonikus felbontassal rendelkezik. Emlékezte-
t6il a V = Cy x Oy irreducibilis karakterei, illetve az Sy irreducibilis karaktereinek
V-re vett megszoritottjai az alabbiak.

1 a b c

T, [T 1 1 1
oy |1 -1 —1 1
o5 |1 -1 1 -1
of |11 -1 -1
Aoy [T 1T 1 1
)y |1 1 1 1
(xa)v |2 2 2 2
(xav |3 -1 -1 -1
(xs)v |3 -1 -1 -1

Konnyt ellendrizni, hogy Irr V-nek két konjugélt osztalya van. Az egyik {1y} és
a masik {¢2, v3,ps}. Azonnal leolvashatod, hogy (x3)vy = 2 - 1y, illetve (yi)v =
w2 + 3 + @4, ha 1 = 4 vagy 5.

Tekintsiik most a H = A4 normalis részcsoportjat a G-nek. Az A, karaktertablé-
jat az eddigi ismereteink alapjin konnyen meghatarozhatjuk. Tudjuk, hogy A4-nek
négy darab konjugaltosztalya van, ezek az {1}, a V'\ {1} és a harmas ciklusoknak az
(...)1 = {(123),(142), (134), (243) }, illetve (...)o = {(132),(124), (143),(234)} oszté-
lya. Egyetlen nem trividlis normalis részcsoportja a V', amely az Ay kommutétora
is. Ezért 3 darab linearis karaktere van és egy darab irreducibilis harmadfokd. A
linearis karaktereket az 1. Megjegyzésben mutatott médon meghatarozzuk, majd
az ortogonalitési relaciok segitségével a harmadfoki karakter értékeit is megkapjuk.
Legyen ¢ egy primitiv harmadik egységgyok, akkor A, karaktertabldja az alabbi.
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Ay (1 ()0 G ()
Ta, |1 1 1 1
vy |1 1 £ g2
vy |1 1 g2 5
b 13 -1 0 0
Ce)m [T 1 T 1
w2 2 -1 -1
(X4)H 3 —1 0 0

A tablazatot kiegészitettiik az S, irreducibilis karaktereinek Ay-re valdo megszorita-
saval is. Konnyt latni, hogy most Irr A4-nek harom konjugéltosztalya van. Ezek az
{1A4}7 a {¢27¢3} és a {104}

A tablazatbol leolvashatjuk, hogy (x2)g = 1lg, hogy (x3)m = ¥ + 13, illetve
hogy (x4)m = .

5.2. A Clifford—tétel alkalmazasai

A fejezet tovabbi részében a konjugalt karakterek és a Clifford-tétel két alkal-
mazasat is megmmutatjuk.

5.10. Definicié. Legyen p egy primszam. Azt mondjuk, hogy a G véges csoport
rendelkezik normal p-komplementummal, ha G = N x P, ahol P € Syl (G).

5.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy létezik olyan p primszim, amire a G-nek minden
irreducibilis karaktere p-hatvdiny foki. FEkkor G-ben létezik Abel—féle normdl p-
komplementum.

Bizonyitds. A G rendjére vonatkoz6 indukcidval bizonyitunk.

1., Megmutatjuk, hogy létezik olyan H < G, hogy |G : H| = p. Tudjuk, hogy

Gl= > x(1)*=1G:¢1+ ) .
x€lrr G x€lrr G
x(1)#1
Az egyenlet bal oldalan |G|-t osztja p, igy sziikségképpen p osztja a bal oldalt
is. Feltevésiink szerint p | x(1), ha x(1) # 1, ami miatt p | |G : G| = |G/G|
és a G/G' egy Abel-csoport. Emiatt G/G’-ben létezik p indexti normaloszto.
Jelolje H e normalosztoé G-beli Gsképét.

2., A H-ra teljesiilnek a tétel feltételei, hiszen ha ¢ € Irr H, akkor van olyan
x € Irr G, hogy [, x] # 0. A Clifford-tétel szerint x ;7 = e Y.'_, @i, ahol -k
a @ kiillonb6z6 konjugaltjai. Kiértékelve y-t a csoport egységén

x(1) =xu(l) =e-t-9(1)

adodik, ahol a bal oldal egy primhatvany, igy sziikségképpen ¢(1) is primhat-
vany.

3., Az indukcios feltveés szerint ekkor H-ban 1étezik Abel-féle p-normal komple-
mentum, azaz van olyan A< H, hogy H = A x P'. Ez az A a G-re nézve is
egy normal p-komplementum (és nyilvanvaloan Abel). Ehhez elég észrevenni,
hogy barmely p-t6l kiilonb6z6 ¢ primszam esetén az A tartalmazza az Osszes
Syl,(H)-beli részcsoportot. S6t az ilyenek generaljak is H-t. Emiatt az A egy
karakterisztikus részcsoportja a H-nak, igy normalis részcsoportja a G-nek.
Tovabba p 1 |A| és |G : Al = |G : H||H : A egy primhatvany. Tehat, ha
P € Syl (G), akkor AP =G és ANP = 1.
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]

5.12. Megjegyzés. A tétel megforditasa is igaz, hiszen ha A egy Abel-féle normal
p-komplementum, akkor az Ito—tétel (1d. 6.10.) szerint x(1) | |G : A| minden
X € Irr G esetén.

5.13. Lemma. Legyen G eqy Frobenius—csoport H komplementummal és a hozzd-
tartozd N = N maggal (Id. 4.10.). Ekkor G = N x H.

Bizonyitds. Az N definicioja miatt N N H = 1 és N valéban norméloszt6. Va-
lasszunk egy {x;} reprezentans rendszert a H részcsoporthoz, azaz tegyiik fel, hogy

G = U‘lG:H| Hzx;. Ha i # j, akkor H* N H* = 1, ugyanis xl-:cj’l ¢ H, amibdl

=1
H™* NH=1.
Masrészt H™ = H® minden n € N elemre, amib6l azt latjuk, hogy H* az
Osszes konjugaltja H-nak. Akkor pedig

Gl =G : H|(|H| = 1) + [N = |G| = |G : H| + [N,

vagyis |[N| = |G : H|. Mivel pedig NNH =1, ezért |HN| = |H||N| = |H||G: H| =
|G|, tehat HN = G. O

5.14. Tétel. Teqyiik fel, hogy G egqy Frobenius—csoport N maggal és H komplemen-
tummal. Legyen o eqy nem trividlis irreducibilis karaktere N-nek. Ekkor 0% € Irr G.

Bizonyitds. A bizonyitést tobb lépésben végezziik.

1., Ha 1 # 2 € N, akkor Cs(z) < N, ugyanis, ha van olyan hY alaki elem, amely
Ce(2)-nek is eleme, akkor [z, hY] = 1, vagyis [z¥ ',h] = 1. Am z € N, ezért
2v" =n e N, és azt kaptuk, hogy h € H* N H = 1.

2., Barmely h € H \ {1} a konjugélassal tigy hat az N-en, hogy annak egyetlen
nem trivialis konjugaltosztalyat sem hagyja helyben. Indirekt tegyiik fel, hogy
mégis, azaz a h # 1-hez taldlunk olyan 1 # x € N elemet, amelyre 2" = 2"
alkalmas n € N-nel. Ekkor viszont z"" ' = x, masképpen mondva hn !
centralizalja x-et, és az 1. pont miatt igy h € H N N, tehat h = 1.

3., Hal+# h € H, akkor a h elemmel val6 konjugalas az N egyetlen 1y-t6l kiilon-
b6z6 irreducibilis karakterét sem hagyja fixen. Ehhez vegyiik észre, hogy az
N karaktertdblajan az N konjugaltosztalyainak h-val valé konjugalésa az osz-
lopokat permutéalja, azaz ha C' az N karaktertablajabol szarmaztatott matrix,
akkor ez a hatéas leirhat6 egy C' — C' - @) matrixmivelettel. Hasonloan, az N
irreducibilis karakterein, h elemmel torténé konjugélas a karaktertibla sorait
permutélja, azaz a hatas leirhato egy C' — PC matrixmiivelettel.

Mind P, mind () permutaciés matrixok, s6t a 2. pont miatt latjuk, hogy @) az
alabbi

x 0

blokkszerkezett. Tehat tobbek kozt tr @ = 1. Azt is tudjuk, hogy PC = CQ
és C invertalhato, mert ortogonalis. Igy P = CQC™!, amib6l tr P =1. A P
foatlojaban is csak egy darab 1l-es szerepel, amely az N trivialis karakteréhez
tartozo sorban van. A tobbi karaktert a h-val valé konjugalds nem hagyja
fixen.
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4., Legyen 1y # ¢ € Trr N. A Clifford-tétel szerint (¢%)y = e>'_, @i, ahol ;
karakterek a ¢ kiilonboz6 konjugaltjai, és e = [(0%)n, 0] = [¢%, ¢“]. Mivel
H fixpontmentesen és tranzitivan hat a {¢1, ..., ¢} halmazon, ezért |H| = t.
Viszont ¢%(1) = |G : Nlp(1), masrészt (0%)y = ¢|G : N|p(1), tehdt e = 1.
Vagyis [0%, %] = 1, azaz ¢ irreducibilis karaktere G-nek.

]

6. Burnside ,,p"¢’-tétele”

Az el6z§ részhez hasonldan, e fejezet célja szintén egy tisztan csoportelméleti
eredmény karakterelmélet segitségével vald bizonyitasa. A tétel bizonyitasa az al-
gebrai egészek tulajdonsagait hasznalja ki és természetesen azt a tényt, hogy egy
karakter csak algebrai egész értékeket vehet fel.

6.1. Definicio. Az o € C egy algebrai egész, ha létezik olyan 1-fGegyiitthatoji
f € Z|z] polinom, amelyre f(a) = 0.

Az algebrai egészek halmazanak két alapvet§ tulajdonsaga, hogy Gsszegre és
szorzasra zart, illetve hogy a raciondlis szamtesttel vett metszete megegyezik az
egész szamok halmazaval. E két tényt a teljesség kedvéért igazoljuk is.

6.2. Tétel. A raciondlis algebrai egészek halmaza megegyezik az egész szamok hal-
mazdval.

Bizonyitds. Ha z € 7Z egy egész szam, akkor z gyoke az f(x) = (v — 2) € Z[z]
polinomnak, tehat egy raciondlis algebrai egész.

A megforditashoz legyen r/s egy algebrai egész, ahol r, s € Z. Feltehetjiik, hogy
(r,s) = 1. Legyen f(x) = 2" +a,_ 12" ' + ...+ ap az a Z[z]-beli polinom, amelynek
az r/s gyoke. Azaz

(r/s)" 4+ an_1(r/s)" 4+ ...+ag=0
ezt atrendezve, s"-nel atszorozva
" = —5(ap_1" N . A aps" ) =52, 2 €Z.
Azt kapjuk, hogy s | 7™, ami ellentmond (r,s) = 1 feltevésiinknek. O

6.3. Lemma. Legyen X = {ay,...,ax} algebrai egészek egy véges halmaza. Fkkor
létezik egy olyan S gyidrd, amelyre

1., ZC SCC;
2, X CS;

3., S mint Abel-csoport végesen generdlt.

Bizonyitds. Mivel «; algebrai egész, ezért létezik olyan f; € Z[z] polinom, amely
legfeljebb (n; — 1)-edfoki és o' = fi(a;). Legyen Y = {af" - ... - og* | 0 < r; <yt
Legyen S az Y halmaz altal generdlt Abel-csoport. Ekkor az allitasban szerepld 1-3.
tulajdonsag teljesiil S-re, elég csak azt belatni, hogy valéban egy gytrd. Mivel o;"
elsallithaté az 1, ay, ..., a;”_l elemek Z-linearis kombinacidjaként, ezért tetszbleges
két S-beli elem szorzata szintén elGallithato Y-beli elemek Z-linearis kombinacidja-
ként. Vagyis S a szorzasra is zart és igy egy gytir. O
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6.4. Allitas. Legyen S egy olyan gyird, amelyre Z C S C C és S mint Abel-csoport
végesen generdlt. Ekkor S minden eleme algebrai egész.

Bizonyitds. Legyen s € S és tegyiik fel, hogy az Y = {y1,...,y,} C S az S-nek
mint Abel-csoportnak egy generatora. Ekkor minden 1 < i <-re

n

SY; = Z ai,jyj, ai,j € Z

Jj=1

Legyen A az a matrix, amely 7. soranak j. eleme a;; és jeldlje v az yi,...,y,
elemekbdl allo oszlopvektort. Ezzel Av = sv, vagyis s az A matrix egy sajatértéke,
ezért az f(r) = det(A—x-I) egész egyiitthatos, 1 {Gegyiitthatoju polinomnak gyoke.
Tehat s algebrai egész. O

6.5. Tétel. Algebrai egészek Gsszege és szorzata is algebrai egész. Igy az algebrai
egészek gyirit alkotnak.

Bizonyitds. Ha «, 8 algebrai egészek, akkor a 6.3. Lemma miatt van olyan S gyiiri,
amely végesen geneart mint Abel-csoport, tartalmazza a-t és -t, tovibba Z C .S C
C. Emiatt S tartalmazza o+ 5-t és af-t. Viszont a 6.4. Allitds miatt minden S-beli
elem algebrai egész is.

Az algebrai egészek halmaza tehat Osszeadasra, szorzasra zart, tartalmazza a 0
és 1 elemeket, hiszen Z minden eleme algebrai egész is. Ezek szerint az algebrai
egészek a C egy részgytrijét alkotjak. O]

6.6. Lemma. Legyen X : G — GLc(V) a G véges csoport eqy komplex irreducibilis
reprezentdcidja. Ekkor Car.ov)(X(G)) = {\ | X € C}.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy {\ | A € C} C Cgr.)(X(G)), ezért csak a fordi-
tott tartalmazast kell belatni. A Schur-lemma egy kovetkezménye, hogy Endce (V)
egy ferdetest. Vegyiik észre, hogy Car.(v)(X(G)) = Endee(V), hiszen Endee(V)-
ben V-nek pontosan azok a linearis endomorfizmusai vannak, amelyek felcserélheték
minden X (g) alakt endomorfizmussal. A Cqr.v)(X(G)) tehat tekinthets a C egy
véges bovitésének, C algebrai zartsaga miatt Car.(v)(X(G)) = C, amivel az allitast
igazoltuk. [

6.7. Allitas. Legyen X : G — GLc(V) a G csoport egy tetszdleges reprezentdcidja,
legyen x az X -hez tartozo karakter. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

1., Z(x)/ ker x < Z(G/ ker x);
2., ha x € Irr G, akor Z(x)/ ker x = Z(G/ ker x);

3.0 2(G) = Nyem e Z00-

Bizonyitds. 1., Az allitast bizonyitottuk a 2.7. Allitas 5. pontjaban.
2., Az 1. pont alapjan elég belatni, hogy ha yx irreducibilis és § = gkery €
Z(G/ker x), akkor g € Z(ker x), vagyis |x(g)| = x(1).

Ha g € Z(G/ ker x), akkor X (g) € Z(X(g)) és a 2.7., ill. 6.6. Allitasok alapjan
X(g) = A, valamilyen \ egységgyokkel. Ezért x(g) = Ax(1), tehat |x(g)| =

x(1).
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3., Az, hogy Z(G) <, crre Z(X), a 2. pont allitasabol kovetkezik. A forditott
tartalmazashoz tegyiik fel, hogy x(g) € Z(g) minden irreducibilis x karakter
esetén. A 2. allitds szerint egy tetszGleges -t valasztva g € Z(G/ker x).
Masképp mondva, barmely x € G elem esetén z, g felcserélhets G/ ker x-ben,
tehat az [z, g] kommutator sziikségképpen ker x-beli minden z-re. Mivel x
tetszéleges volt, azt kapjuk, hogy [z, g] € Nker x. Viszont Nker y =1 (2.24.),

igy g felcserélheté minden x € G elemmel.
[

6.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy x egy irreducibilis karaktere a G-nek és jelolje K = K(g)
a g € G elem konjugdltosztalydt. Ekkor x(9)|K|/x(1) egy algebrai egész.

Bizonyitds. Legyen X : G — GL¢(V) a x-hez tartozo irreducibilis reprezentacio.

Jelolje X : CG — Endc (V) az X linearis kiterjesztését. Rogzitsiink egy tetszéleges
g elemet és annak IC konjugdltosztalyat. Ha K a K konjugdltosztalyhoz tartozo
K =3 o v osztilyosszeg, akkor K € Z(CQ), specidlisan K € Cqr.v)(X(G)), igy
a 6.6. Lemma miatt X (K) = wl egy alkalmas w komplex szammal. Belatjuk, hogy
w egy algebrai egész.

Jelolje KCq, ..., K; a G konjugdltosztalyait és K1,..., K; a hozzajuk tartoz6 osz-
talyosszegeket. Ahogy megéllapitottuk, minden 1 < i < ¢ esetén X (K;) = w;l.
Az 1.21. Allitas alapjan K; egy bazisat adja Z(CG)-nek. Ezért

KEK; =) a;,;K; (15)

mert K K; szintén centrumbeli. Az a;; egyilithattokrol még azt is tudjuk, hogy egé-
szek, hiszen K K; csoportelemek osszege. Alkalmazzuk X-ot a (15) mindkét oldalan.

X(E)X(K;) =) ai;X(K;)
J
wIwiI = Z ai,jwjf

J
Ww; = E Qg 5W;.
J

Az igy kapott egyenletrendszert matrixos alakja (wl — A)x = 0, ahol [A];; = a; ;.
Ez egy homogén linearis egyenletrendszer, amelynek egy nem trividlis megoldasa
(wi,...,wy). Tehat a det(wl — A) = 0, vagyis w gyoke az 1-fGegyiitthatos f(z) =
det(zl — A) € Z[z] polinomnak. Ezzel belattuk, hogy w algebrai egész.
Ezzel x(K) = tr (wl) = wx(1), masrészt x(K) = > . x(z) = [K|x(g9). A két
egyenldséghdl
L - Kix(g)

x(1)

egy algebrai egész.

[
6.9. Tétel. Ha x a G csoport egy irreducibilis karaktere, akkor x(1) | |G|.

Bizonyitds. Legyen x egy tetszéleges irreducibilis karakter, jelolje ICy,..., K a G
konjugaltosztalyait, g; € K; pedig az osztalyok egy-egy reprezentansat. Az I. orto-
gonalitasi relaciot hasznalva irjuk at |G|-t az alabbi modon.

Gl =2_x(9)x(9) = >_ D> x(9)x(9) = >_ [Kilx(g)x(a:).

geG i=1 gek;

37



Az egyenldséglanc mindkét végét leosztva x(1)-gyel, kapjuk hogy

161 < [Klx(g) —
W2 ) ’L@

alg. egész

Az egyenlet jobb oldala egy algebrai egész all, mig a bal oldalon a |G|/x(1) két egész
hanyadosa, tehat racionalis. A 6.2. Tétel miatt |G|/x(1) egész szam. O

6.10. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a 6.9. Tétel eredménye tovabb is erdsithe-
t6. Altalaban is igaz, hogy x(1) | |G : Z(G)|, s6t ha A egy Abel-féle normalosztoja
G-nek, akkor x(1) | |G : A|. Ez utobbi eredmény Ito tétele.

6.11. Tétel (Burnside—tétel). Tegyiik fel, hogy a G irreducibilis x karakterére és egy
K konjugdltosztilydra (||, x(1)) = 1. Ekkor minden g € K elemre vagy g € Z(x),

vagy x(g) = 0.

Bizonyitds. A x(1) és a || relativ primek, ezért léteznem olyan u, v egészek, ame-
lyekkel ux(1) + v|K| = 1. Az egyenlet mindkét oldalat x(g)/x(1)-gyel szorozva

IKlx(9)  x(9)
@)U )

egyenlGséghez jutunk. A bal oldalon két algebrai egész Osszege van, ezért a jobb
oldalon « := x(1)/x(g) is egy algebrai egész.

Ha o = 0, kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy o # 0. Meg kell mutatni, hogy ekkor
la| = 1. Azt mar lattuk, hogy |a| < 1. Indirekt tegyiik fel, hogy 0 < |alpha| < 1.
Az o benne van a Q(e) testben, ahol Q(¢) a racionalis szamtest egy ¢ elemmel vett
a bovitését jeloli. Az e elemrdl tudjuk, hogy egy primitiv m. egységgyok, ha m a g
rendje.

Jelolje I' a Q(g)|Q bévitéshez tartozo Galois—csoportot és legyen

ﬁzna“.

el

A ( definiciojabol vildgos, hogy ha m € T', akkor 7 a (-t fixen hagyja, vagyis 5™ = 3
minden 7 € I'-ra. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a § a QQ alaptestnek egy eleme.
Vegyiik észre, hogy [ algebrai egész, mert o’ gyoke ugyanaannak az 1-fGegyiitthatos
Z-feletti f polinomnak, amelynek « gyoke, hiszen f(a) = [f(a)]” = 0.
Osszefoglalva 3 egy racionalis algebrai egész, amelynek abszolutértéke

Ho/’ :H|o/’| <1,

oel el

078 =

ami ellentmondés, hiszen (3 egy egész szam. Az ellentmondasbdl arra jutunk, hogy
ha x(g) # 0, akkor |x(g)| = x(1), azaz g € ker x. O

6.12. Allitas. Ha G eqy egyszerd csoport, amely nem Abel-féle, akkor bdrmely nem
egységhez tartozo K konjugdltosztdlydra |K| nem lehet primhatvdiny.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G egy egyszerii nem Abel-csoport. Ha x egy 15-t6l
kiilonbozG irreducibilis karaktere G-nek, akkor ker x = 1, hiszen ker y normélosztoja
G-nek és G nem Abel-féle. Legyen 1 # g € G és a g-t tartalmazé konjugéltosztalyt
jelolje K. Indirekt tegyiik fel, hogy |K| = p' valamely p primre, ¢ nem negativ
egészre.

Ha a x olyan, hogy p 1 x(1), akkor (x(1),|K|) = 1 és a Burnside-tétel miatt
X(g9) = 0 vagy x(g) = 1. Utobbi nem lehet, hiszen — ahogy azt megallapitottuk —
Z(x) = 1. Tehat ebben az esetben x(g) = 0 lehet csak.

Széamoljuk ki a reguléris karakter értékét g-n!

O=0(g)= > x(Wxlg) =1+ > xWxle)+ Y. x(xlg) =1+pa,
phe(1)

x€lrr G pix(1)
x€lrr G\{1¢} x€hrr G
-~ s N ~~ 7
=0 =p-a, ahol

« algebrai egész
amib6l o = —(1/p), ami ellentmondas. O

6.13. Tétel (Burnside—féle p@q” tétel). Ha a G csoport rendje p*q®, ahol p, q primek
és a, B nem negativ egészek, akkor G feloldhato.

Bizonyitds. A bizonyitas |G|-re vonatkozo teljes indukcioval torténik. Feltehetjiik,
hogy «a, > 1 és elég megmutatni, hogy G nem egyszert, hiszen a feloldhatosag
bévitésre 6roklodik, és G midnen faktoranak rendje p* ¢? alaki.

Legyen P € Syl (G) és 1 # g € Z(P). Ekkor g-t centralizalja P vagyis P <
Cg(g), amibél [K(g)| | ¢°. A 6.12. Allitas alapjan G nem lehet egyszert. O

7. A modularis reprezentaciéelmélet elemei

Ebben az utolsé fejezetben az eddigiektdl eltérGen olyan reprezenticiokat tekin-
tiink, amelyeknél az alaptest karakterisztikdja pozitiv és osztja a csoport rendjét.
Tehat legyen F' egy p karakterisztikaju test, amelyrol feltessziik, hogy algebrailag
tart gy, hogy az F|Z, egy algebrai bovités (masképp az F-et a Z, algebrai lezartja-
nak valasszuk). Ha G egy véges csoport, akkor az A jelolje az F'G csoportalgebrét.
A fejezet soran az az eset lesz szamunkra érdekes, amikor p | |G|. Igy a tovabbiak-
ban G mindig egy olyan véges csoport, amelynek rendjét osztja char F' és F' mindig
olyan, amilyennek az imént definialtuk.

Emlékeztetnénk, hogy ebben (a modularis) esetben az A = FG csoportalgebra
nem féligegyszert, J(A) radikalja nem 0. Viszont A/J(A) természetesen féligegy-
szerd, sot

AI(A) = DM, (P)

hiszen az F egy algebrailag zart test. Ezen felil az Si,...,S, az 6sszes kiilonb6z6
egyszertd modulusa (irreducibilis reprezentéacioja) F'G-nek, tehat M, (F) = S mint
A-modulus. Az S; dimenzi6ja (akircsak az S;-hez tartozo reprezentacio foka ) n; és

Zn? = dimp A/J(A) < dimp A.
i=1
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Higman tétele alapjan tudjuk, hogy az A pontosan akkor véges reprezentacio-tipust,
ha a G-nek a p-Sylow részcsoportja ciklikus. Ezért altalanos esetben az ind-A leira-
sa nehéz. S6t még ind-A projektiv modulusainak leirasa is bonyolult feladat. Ezért
a tovabbiakban féként arra toreksziink, hogy az A egyszerd modulusair6l mond-
juk valamit. Az ez irdnyu vizsgalatainkat a G csoport karakterelméletén keresztiil
probaljuk végezni.

7.1. F-karakterek

7.1. Definici6. Legyen a V' egy F-vektortér és az Y : G — GLp(V) egy csoportho-
momorfizmus. Ekkor az Y a G csoport egy F-reprezentaci6ja, amelynek ¢ : G — F
(F-)karaktere a 1(g) = tr Y(g) modon definialt.

7.2. Megjegyzés. Vildgos, hogy minden F-karakter osztalyfliggvény. Az irredu-
cibilis F-reprezentaciokhoz tartozé karaktereket irreducibilis (F-)karaktereknek ne-
vezziik.

7.3. Allitas. A G csoport barmely F-karaktere elddll mint irreducibilis F karakte-
reinek valamely dsszege, tovabbd az irreducibilis F'-karakterek linedrisan figgetlenek.

Bizonyitds. Legyen a G egy tetszbleges reprezentacioja Y : G — GLg(V). A V-rdl
feltehetjiik, hogy nem (félig)egyszerd. Legyen a V' egy kompoziciolanca 0 = Vj <
Vi <...<Vy=V. Az Y(g) matrixokat irjuk fel egy ezt kovets bazisban. Ekkor

T+ %[00 0 0 7
x x|0|0 0 0
¥ x|*x|0 ... 0] ... O
* x| x|x x x|0.. 0
Y(g)~ | * *|*x|*x x *x[0... 0
* x| x|x % x|0.. 0

egy blokk als6 haromszog alaka matrix. A fgatlobeli blokkokban a V. /V; faktoro-
kon valé hatas jelenik meg, ami irreducibilis, tehat

[ Yi(g) 0 ... 0
x* Ya(g) O 0
Yig)~| & o« .0
: : 0
| o Yi(g) |

alaki. A métrix nyomét leolvasva ¢(g) = Y., 1i(g), ahol ; az Y; irreducibilis
reprezentacié karaktere.

A masodik allitas belatasahoz tekintsiik az A/J(A) = M, (F) felirast. Jelolje
Y1, ..., Y, a G irreducibilis reprezentacioit és legyen 1); az Y;-hez tartozo6 karakter. Az
Y; reprezentaciohoz tartozé egyszert S; moduluson az A hatasa megadhato M, (F)-
beli matrixokkal vald szorzasként. Vélasszuk a b, € A elemeket olyannak, hogy
b; = diag[1,0,...,0] € M,,(F). Erre igaz, hogy ¢;(b;) = 1 és ¢,(b;) = 0, ha i # j.
Most ha ¢ =Y., a;1p; = 0 valamilyen «; € F' skalarokkal, akkor -t kiértékelve a
bj-ken, azt kapjuk, hogy minden ¢ indexre o; = 0. [
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7.4. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ellentétben a komplex reprezentaciokkal, a
modularis esetben eléfordulhat, hogy két nem ekvivalens reprezentaciéhoz ugyanaz
a karakter tartozik.

Vegyiik észre, hogy a 7.3. Allitas alapjan egy fels6 korlat adodik a G irreducibilis
F-karaktereinek szamara, hiszen legfeljebb annyi irreducibilis karaktere lehet |G|-
nek, ahany konjugaltosztalya van.

7.5. Lemma. Legyen G egy véges csoport, amelyrdl feltessziik, hogy p | |G| valamely
p primre. Ekkor minden g € G egyértelmien irhaté g = g,gy alakba gy, hogy

9p, 9 € (g), valamint o(g,) = p* és ptol(gy).

Bizonyitds. Legyen o(g) = n = m-p?, ahol pt m. Akkor léteznek olyan u, v egészek,
amelyekkel up® + vm = 1, amibdl

vm

g=g"" +g"" = gy:=g" & g,:=g¢"" alkalmas.

Az egyértelmiiség belatasdhoz tegyiik fel, hogy g = ¢,9y = gz’)g;,,. Ezt atrendezve

g]’g_lgp = g]’g,gl;l. A jobb és bal oldalon all6 elemek rendjei relativ primek, ezért a
jobb és a bal oldal is csak az 1 € G lehet. H

7.6. Megjegyzés. Egy g csoportelem 7.5. Lemma szerinti (egyértelmtien létezd)
g = gpgy felbontésat a g-hez tartozd p-regularis felbontésnak, a g,-t a g elem p-
szingularis, mig g,-t a g elem p-regularis részének nevezziik. Vegyiik észre, hogy ha
g, h € G konjugéltak, akkor g, és hy, illetve g, és h,y szintén konjugaltak, hiszen egy
csoportelem p-szingularis, illetve p-regularis része mindig hatvanya az adott elemnek.

7.7. Allitas. Legyen Y : G — GLp(V) egy tetszdleges reprezentdcio, jellje 1 az
Y -hoz tartozé F-karaktert. Bdarmely g € G esetén ¢(g) = ¥(gy)-

Bizonyitds. Valasszunk egy tetszéleges g elemet, legyen m = o(g). Irjuk Y (g)-t felss
haromszog matrixalakba (pl. vehetjiik Y(g) Jordan—normalalakjat). Akkor

€1 * S
0 €
Y(g) ~ 2
‘. k
0 0 e,

ahol minden i-re e/* = 1, hiszen Y (g9)™ = Y (¢g™) = I,,. Tekintsiik a g-hez tartozo
p-regularis felbontast és eszerint irjuk fel Y (g)-t!

gl k.. % el k... %
0 ¢, . 0 &
Y(g) = Y(gp>Y(gp’) = 2 . ?
* :
0 .0 £ 0 0 &
B

A B maétrix olyan, hogy BF" = I, mivel g, egy p-szingularis elem. Masképp B gyoke
az xP" — 1 polinomnak, amely polinom a p karakterisztikajt test felett megegyezik
(z—1)P" polinommal. Igy B-nek minden sajitértéke 1, azaz ¢, = 1 minden i indexre.
Ebbél pedig azt latjuk, hogy ¢; = £/ minden 7 index esetén, tehat ¥(g) = ¢¥(gy). O

41



7.8. Kovetkezmény. Az irreducibilis F'-karakterek szima legfeljebb annyi, mint a
G-beli p-reguldris elemek konjugdltosztdlyainak szdma.

7.9. Példa. Tekintsiik az S5 szimmetrikus csoportot, és hatarozzuk meg a csoport
p- regularis konjugéltosztilyait, illetve az irreducibilis F-karakterek lehetséges ma-
ximalis szamat a kiilonb6zd primekhez tartozé (modularis) esetekben.

10 () ) () ) ()T
v 3

5

6

1
v
v
v

AN
X &
AR
INRNPY

X
X
v

I
NPIEN

SSTRS IS
I
[SARGVR \V]

7.2. Brauer—karakterek

Szeretnénk tovabbra is megkapni egy G csoport Gsszes irreducibilis F-karakterét.
Ha példaul tudjuk, hogy G dsszes irreducibilis C-reprezentacioja esetén az X (g) méat-
rix minden eleme egy egész szam (pl. ha G = S,,), akkor a matrixelemeket (mod p)
tekintve irreducibilis F' kakarakterekhez jutnank. Azonban altaldban messze nem
igaz, hogy X(g) elemei egészek lennének. Ezért egy masik megkozelités sziikséges.

Megprobaljuk kapcesolatba hozni a G csoport (irreducibilis) C-karaktereit a cso-
port F-karaktereivel. Ehhez elGszor is elddallitjuk az F' testet a komplex szamok
segitségével. Legyen R C C az algebrai egészek gytirije. Az R természetesen tartal-
mazza az 0sszes egész szamot, igy a prieket is. Egy rogzitett p primszamra legyen M
egy olyan maximalis ideél R-ben, amely tartalmazza a pR idealt. Ekkor az F = R/M
faktorgytrt egy test. Az F' karakterisztikdja p, hiszen barmely 7 € R = M elemre
pr=pr € M.

Jelolje * az R — R/M természetes (gytri)homomorfizmust, és tekintsiik a
komplex egységgyokok egy

U={e€C|em=1,pto(e)} <C*
részcsoportjat.
7.10. Allitas. A bevezetett jeldléseket megtartva az aldbbi dllitdsok teljesiilnek.
1., Az F minden eleme algebrai a Z, primteste folott.
2., A x|y : U — F* egy csoportizomorfizmus.
3., Az F test algebrailag zdrt.
Bizonyitds.

1., Legyen a* tetszéleges. Az a* € F = R/M, ezért a € R, vagyis a egy algebrai
egész. Igy van olyan 1-féegyiitthatés f € Z[z] polinom, amelynek a gydke.
Eszerint f*(a* = 0, ahol f* az a polinom, amelynek egyiitthatéi az f meg-
felelg egyiitthatoinak * altali képe. Mivel f fGegyiitthatoja 1, ezért f* nem
a konstans 0, tovabba f minden egyiitthatoja Z,-beli. Azt kaptuk, hogy a*
algebrai Z, f6l6tt, és ezt az f* € Z,[z] polinom mutatja.

2., Az vilagos, hogy x|y egy csoporthomomorfizmus, hiszen * egy gytriihomo-
morfizmus. Megmutatjuk, hogy *|y injektiv és sziirjektiv. El6szor tegyiik fel,
hogy 1 # ¢ € U olyan, hogy €* = 1. Legyen m # 0 egy olyan egész, hogy
g™ =1, és amelyrdl feltehetjiik, hogy p t m. Ekkor e gyoke 2™ — 1-nek, s6t
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(™ —1)/(x — 1) = 2™ ' 4+ ... + 2 + 1 polinomnak is. Viszont ¢* is gyoke
a polinomnak, hiszen x gytirithomomorfizmus. Akkor viszont 0 = m - 1, de
p 1 m miatt ez p karakterisztikaju gytriben csak gy teljesiilhet, ha m = 0,
ami viszont ellentmondas.

A sziirjektivitashoz belatjuk, hogy ha E|F egy algebrai bévités, akkor E < U*.
Legyen 0 # o € E. Ekkor « algebrai elem Z, f6l6tt is, hiszen E|F és F|Z,
is algebrai bdvités. Emiatt |Z,(«)| = p¥, valamilyen k egészre. Ez azt jelenti,
hogy Z,(«) mindent eleme (és igy « is) gyoke a g(x) = 27"~1 — 1 polinomnak.
Viszont mind C-ben, mind U-ban a g-nek p* — 1 darab kiilénboz6 gyoke van,
|y injektiv, igy U*-ban is van g-nek p* — 1 darab kiilonb6z6 gydke. Tehat
ac U™

3., Kovetkezik az el6z6 észrevételiinkbdl, miszerint ' barmely algebrai bévitését
az U* < F tartalmazza.

[]

7.11. Koévetkezmény. Ha a G-nek egy X reprezentdcidjihoz taldlndnk olyan vele
ekvivalens X' reprezentdciot, amelyre az X'(g) mdtriz minden eleme algebrai egész,
akkor az X'(g) — X(9)* a G egy F-reprezentdcidjdt adnd. Ezt azonban még mindig
nem tudjuk garantdlni, ezért R helyetl eqy bdvebb gyirit keresiunk.

7.12. Definicié. Ha R C C az algebrai egészek gytrije és M ennek egy maximalis
idealja, akkor jelolje R azt a gy(riit, amelynek elemei

R:{%\aeR,BGR\M}.

Tovabba alljon M C R azokbol az o/ elemekbdl, amelyekre o € M. Az R gytrit
az R gylrd M idedlra vonatkozo6 lokalizaltjanak nevezziik.

7.13. Allitas. Legyen adott eqy M mazximdlis idedl az R-ben. Ekkor az R eqy lokdlis
gyird, amelynek mazimdlis idedlja M, tovibba M = M N R és R/M = R/M = F.

Bizonyitds. Egyszerd szamolas mutatja, hogy az M idedlja az R-nak, ezért az els
allitashoz elég belatni, hogy egy tetszleges 7 € R \ M elemet valasztva, az 7 inver-
talhato. Ha 7 = a/f és o ¢ M, akkor B/a € R, tehat 7 invertalhato. Igy M az
egyetlen maximalis ideal R-ben. Az is vilagos, hogy M N R = M.

Mivel M maximalis idedl R-ben és persze R ¢ M, ezért R+ M = R. Ekkor
viszont az els6 izomorfizmus-tétel miatt

F~R/M~R/(MNR)=(R+M)/M=R/M.
O

Terjessziik ki a * gytirihomomorfizmust az R lokalizaltra is az (o/f3)* := a*/3*

modon. Konnyt ellenérizni, hogy ezzel * : R — F szintén egy gylrihomomorfizmus.
A tovabbiakban jelolje A az algebrai szamok testét.

7.14. Allitas. A G csoport barmely X : G — GL¢(V) reprezentdcidja ekvivalens
egy A-reprezentdcidval, azaz létezik egy olyan X' : G — GLy (V) reprezentdcid, hogy
minden g € G esetén az X(g) hasonld eqy X'(g) mdtrizhoz.
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Bizonyitds. El6szor is vegyiik észre, hogy a C-karakterek Osszes eddig altalunk fel-
fedett tulajdonsagaval az A-karakterek is rendelkeznek, hiszen csak azt hasznaltuk
ki, hogy char C = 0 és C algebrailag zart. Ezek pedig A-ra szintén igazak.

Mondhatjuk tehat, hogy egy G véges csoportnak k£ darab nem ekvivalens irre-
ducibilis A-reprezenticidja van, ahol k a G konjugaltosztalyainak szama. Tovabba
|G| = Zle n? és az irreducibilis A karakterek ortogondlisak.

Ha a ( irreducibilis A-karaktert irreducibilis C-karakterek Osszegére bontjuk,
akkor mivel |Irry G| = |Irrc G| = k, ezért ( = myx;, ahol y; € Irre és m; > 0.
Viszont az irreducibilis A-karakterek fokainak négyzetosszege megegyezik |G|-vel,
ezért m; = 1.

Azt kaptuk, hogy a tetszéleges ( € Irry G megegyezik valamelyik y; € Irre G
karakterrel, és mivel specidlisan minden A-karakter egy C-karakter is, igy ( és x;
karakterekhez tartozo reprezentaciok ekvivalensek. O

A kovetkez6 tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy lemmaéra az algebrai szam-
elméletbdsl. A lemma bizonyitasat elhagyjuk, mivel az tovabbi eszkdzok felépitését
igényelné, amely a targyaldsunkat méas irdnyba terelné. A bizonyitas megtalalhato
Gabriel Navarro: Characters and Blocks of Finite Groups c¢. konyvében (2.5. Lem-
ma.)

7.15. Lemma. Tegyik fel, hogy aq,...,a, € A és I az R egy valddi idedlja. Ha
az «; elemek nem mindegyike 0, akkor taldlhato olyan 5 € A, hogy az ;8 elemek
mindeqyike R-beli és létezik kiztik legalabb egy olyan, amelyik nem az I-beli. O

7.16. Tétel. Egqy G csoport tetszbleges C feletti reprezentdcidja ekvivalens egy R
feletti reprezentdcidjdval.

Bizonyitds. A 7.14. Allitas szerint elegendd megmutatni, hogy G' minden A feletti
reprezentacioja ekvivalens egy R feletti reprezentacioval. Legyen X : G — GLa(V)
a G egy reprezentacioja. Ekkor V' egy AG-modulus. Tekintsiik ennek egy A feletti
{v1,...,v,} bazisat. Jelolje W az alabbi részhalmazat V-nek

W= ((w)X(g) |i=1,...,n, g€ G)s.

A W egy végesen generalt G-invarians R-modulus. Emiatt rad W = W.J (é) =WM
es WM < W. o

A W/W M egy végesen generalt R/M = F-modulus, azaz egy véges dimenzios
F-vektortér. Legyen {wy,...,w;} a W/WM egy F-bazisanak Gsképe a W-ben.
Ekkor

¢
S w4 W=
i=1
mert a {w; | 1 <i <t} egy generdtor rendszere a faktornak. Viszont WM < W,
igy >, w;R=W. Azonban {vy,...,v,} C W, igy (wi,...,w)a = (V1,...,Un)a.

Megmutatjuk, hogy a w;-k fiiggetlenek is. Tetsz6leges oy, ...,a; € A nem mind
0 skalarok esetén, ha

t
Zaiwi =0 e (;'>15') Zﬁaiwi =0,
i=1

ahol van olyan j index, amelyre So; ¢ M, vagyis amelyre (Sa;)* # 0. Akkor viszont
> (Bag)*w; = 0 egy nem trividlis linearis kombinacio F' felett, ami ellentmond w;
valasztasanak. Tehat a kivalasztott w;-k a V-nek egy A-bazisat adjak.
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Irjuk fel a G hatésat ebben a bazisban! Tetsz6leges g € G esetén (w;) X (g) € W,
vagyis (w;)X(g) € >_; w;R. Tehét ebben a béazisban X (g) métrixdnak csak R-beli
elemei vannak. O
7.17. Megjegyzés. Ha X egy C feletti reprezentacioja G-nek, akkor X hasonlo
egy A feletti X’ reprezentacidjaval G-nek. Az X'(g) matrixokra elemenként alkal-

mazva a * homomorfizmust egy F-feletti Y reprezentaciohoz jutunk. Ez az eljaras
a karakterekre is elvégezhetd

tr X(g) = tr X'(g) — tr (X'(g)") = (tr X'(9))" = tr Y(9),
s6t egyszertibben (x(g))* = tr (V).

7.18. Definici6. Tegyiik fel, hogy Y a GG csoport egy F' feletti reprezenticidja és ¢
az Y karaktere. Jel6lje S a G csoport p-regularis elemeit. Legyen a g € G rendje
o(g) = m. Ekkor

€1 * *

0 €9 . m
Y(ig)~| | 7 , ahol Vi:el" =1.

ST Tk

0O ... 0 e,

Minden i esetén létezik egyértelmten olyan u; € R, hogy u! = ¢;. Az 1-hez tartozo
Brauer—karakter az a p : S — R C C fiiggvény, amelyre ¢(g) = > u;.

Az irreducibilis F-karakterek Brauer—karaktereit irreducibilis Brauer—karakte-
reknek nevezziik. Az irreducibilis Brauer—karakterek halmaza 1Br G.

7.19. Megjegyzés. A Brauer—karaktereket ahogy latjuk, (egyeldre) csak G-nek a
p-regularis elemein definidltuk. Azonban a 7.7. Allitas alapjan a ¢ Brauer-karakter
ismeretében gond nélkiil visszadllithato a neki megfelel6 F-karakter.

Megjegyezziik, hogy a Brauer—karakterk konstrukcidja csak abban az esetben
jol definialt, ha az M < R maximalis ideal rogzitett. Elsfordul, hogy egy S — R
fiiggvény bizonyos M < R maximélis idedl esetén Brauer-karakter, mas maximélis
idealt valasztva azonban nem.

7.20. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X : G — GL¢ (V) reprezentdcichoz tartozs (C)-
karakter x. Ekkor a x := x|s a G egy Brauer—karaktere.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy az X egy R-feletti reprezentacio, és igy vehetjiik az
X* reprezentaciot, amely mar F feletti. Az X* lesz az az F-reprezentacio, amelyhez
tartozd Brauer—karakter x. Hogy ezt belassuk, legyen g € S tetszéleges, az X (g)

sajatértékei wy, ..., u,, amelyek sziikségképpen U-ban vannak. Igy X*(g) nyoma
ui 4 ... +u; € F. Tehat, ha az X*-hoz rendelt Brauer—karakter ¢, akkor ¢(g) =
u + ..+ u, = x(9). O

7.3. Brauer—karakterek felbontasa

Az nyilvanvald, hogy Brauer—karakterek Osszege is Brauer—karakter, hiszen ve-
hetjiik a karaktereket szarmaztatd F-reprezentaciok (direkt) dsszegét, majd az ehhez
tartozé Brauer—karaktert.

Forditva, minden Brauer—karakter el6all irreducibilis Brauer—karakterek Gssze-
geként. Ehhez elég meggondolni, hogy ha kiindulunk egy ¢ Brauer—karakterbdl és
egy a karaktert meghataroz6 Y reprezentaciobol, akkor Y elGall irreducibilis rep-
rezentaciok Osszegeként, és az egyes irreducibilis komponensekhez tartoz6 Brauer—
karakterek 0sszegeként visszakapjuk ¢-t. A kérdés, hogy ez a felbontés egyértelmii-e.
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7.21. Allitas. Tetszdleges G csoport esetén 1Br G elemei fiiggetlenek C folott.

Bizonyitds. A G irreducibilis Brauer—karakterei legyenek o1, . .., ;. Indirekt tegyiik
fel, hogy Zle a;p; = 0 valamely a; € C nem mind 0 egyiitthatokkal. Rendezziik

az «; skalarokat egy o = [ovy, ..., ay]*? métrixba és legyen ® a
©1(g1) e ©i(g1)
©1(92) e ©t(92)
& —

matrix, ahol g;-k az S elemeit jelolik. A feltétel szerint ®a = 0. Mivel minden a
©i(x) matrixelemek mind algebrai szamok, ezért feltehetjiik, hogy az a; egyiitthatok
is mind algebrai szamok. A 7.15. Lemma szerint, taldlhatunk olyan § € A szamot,
amelyre So; mindegyike R-beli, de van olyan j index, hogy fa; ¢ M. Igy pedig

t

S (Bar) gi(a) = 0

=1

fennall minden = € S, s6t a 7.7. Allitas miatt minden z € G esetén tgy, hogy a
(Bay)* egylitthatok kozt van 0-tol kiilonboz6. Vegyiik észre, hogy ¢f irreducibilis
F-karakter, és ez igy ellentmond a 7.3. Allitasnak. O

7.22. Definicié. Tegyiik fel, hogy x a G csoport egy komplex karaktere. Akkor a
x-hez tartozo felbontési szamok azok a d,,, nem negativ egészek, amelyekre

X= ) dyp

@€IBr G

A G csoport felbontasi matrixa D = [dy,] yenra
PEIBr G

7.23. Megjegyzés. Az eddigi vizsgalataink soran szerzett informaciot az alabbi
abraval tudjuk szemléltetni.

- L (/my .
(R ~)C-reprezentaciok F-reprezentaciok
’ | tr
VI tr |
C-karakterek Brauer—karakterek F-karakterek
Seo1-1 T

A diagram, ahol csak lehet kommutativ is.
7.24. Allitas. Tetszéleges G csoport esetén az aldbbi dllitdsok teljesilnek.
1., A p-reguldris osztdlyfigguényeket generdlja {x | x € Irr G};

2., az IBr G egy bdzisa a p-reguldris osztdlyfigguények terének;
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3., | IBr G| megegyezik a p-reguldris konjugdltosztdlyok szamdval;
4., minden ¢ € IBr G esetén létezik olyan x € Irr G, hogy dy, # 0;
5., D rangja |1Br G|.

Bizonyitds.

1., Legyen ¢ egy p-regularis osztalyfiiggvény. Terjessziik ki 9-at egy tetszéleges G-
n értelmezett osztalyfiiggvénnyé (akar &€ = 0 definicioval a G\ S-re). A £ ekkor
el6all mint irreducibilis C-karakterek linearis kombinacioja, azaz irhatjuk, hogy
€ = Y ayx, valamilyen a, € C egyiitthatokkal és x € Irr G karakterekkel.

Akkor viszont ¥ =€ =) a,X.

2., Azt mar belattuk, hogy IBr G generélja a Brauer—karaktereket, de ekkor spe-
cidlisan a {x | x € Irr G} elemeit is, mert ezek Brauer-karakterek. Az 1.
allitds alapjan IBr G generalja a p-regularis osztélyfiiggvényeket is, tovabba
IBr G fiiggetlenségét a 7.21. Allitds mondja ki.

3., Ehhez elég a 2. allitas eredményéz 6sszevetni azzal, hogy a p-regularis osztaly-
fiiggvények dimenzi6ja megegyezik a p-reguléris konjugéaltosztalyok szamaval.

., Ha ¢ nem 6sszeadandoja semelyik y-nak sem, akkor persze nem 6sszeadanddja
ezek tetszéleges linearis kombinaciojanak sem. Viszont ¢ € (x | x € Irr G),
amelyet general IBr G, s6t ebben az indirekt feltevés szerint IBrG \ {p} is,
ami ellentmond ¢ irreducibilitdsanak.

5., A D matrix sorai kigeneraljak a (0,...,0,1,0,...,0) alaka sorvektorokat, hi-
szen ¢ €)x | x € Irr G({. Emiatt a D rangja legalabb akkora mint | IBr G|, ami
viszont az oszlopok szama. Tehat a D rangja ponrosan | IBr G|.

]

7.25. Példa. Szamitsuk ki az S3 szimmetrikus csoport F-karaktereit és az azoknak
megfelel6 Brauer—karaktereket a p = 2,3 esetben. Mivel a szimmetrikus csoportok
karaktertablaja csak egész értékeket kap, az F-karakterek meghatarozasa az elemek
modulo p maradékat véve megkaphato.

Emlékeztetsiil az S3 (komplex) karaktertablaja

1) ()
1

Ig, [T 1
Yo |1 -1 1
3|2 0 -1

A p = 2 esetben a 2-regularis konjugédltosztalyok az elsé és 2. oszlophoz tartozo
osztalyok. Igy az F-karakterek a p = 2 esetben.

p=2[1 () (.)

I, |1 1 1
v |1 1 1

Latjuk, hogy az els6 és a harmadik sorban szerepl karakterek fiiggetlenek, a masodik
sorban 1év6 megegyezik az elsGvel. Most tekintsiik a y; irreducibilis C-karakterek
megszoritasat az elsé két oszlopra.
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X |1 ()
s, |1 1
X2 |11
Xs |01

Azt is meggondolhatjuk, hogy yj3 irreducibilis. Ha nem volna az, akkor mivel ma-

sodfoku, felbomlana két (sziikségképpen) elstfoki irreducibilis karakter Osszegére.

Viszont 1 az egyetlen linearis karakter F' f6l6tt, mert |Ss : As|/|P : As| = 1, ahol P

a G/G" egy p = 2-Sylow részcsoportjanak sképe Ss-ban. Tehat IBr, G = {1¢, X3}
A p = 3 esetben:

X2
X3 -1 0 —1

szintén 2 fiiggetlen sor adodik (a 3. sor az elsG kettd Osszege). Az irreducibilis
karakterek megszoritésa

pA:3 1 ()
1. |1 1
X2 -1
x3 | —1 0

A char F' = 3 esetben a lineédris F-karakterek szama 2, ezért a y3 nem lehet irredu-
cibilis. Viszont latjuk, hogy 1g és Yo linearisan fiiggetlenek, kiilonb6z6 lineéris (és
igy irreducibilis) F-karakterekhez tartoznak, ezért IBrs G = {1, x2}-

7.4. Az FG algebra blokkjai, blokkortogonalitasok

7.26. Lemma. Legyen A egy véges dimenzids algebra és P;, P; felbonthatatlan pro-
jektiv A-modulusok. Legyen S; = P;/rad P; a P; teteje. Ekkor Homu(P;, P;) ponto-
san akkor nem 0, ha Pj-ben létezik S;-vel izomorf kompozicidfaktor.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy 0 # ¢ € Homu (P, P;). Mivel P; lokalis, ezért
kero € rad P;. A 0 <im ¢ < P, finomithaté a P; egy kompoziciolancava, amely
tartalmazza S; = im ¢/ im (rad P;)-t.

Forditva, tegyiik fel, hogy az S; kompoziciofaktora P;-nek. Akkor létezik olyan
U,V részmodulus Pj-ben, hogy egyrészt U < V', masrészt V/U = S;. Akkor viszont
létezik egy P, — U/V epimorfizmus is és a P; univerzalis tulajdonsiga miatt

P,
5 J
U—— UV
létezik egy v : P, — U < P;, amely sziikségképpen nem 0. [

7.27. Megjegyzés. Ha az A véges dimenzids P, P; felbonthatatlan projektiv modu-
lusaira Homy (P, Pj) # 0, akkor azt mondjuk, hogy P; és P; szomszédosak. Kénnyt
meggondolni, hogy ha A egy szimmetrikus algebra, akkor a szomszédossag egy szim-
metrikus relacio.
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Legyen ¢ a GG csoport egy irreducibilis Brauer—karaketere, ekkor a p-hez tartozik
egy S, egyszeri F-modulus. Ez meghatarozza F'G-nek azt a felbonthatatlan P,
projektiv modulusat, amelynek teteje az S. A P, -hez tartozd projektiv karakter

Z dyeX;

x€lrr G

illetve a p-hez tartoz6 projektiv Brauer—karakter

> dyx

x€lrr G

Ezt felhasznalva, ha D a G csoport felbontési matrixa, akkor C = DD az FG
algebra Cartan— métrixa, azaz az a métrix, amely . soranak j. eleme megadja, hogy
P-ben hany darab S;-vel izomorf kompoziciofaktor szerepel. Tehat C;; = [P; : ;).
Hogy ezt belassuk, szamoljuk ki @, irreducibilis Brauer-karakterekre valo kanonikus
felbontasanak egyiitthatoit.

Z dye, X = Z dye, Z dye, | = Z Z (dxsozdxsoj

x€lrr G x€lrr G p;€IBrG p;€lBrG \ xehrG .
1,3

7.28. Példa. Hatarozzuk meg S5 projektiv Brauer—karaktereit és Cartan-méatrixat
a p = 2,3 esetekben!

A p = 3 esetben a csoport irreducibilis Brauer—karakterei az irreducibilis C-
karakterek megszoritasai,

p= 3 \ 1 ()
I, |1 1
X2 1 -1
x3 |—1 0

mégpedig ¢1 = 1, és 2 = X2. A {3 pedig el6all mint ¢y + o, gy
(i%' =Xi+tXs=20;i+p3—; 1=12,

és az S5 felbontasi- és Cartan—maétrixa

1 0
D=]|01 C= { % % ]
11
Ez pont az, amit vartunk, hiszen azt mar lattuk, hogy F3S3 izomorf egy olyan
grafalgebraval, amelynek Loewy—diagramja

S

el
DN = DN

Tekintsiik most a p = 2 esetet. Ekkor F'G-nek egy linearis és egy mésodfoku ir-
reducibilis F-karaktere van. Ha ¢; = 1g,, akkor o, = lg, + X2 = 21s,. Igy az

49



1 s5-hoz tartozo projektiv modulus 2-dimenzids és két darab egymassal izomorf egy-
szerdi kompoziciéfaktora van. A masik o = x5 irreducibilis modulusanak projektiv
Brauer—karaktere 6nmaga, igy a neki megfelel6 felbonthatatlan projektiv modulus
2-dimenzios és egy darab egyszert kompozicidéfaktora van. Vagyis ekkor

FG~ Ax B, ahol AA%’% és B My(F).

Legyen A = FG és vegyiik az A4 egy felbonthatatlan projetkivekre valo
Ap=P®...® P,

felbontasat. A P, komponeneseket csoportositsuk aszerint, hogy Hom(P;, P;) = 0-
e. Azaz P; és P; egy blokkban van, ha van koztiik nem homomorfizmusok egy
nem 0 szorzata. (Megjegyezziik, hogy a blokkok e definicioja megegyezik a korabbi
definicioval, mert az F'G csoportalgebra szimmetrikus.)

Az A algebra blokkjait a felbontasi szamokkal is kifejezhetjiik. Definidlunk egy
péaros grafot, a G (p primhez tartoz6) Brauer—grafjat. A graf csicshalmazénak két
osztalya legyen az Irr G, illetve az IBr G. Egy yx € Irr G és ¢ € IBr pontpart akkor
kosson Ossze €1, ha d,, # 0. Ekkor, ha B C Irr GUIBr G egy 6sszefiiggé komponense,
akkor B az algebra egy blokkjat hatarozza meg.

7.29. Allitas. Tegyiik fel, hogy a B eqy dsszefiiggd komponense a Brauer—grdfnak.
Ekkor a B blokkban szerepld 1Br-beli karakterek éppen az F'G eqy blokkjinak tetejéhez
tartozo irreducibili Brauer—karakterek.

Bizonyitds. A o, € 1Br G-hez tartozé felbonthatatlan projektiv modulusok pon-
tosan akkor szomszédosak, ha ¢ &altal meghatarozott felbonthatatlan projektiv F-
modulus teteje egy kompoziciéfaktora a p-héz tartozo felbonthatatlan projektiv mo-
dulusnak. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan x € Irr GG, amelyre a
dyudye # 0 (hiszen ¢, , = > dy,dyy), vagyis pontosan akkor, ha van olyan y € Irr G,
hogy a x-t él koti p-vel és p-vel is. ]

Tegyiik fel, hogy K C G egy konjugaltosztily, amelyhez tartozé osztalyosszeg
K => gex 9- Ha X egy irreducibilis C-reprezentacidja G-nek, melynek karaktere
x € Iir G, akkor K € Cen(CG) miatt X (K) = w,(K) - I. Lattuk, hogy w,(K) =
X(9) - |K|/x(1) egy algebrai egész, igy vehetjiik a x altali képét.

7.30. Allitas. Legyen ¢ a G egy irreducibilis Brauer—karaktere. Tegyiik fel, hogy a
K a G egy p-requldris konjugdltosztdlya és K a hozzd tartozo osztdlyfiggvény. Ekkor
minden olyan x € Irr G esetén, amelyre d,, # 0 az w, (K)* értéke ugyanaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € IBrG és x € Irr G olyan, hogy d,, # 0. Legyen
X egy a x-hez tartozo reprezentacio. Ekkor

X(K)=wy(K)-1, amibsl X*(K)=w,(K)"-]I.

A d,, # 0 feltétel szerint az X* : G — GLp(V) reprezentaci6 altal meghatarozott
V (FG)-modulusnak van egy o-hez tartozd V' kompoziciéfaktora. Am X*(K) ha-
tasa V-n egy w,(K)* skalarral valo szorzas, és igy specidlisan a ¢-hez tartozo V'
kompoziciofaktoron is.

Ha Y egy olyan F-reprezentacio, amelyhez a ¢ Brauer—karakter tartozik, akkor
Y (K) = wy(K)*- I, amely valoban csak a ¢-t6l és K-tol fiigg. O
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7.31. Jelolés. Rogzitsiink egy ¢ € IBr G irreducibilis Brauer—karaktert és a G-nek
egy p-regularis I konjugaltosztilyat, amelyhez tartozd osztalyosszeget jelolje K.
Ekkor a {x € IrrG | dy, # 0} halmaz beli karakterekhez tartozé w, (K)* allandot
jelolje A\, (K).

7.32. Tétel. A p és ¥ irreducibilis Brauer—karakterek pontosan akkor vannak eqy
blokkban, ha barmely p-requldris K osztdlyosszegt konjugdltosztdly esetén Ag(K) =
Au(K). ]

7.33. Példa. Hatarozzuk meg S3 blokkjait a p = 2,3 modularis esetekben! Az Sj
komplex karaktertablaja

L) ()
I, [1 1 1
Yo |1 -1 1
s 2 0 -1

amibdl leolvashatjuk a csoport ,w-tablajat”, azaz a konjugaltosztélyokhoz tartozo
xX(9)|K|/x(1) értékeket.

w1l () ()
I, [1 3 2
Yo |1l =3 2
X3 1 0 1

Az w-tablat mod-2, illetve mod-3 véve (vagyis alkalmazva az elemeire az *-ot)

i, = ig, =
Ig, [T 0 S ” % ‘s I, [T 0 S—A
2 |10 2T e |10 T
X3 1 1 X3 - 802 X3 1 O X3 = ()01 902

tablakhoz jutunk. Latjuk, hogy a p = 2 esetben az 1g, és a x; karakterek keriilnek
egy blokkba és x5 pedig egy mésikba. A p = 3 esetben pedig mindharom irreducibilis
C-karakterhez ugyanazok az w* értékek tartoznak, tehat ebben az esetben a Brauer—
graf Osszefiiggd. A két Brauer—graf az alabbi.

153 153
> P1 T Y1
p=2: X2 p=3: X2 ><
P2
X3 P2 X3 —

7.5. Blokkortogonalitasok

Tovabbra is ragaszkodunk az eddigi jeloléseinkhez. Tehat ha x € Irr G, akkor
dy, a x karakter ¢ € IBr G-re vonatkozo felbontési szama, azaz amelyekkel

X= ) dyw

@€elBrG
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Egy rogzitett ¢ irreducibilis Brauer—karakter egyértelmiien meghataroz egy irredu-
cibilis F-karaktert, amelyhez tartozik egy egyszert F'G-modulus S, és az S-hez tar-
tozik egy felbonthatatlan projektiv F'G-modulus, amelynek teteje éppen S. Ehhez,
a projektiv modulushoz tartozé F'-karakter

P, = Z dyeX;

x€lrr G

illetve a hozza tartozé Brauer—karakter

O, = > dyx.

x€lrr G

7.34. Lemma. Tegyiik fel, hogy B a G Brauer—grdfjdban néhdny 6sszefiiggd kompo-
nens unidja. Legyen A =BNhrr G és A = BNIBrG. Legyenck x,y € G tetszdleges
p-requldris elemek. FEkkor

D x(@)x(9) = Y w()®u(y)

xEA peA’

Bizonyitds. Legyen x € A tetsz6leges. Ekkor d,, = 0 minden olyan ¢-re, amely
IBr G \ A’-bél valé. Tovabba, ha ¢ € A’, akkor

o, = Z dxeX;
XEA
mert d¢, = 0 minden Irr G \ A-beli karakterre. Ezek alapjan
ZX(@@ = Z Z dxw@(l’)@ = Z w(x)m-
XEA XEA pe A/ pEA!
O
7.35. Kovetkezmény. Fgy tetszdleges ¢ € IBr G karakterre az aldbbiak teljesilnek.
1., Hap|oly), akkor ®,(y) = 0.
2., Ha P € Syl (G), akkor |P|| ®,(1).

Bizonyitds.

1., Alkalmazzuk a 7.34. Lemméat az Osszes blokkra, és amit igy kapunk vonjuk
Ossze. Ezzel barmely x € S és y ¢ S esetén

0= x@x) = Y ¢u)e(y).

x€lrr G pelBrG

Tehat egy rogzitett y € GS és egy tetszbleges x € S elemre a jobb oldal 0,
vagyis a > cp. ¢ Pu(y)e a 0 karakter. A Brauer-karakterek fiiggetlensége
miatt ebbdl @.,(y) = 0 kovetkezik.
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2., Legyen P € Syl (G), a ¢ egy irreducibilis Brauer—karakter és vezessiik be az
alabbi jelolést.
0, ha z € P\ {1};
P =
(®p)r () {%(1), kiilsnben.

Vegyiik észre, hogy ezzel (®,)p = a - op, ahol pp a P regularis karaktere.
Emiat

[(®,)p,1p] =a-op,1p] =a € N, mert (®,)p egy karakter.
Emellett ®,(1) = (®,)p(1) = aop(l) = a|P|.
O

7.36. Tétel (Gyenge blokkortogonalitas). Tegyik fel az x,y € G elemekrél, hogy
reSésygS. Legyen B a G egy blokkja. Ekkor

> x(@)x(y) =0.

xeBNrr G

Bizonyitds. Az eddigiekbdl kénnyen kévetkezik, hiszen

Sooxxm = Y @) Buly) =0

xeBNIrr G xXEBNIrr G

=0, mert

plo(y)
(7.35)

[]

7.37. Tétel ((Erds) blokkortogonalitas). Legyen B a G egy blokkja és tegyiik fel,
hogy az x,y € G elemek p-requldris részei nem kongugdltak. Ekkor

> x@)x(y) =0.

xeBNrr G
]

Azt rogton latjuk, hogy az erds blokkortogonalitasbol kovetkezik a gyenge blok-
kortogonalités, és 0sszevetve ezt a II. ortogonalitési relacioval lathatjuk az analogiét,
illetve azt, hogy miért is hasznos a modularis esetben a G blokkjainak vizsgalata.
Az erGsebb tételt itt nem bizonyitjuk, ehelyett ismertetjiik a G' blokkjainak tovabbi
tulajdonsagait és alkalmazasként bizonyitjuk Brauer p®¢’r-rendt egyszerti csopor-
tokrol szolo tételét.

7.38. Definici6. Legyen y egy irreducibilis karakter. Azt mondjuk, hogy a y de-
fektje d, ha d a legnagyobb olyan egész szam, hogy p? | |G|/x(1).

7.39. Tétel. Legyen a B a G eqy blokkja. Ekkor
BN G| < |BNhrG,

tovdbbd egyenldség pontosan akkor van, ha barmely x € BNIrr G esetén a x defektje
0, sdt ebben az esetben BNIrr G = {x} és BNIBrG = {x}.
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Bizonyitds. Csak az allitas elss részét latjuk be. Tekintsiik a G felbontasi matrixat,
D-t. Vegyiik a matrixnak a B blokkhoz tartozd sorait és oszlopait, legyen ezek
metszete Dg. A kijelolt oszlopok, illetve sorok Dg-t elkeriil§ sorai, illetve oszlopai
csak 0-t tartalmaznak.

Tudjuk, hogy D oszlopai fiiggetlen, emiatt a Dg oszlopai is fiiggetlenek. Igy a
Dj rangja legalabb |IBr G N B|, masrészt a Dg rangje legfeljebb a sorainak szama,
vagyis

| IBrG N B| <rangDg < |[Irir GN B.

[]

7.40. Tétel (Brauer). Legyen a G egyszerii csoport rendje |G| = p*¢°r, ahol p,q,r
kiilonbézd primek. Ekkor az S € Syl,(G) centralizdtora énmaga, vagyis Ca(S) = S.

Bizonyitds. A bizonyitést tobb lépésben végezziik el.

1., Ha x € Irr G egy 0 defektii karakter, akkor minden g ¢ S esetén x(g) = 0,
ugyanis a y-hez tartozd blokk ekkor {y,x} és a gyenge blokkortogonalités

szerint x(1)x(g) = 0.

2., Belatjuk, hogy ha G egy egyszerd nem Abel-csoport, akkor minde p esetén
az 1g-hez tartozo (f6)blokkban csak 1¢ foka p-hatvanyrendi. Tegyiik fel in-
direkt, hogy nem igy van, legyen 1g,x € B és x(1) = p'. Mivel 1g és x
egy blokkban vannak, ezért wy,(K) = w,(K) (mod M), ahol K egy tetszle-
ges konjugaltosztalyhoz tartoz6 osztalyosszeg. Vagyis, ha K a K-hoz tartozo
konjugaltosztaly, akkor

IKlx(g) _ IK[1s(g)

x(1) — 1e(1)
Legyen P € Syl (G). Ha |P| = 1, vagyis ha p { |G|, akkor x(1) | |G| miatt
x(1) = 1. Am G nem Abel, ezért nincs 15-t6l kiilonbozs linearis karaktere,
tehat x = 1, ami ellentmondés. A fennmarad6 esetben |P| > 1. Ekkor létezik
1 # g € Z(P). Erre a g-re teljesiil, hogy P < Cg(g), amibdl viszont p 1 KC(g)
kovetkezik. A Burnside-tétel szerint x(g) vagy 0, vagy 1. Utobbi nem lehet,

hiszen G egyszert és g # 1. Viszont x(g) = 0 ellentmond (16) kongruencianak,
mert [K| #Z 0 (mod M), hiszen p 1 |K]|.

3., Indirekt tegyiik fel, hogy C(S) > S. Az biztos, hogy |C(S) : S| oszthato p, g
koziil legalabb az egyikkel (kiilonben Cg(S) = G, vagyis S < Z(G)). Akkor
viszont Cg(S)-ben van p-ed, vagy g-adrendii elem, s6t van pr vagy g¢r rendd
elem is. Feltehetjiik, hogy = € Cg(S) olyan, hogy o(x) = pr. Legyen a G
féblokkja B. A gyenge blokkortogonalitas miatt

0=Y x(x@) =1lalx)+ D> xOx@)+ Y x(Dx().

K| (mod M). (16)

BNIrr G x€lrr GNB x€lrr GNB
alx(1) atx(1)
X#la

A harmadik tag 0, mert ha xy € rGN B\ {1,} és ¢ 1 x(1), akkor = | x(1) a
2. pont miatt. De x akkor r-re nézve 0 defekti karakter, igy az 1. pont miatt
x(x) = 0, hiszen p | o(x).

A masodik tag viszont ¢ - « alaku, ahol « algebrai egész, ami ellentmondas,
hiszen az egyenletet rendezve —1/q = « adddik de —1/g nem lehet algebrai
egész.
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