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Jelolések
VA egész szamok gyirtje
K test
M,(K) K test feletti n x n matrixok
Cen(R) R gytiri centruma
Mod-R jobb R-modulusok
mod-R végesen generalt jobb R-modulusok
PierM; M; modulusok direkt Osszege
L M; M; modulusok direkt szorzata
Hompg(M, N) az M — N modulushomomorfizmusok
halmaza
Z(G) a G csoport centruma

1. Moduluselméleti alapok

Els6ként régzitiink néhany konvenciot. A jegyzetben R egy egységelemes gytirtit
jelol, az gytirt egységelemét pedig 1(€ R). Egy A algebran egy K-algebrat értiink,
ahol K egy test. Tehat A egy vektortér K felett, amelyen értelmezett egy szorzas,
hogy minden a,b € A és A € K esetén A(ab) = (Aa)b = a(\b) teljesiil. Az A
algebrarol szintén feltessziik, hogy egységelemes és (ha csak mést nem mondunk)
véges dimenzios (mint K -vektortér).

1.1. Példak.
o M,(K)= K™ egy n? dimenzits K-algebra a szokasos matrix miiveletekkel.
o A Kz],ill. K [zy,...,x,] polinomgytrik végtelen dimenzios K-algebrak.

e csoportalgebrak: legyen G = (G, ) egy véges csoport. Ekkor a G csoport K
feletti K'G csoportalgebraja az alabbi moédon definiélt.

KG:{Z/\gg | /\gEK,geG}

geG
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Azaz KG elemei a K egyiitthatos G valtozos formélis linearis kombinéciok.

Két elem Osszege a
D00 =3 (g +2)g

geG geG geG

illetve szorzata a

S S = 3 (S )

geG g eqG ueG \geG

modon értelmezett. Ezzel KG egy |G|-dimenzios K-algebra, egy bazisat al-
kotjdk G elemei, egységeleme pedig a csoport e egységeleme.

e Altalaban egy K test feletti A algebrat megadhatunk a kovetkezé modon.
Legyen A egy K feletti vektortér rogzitett B = {b;}, bazissal. Tetszsle-
ges 1,j,k € I esetén legyen bb; = > A, j by, Ugy, hogy (b;b;)br, = b;(b;by).
Vagyis a szorzast elég a b; baziselemeken definidlni, majd ezt kiterjeszteni
disztributivan. Az asszociativitast pedig elég a béaziselemek szorzataira meg-
kovetelni.

1.2. Megjegyzés.

e Egy A (egységelemes) K-algebra esetén gondolhatjuk azt, hogy K C Cen(A),
azaz K az algebra centrumaban van. Forditva, minden olyan R gyfir(, amely
centrumaban tartalmaz egy K testet K-algebranak tekinthetd, hiszen R ekkor
K-vektortér és \(ab) = (Aa)b = a(\b) teljesiil minden a,b € A, ill. A € K C
Cen(R) esetén.

e A tovabbiakban egységelemes algebrak gytirthomomorfizmusan egységelemet
6rz6 homomorfizmust értiink!

1.1. Modulusok, részmodulusok és faktormodulusok

1.3. Definicié (Modulusok). Az M Abel-csoport jobb R-modulus, ha M-en értel-
mezve van az R elemeivel valo jobbszorzas, tovabba minden m,m’ € M és r,r’" € R
esetén teljesiilnek a kovetkezd miiveleti tulajdonsagok.

o (m+m)r=mr+mr
o m(r+1')=mr+mr
o m(rr’) = (mr)r’
Az M unitér jobb modulus, ha minden m € M esetén ml = m.

Analég modon értelmezhetéek az R gytirtthéz tartoz6 bal modulusok. Ezentil
jobb/bal moduluson mindig unitér jobb/bal modulust értiink, illetve ha mast nem
mondunk, egy modulus jobb modulust jelent. Modulusok osztalydnak fontos részét
képezik a végesen generdlt modulusok. Egy M modulus végesen generalt, ha létezik
ma, ..., m, € M, hogy az M tetsz6leges m eleme felirhat6 ) . m;r; alakban alkalmas
r; gytirtibeli elemekkel.

1.4. Példak.



A vektorterek test feletti modulusok. Egy vektortér pontosan akkor végesen
generalt, ha véges dimenzios.

Az R gytlird maga is tekinthet6 modulusnak, ha a modulus szorzast azono-
sitjuk a gytribeli szorzassal. Az igy kapott modulust az R jobb regularis
modulusanak nevezziik.

Tetszoleges M Abel-csoport Z-modulus, ugyanis u € M és nZ esetén legyen
un=u-+...+u.
N———

n-szer

Ha M Abel-csoport, akkor M specidlisan bal oldali Z-modulus is, ha most az
nu balrél szorzast nu := un-ként értelmezziik. Altalaban is, ha R egy kom-
mutativ gytrt, akkor minden jobb R-moduluson egy bal R-modulus struktara
adodik, ha a balrdl szorzést a jobbrol szorzassal azonositjuk.

Minden M Abel-csoport tekintheté End(M)-modulusnak, ahol End(M) =
Hom (M, M) azaz az M-b6l M-be mend Abel-csoport-homomorfizmusok hal-
maza. Az End(M) a pontonkénti dsszeadassal és a kompozicioval mint szor-
zéassal gytrit alkot. Konnyt ellenérizni, hogy (a homomorfizmusokat jobbrol
irva), M ezaltal End(M) modulus.

Altalanosabban mondva, ha M egy tetszéleges Abel-csoport és R egy tetszé-
leges gytirtd, akkor minden ¢ : R — End(M) gytirthomomorfizmus megad egy
modulus struktarat M-en az mr = m(r)p szorzassal. Forditva, minden R-
modulus struktirdhoz tartozik egy R — End(M) gytrihomomorfizmus, ahol
egy r € R elemnek az az endomorfizmus felel meg, amely egy m elemet mr-be
képez.

Azt is latjuk ezaltal, hogy minden ¢ : R — S gytirthomomorfizmus az S-
modulusokat egy R-modulus struktiirdval latja el az mr := m(r)¢ szorzéssal.

Legyen A egy K-algebra. Ekkor minden A-modulus vektortér is az el6z6 konst-
rukcid szerint, hiszen létezik egy ¢ : K — Cen(A) injektiv gytrtihomomorfiz-
mus.

1.5. Jelolések.

Ha hangsilyozni szeretnénk, hogy az M egy jobb (bal) R-modulus, akkor M
helyett Mz-t (rM)-t irunk.

Egy R gytirt jobb modulusait Mod-R , bal modulusait R-Mod jel6li. Szokasos
még az Mp, illetve g M jelolés is.

A végesen generalt jobb, ill. bal modulusok jelolésére pedig mod-R, ill. R-mod
szolgal.

1.6. Definici6é. Legyen R egy rogzitett gytirtd, M, N € Mod-R .

1.

Az N az M részmodulusa (N < M), ha N az M-nek részcsoportja és zart az
R-beli elemekkel valo szorzéasra, azaz minden n € N,r € R esetén nr € N. A
csak a 0 € M-et tartalmazé részmodulust egyszertien csak 0-valjeldljiik.

Egy M modulus egyszerii, ha nincs valodi részmodulusa. Tehat, ha N < M,
akkor N =0 vagy N = M.



3. Legyen X C M egy tetsz6leges nem iires részhalmaz. Az X Altal generalt
részmodulusa M-nek a (tartalmazasra nézve) legkisebb X-et tartalmazo rész-
modulus. Jele X R.

XR = {me |z, € X,r; € R}

=1

4. Ha X = {x}, azaz X egyelemi, akkor xR az z &ltal generalt ciklikus rész-
modulus. Az z &ltal generalt ciklikus modulust ({z}R helyett réviden) xR
jeloli.

5. Ha XY C M két részhalmaza M-nek, akkor az a két halmaz 6sszege X + Y
az Osszes x + y alaka elembdl all, ahol z € X és y € Y. Ha X csak egyelemii,
akkor az X + Y helyett x 4+ Y-t irunk.

6. Legyen N < M. Az M modulus N szerinti faktormodulusa az M/N faktor
Abel-csoport. Vagyis M/N elemei, az N részcsoport szerinti = + N alaka
mellékosztalyok, amelyeken a szorzas (N + x)r = N 4+ xr modon értelmezett.

1.7. Definici6. Legyen M egy R-modulus, akkor az
M=My>M >...>2 M, >M,=0

részmoduluslanc az M kompozicié lanca, ha minden 0 < ¢ < n — 1 index esetén az
M; /M, 1 egyszeri modulus.

A csoportelméletbdl ismert Jordan-Holder-tétel modulusokra vonatkozot valto-
zata igaz.

1.8. Tétel (Jordan-Holder—tétel). Ha M-nek létezik (véges) kompozicidlinca, akkor
minden kompozicidlinca ugyanolyan hosszi, €s a benne szerepld faktorok ugyanolyan
1zomorfiatipusiak, ugyanolyan multiplicitdssal.

1.9. Megjegyzés. Mivel X + Y altaldban nem részcsoport tetszéleges X, Y rész-
halmazok esetén, ezért X + Y éaltaldban nem részmodulus. Am, ha X és Y is
részmodulusa M-nek, akkor X + Y az X-et és Y-t tartalmazo6 legsziikebb részmo-
dulus. Tovabbéa, ha XY részmodulusok, akkor az X NY szintén részmodulus és ez
a legb6vebb olyan részmodulus, amelyet X és Y is tartalmaz. Koénnyt ellenérizni,
hogy a + és N miveletekre nézve egy M modulus részmodulusainak halmaza hélo.

1.10. Allitas (Modularis azonossag). Legyenck U, V,W < M részmodulusok, hogy
U <V is teljesiil. Ekkor VN (U+W)=(VNW)+U. Azaz a részmodulusok hdldja
moduldris hdlo.

Bizonyitds. Az allitast kolesonos tartalmazassal bizonyitjuk. A bal oldal egy tipikus
eleme v = u + w alakba irhato, ahol v € U,v € V,w € W. Atrendezve v — u = w
adodik, és mivel u € U <V, ezért w € V és igy w € VNW. Tehat v felirhato egy
U-beli és egy W N V-beli 0sszegeként.

Legyen most x a jobb oldal egy tetsz6leges eleme. Ekkor x egy w4t alakt elem,
aholu e Ueéste VNW. Mivel u € V és t € V is teljesiil, ezét valoban = € V. Igy
ueVnU+W). O



1.2. Modulushomomorfizmusok, homomorfizmus- és izomor-
fizmustételek

1.11. Definicié. Legyen M, N € Mod-R . Egy ¢ : M — N leképezés modulusho-
momorfizmus (réviden homomorfizmus), ha minden m,m’ € M és r € R esetén

o (m+mp=(m)p+ (m)p
o (mr)p = (m)er

teljesiil.

1.12. Megjegyzés. A kés6bbiekben a homomorfizmusokat jobbrél irjuk. Emiatt
egy 0 : L — M és egy ¢ : M — N homomorfizmus kompozicidja oo : L — M. Az
M-b6l N-be képez6 homomorfizmusok halmazat Hompg(M, N) fogja jelolni. Az R
index jeloli, hogy a halmaz elemei nem csupan Abel-csoport-homomorfizmusok, de
R-modulus homomorfizmusok is egyben. Koénnyd belatni, hogy Hompg(M, N) egy
Abel-csoport a pontonkénti Gsszeadésra, azaz ha ¢ + 1 az a homomorfizmus, amely
egy m € M elemhez a (m)y + (m)y elemet rendeli.
A ¢ : M — N homomorfizmus ker ¢ magja és im ¢ képe a

kero={meM | (m)p=0} ¢é ime={neN | ImeM:(m)p=n}

(szokéasos) modon definialt. Megjegyezziik, hogy ker ¢ mindig részmodulus M-ben
és im ¢ mindig részmodulus N-ben. Tovabba, ha K < M, akkor létezik olyan
homomorfizmus, amelynek a magja éppen K, ill. létezik olyan homomorfizmus,
amelynek képe éppen K. Valoban a p : M — M/K természetes homomorfizmus,
amelynél (m)u = m + K, ill. az ¢ : K — M természetes bedgyazas, amelyre
(k)t = k € M egy-egy ilyen.

Tetsz6leges M € Mod-R esetén egyértelmtien létezik egy M — 0 és egy 0 — M
homomorfizmus. Emiatt barmely M, N moduluspar kozott létezik egyértelmiien egy
kitiintetett M — 0 — N homomorfizmus, amelyet réviden csak 0 : M — N-nek
irunk. A jelolést alatamasztja, hogy M — 0 — N nem méas, mint a Homgz(M, N)
Abel-csoport 0 eleme.

1.13. Definicié. Egy ¢ : M — N homomorfizmus monomorfizmus, ha injektiv (¢ :
M »— N) és epimorfizmus, ha sziirjektiv (¢ : M — N). Ha ¢ injektiv és sziirjektiv
is, akkor izomorfizmus (¢ : M = N). Azt mondjuk, hogy M és N modulusok
izomorfak (jelben M = N, ha létezik koztiik egy ¢ : M — N izomorfizmus.

1.14. Allitas. A ¢ : M — N homomorfizmusra a kivetkezd tulajdonsdgok ekviva-
lensek.

(1) @ monomorfizmus;

(17) keryp = 0;
(131) tetszdleges B,y : L — M homomorfizmusok esetén, ha Bo = vyp, akkor B = ~;
(1v) ha B =0 valamely B : L — M esetén, akkor 5 = 0.

Bizonyitds. (i) < (i1): ha ¢ injektiv, akkor a 0 € NV Gsképe csak a 0 € M. Forditva,
ha (m)p = (m')p, akkor m —m’ € ker¢o = 0. (ii) = (iit): ha o € L, akkor
(x)(B =) € kerp = 0. Vagyis f = ~. (iii) = (iv): trividlis. (iv) = (ii): legyen [
a ker o — M természetes bedgyazas. Ekkor Sp = 0, a feltételek szerint pedig § =0
és igy kerp = 0. [



1.15. Allitas. A ¢ : M — N homomorfizmusra a kivetkezd tulajdonsdgok ekviva-
lensek.

(1) ¢ epimorfizmus;

%) im @ = N
( © ;

)
(131) tetszdleges B,y : N — L homomorfizmusok esetén, ha pf = vy, akkor = ~;
(1v) ha B =0 valamely 5 : N — L esetén, akkor B = 0.

Bizonyitds. (i) < (ii) a definicié szerint. (i) = (iii) és (iii) = (i) trivialis.
(tv) = (ii): legyen : N — N/im ¢ természetes homomorfizmus. Ekkor minden
n € N-re (n)pf = 0, a feltétel szerint emiatt 5 = 0, azaz im ¢ = N. ]

1.16. Allitas. A ¢ : M — N pontosan akkor izomorfizmus, ha egyértelmden létezik
eqy Y : N — M homomorfizmus, amellyel pip = idy; és v = idy.

Bizonyitds. Az elégségességhez vegyiik észre, hogy ¢ a ¢ inverze.

Ha ¢ egy izomorfizmus, akkor létezik egyértelmtien egy o' (halmaz) leképezés,
amelyre po~! =idy; és o 1y = idy. Meg kell mutatni, hogy ¢ modulushomomor-
fizmus is. Legyenek r,s € R és n,n’ € N tetszélegesek.

's)p

= (n)e~'r + (n)p's. O

(nr+n's)p N =nr+n's=((n)e 'r+ (n)p~
Mivel ¢ injektiv, ezért (nr + n's)p™!
Hasonléan az Abel-csoportok esetéhez, tetszéleges ¢ : M — N homomorfizmus
esetén, ha L < M, akkor o(L) = {({)¢ | ¢ € L} egy részmodulus im ¢-ben. Fordit-
va, ha N’ <im ¢ < N egy részmodulus, akkor a o '(N') = {m € M | (m)p € N'}
halmaz egy ker -t tartalmazé részmodulus. Tehat létezik egy kolcsonosen egyér-
telmid megfeleltetés az M-beli ker -t tartalmazo részmodulusok és az im ¢ rész-
modulusai kozott. Ezen felil igazak maradnak az Abel-csoportoknal megismert
homomorfizmus-, ill. izomorfizmus-tételek.

1.17. Tétel (Homomorfizmus-tétel). Tetszdleges p : M — N homomorfizmus ese-
tén M/ker p = im ¢.

Bizonyitds. Legyen v : M/kerp — im ¢ az a leképezés, amelyre (x + ker @)y =
o(z). A faktormodulus konstrukcidja alapjan v mivelettartd. Azt is latjuk, hogy
v sziirjektiv. Ezen tual, (z 4 ker ¢)vy pontosan akkor 0, ha = € ker ¢, tehat v jol
definialt és injektiv. O

1.18. Tétel (I. izomorfizmus-tétel). Legyen M € Mod-R tetszdleges és legyenek
U,V részmodulusai M-nek. Ekkor (U +V)/V=2U/UNV.

Bizonyitds. Legyen v : (U +V)/V — U/UNV az a leképezés, amelyre (u+ V)y =
u+UNV. Ismét vilagos, hogy v mivelettart6 és sziirjektiv. Most (u+V')y pontosan
akkor 0, ha u € V. O]

1.19. Tétel (II. izomorfizmus-tétel). Legyen M € Mod-R tetszdleges és legyenek
U,V részmodulusai M-nek, amelyekre U < V. Ekkor (M/U)/(V/U) = M/V.

Bizonyitds. El6szor is definidljuk a kovetkezd ¢ @ M/U — M/V leképezést ugy,
hogy (m + U)Y = m + V. Koénnyt ellenérizni, hogy ¢ homomorfizmus, amelynek
magja keryy = {m+V | m € U} = V/U. Az homomorfizmus-tétel alapjan

MV = (M/U)/kery = (M/U)/(V/U). B



1.3. Bimodulusok, endomorfizmusgyftirtk

Altalaban a Homp(M, N) halmaz Abel-csoport, de ennél t6bb nem mondhaté.
Ha azonban M vagy N (esetleg mindkettejiik) rendelkezdik tovabbi (modulus) struk-
turaval, akkor eléfurdul, hogy Hompg(M, N) szerkezete is gazdagabb. Egy egyszeri
példa, amikor R = A egy K-algebra, M és N pedig két A-modulus. A Hom (M, N)
ekkor nem csak Abel-csoport, de K-vektortér is, ha a A € K elemmel val6 szorzast
(m)(Ap) := (Am)p modon értelmezziik. Amint latni fogjuk ez a példa egy specialis
esete a bimodulusok és a Hom halmazaik kozott 1évé kapcesolatnak.

1.20. Definici6. Tegyiik fel, hogy R és S gytirti, M pedig egy Abel-csoport. Az
M egy R — S bimodulus (jelben rMg), ha egyrészt M egy bal R-modulus és jobb
S-modulus, méasrészt minden m € M,r € R és s € S elemekre (rm)s = r(ms)
fennall.

1.21. Példak.
e egy K test feletti vektortér K — K bimodulus.
e ha A egy K-algebra, akkor M € Mod-A esetén M egy K — A bimodulus.
e minden R-modulus egyben Z — R bimodulus is.

e az el6z§ harom példat altalanosan gy is mondhatjuk, hogy R, S gytirik ese-
tén, ha létezik egy S — Cen(R) gytirtthomomorfizmus, akkor minden R mo-
dulus egyben R — S bimodulusnak is tekinthetd.

e az R maga is egy R — R bimodulus.

1.22. Allitas. Legyenek R,S és T gyirik, az sMp és v+Ng bimodulusok. Ekkor
Hompg(M, N) eqy T — S bimodulus.

Bizonyitds. Vegylink egy tetszéleges ¢ : M — N homomorfizmust és definialjuk
elszor a T, ill. S elemeinek hatasat ¢-n. Legyen ty az a homomorfizmus, amely
egy m € M elemhez a t(m)p € N, mig ps az a homomorfizmus, amely m-hez a
(sm)y elemet rendeli.

Belatjuk, hogy ezzel Homg(M, N) egy bal T-modulus, hasonloéan igazolhato,
hogy Hompg(M, N) egyben jobb S-modulus is. Tegyiik fel, hogy m,m’ € M,r € R
és t,t' €T, illetve p, ¢ € Homg(M, N).

(m +m')(te) = (t(m +m))p = t((m+m')p) = t((m)p + (m')p) =
(

m')p) = (m)(te) + (m)(tp),
tovabba (mr)(te) = t((mr)p) = t((m)er) = (t((m)e))r = (m)(te)r (ahol az
utolso el6tti 1épésnél hasznaltuk, hogy M bimodulus). Tehat te valoban egy R-

homomorfizmus. Abbdl, hogy N egy bal T-modulus kénnyen adodik, hogy ¢(p +
) =to+ty és (t+t)p =to+t'p. Kell még, hogy (tt')p = t(t'y). Vagyis hogy

(m)((tt')p) = tt'((m)) = t(t'((m)(p))) = t((m)(t'p)) = (m)(t(t'p)).

Vegiil barmey s € S elemet valasztva (m)((tp)s) = (sm)(te) = t((sm)y)

(sm)(tp) = (m)((tp)s).

11l



1.23. Allitas. Minden R gydrid és Mg modulusa esetén

HOHIR(R, M) = HOHIR(RRR, MR) = MR.

Bizonyitds. Definidljuk a v : M — Hompg(R, M) leképezést gy, hogy m € M
esetén legyen (m)y = ¢, ahol is ¢, az a homomorfizmus, amelyre (1)¢,, = m.
Az igy megadott ,, egyértelmiien megad egy R — M homomorfizmust, hiszen
(r)¢ = (1)¢r minden r € R-re. Ezzel v egy R-modulus homomorfizmus, hiszen
(D@mim =m+m' = (Dom + (1)gm és (1)omr = mr = (1)pnr. Az pedig vildgos,
hogy v injektiv és sziirjektiv is. O]

1.24. Allitas. Tetszileges R gyiirt esetén az v : R — Homg(R, R), ahol (r)y azr
elemmel vald balszorzds, egy gydriizmorfizmus. Azaz R = Endg(R).

Bizonyitds. Vilagos, hogy v ebben az esetben egy R — R bimodulus- s6t gytirtiho-
momorfizmust ad R és Homg (R, R) kozott. O

2. Modulusok direkt 6sszege, direkt szorzata

A fejezet soran I mindig egy nem iires (esetleg végtelen) indexhalmazt jelent.
Bar nem sziikséges, de feltehetjiik, hogy I jol rendezett.

2.1. Direkt szorzat, kiils6- és bels6 direkt Osszeg

2.1. Definici6. Legyen {M; | ¢ € I} modulusok egy indexelt halmaza.

1. A Iy M; halmaz az M; alaphalmazok Descartes-szorzata. Tehat I1;c; M, egy
eleme egy I-n értelmezett M; értéki (m;);c; kivalasztasi fiiggvény. A Tl M,
halmaz R-modulussa tehets a komponensenkénti miiveletekkel. Azaz (m;);er+
(mh)ier = (m; + mb)ier és (m;)ierr = (Mmir)ier. Az igy értelmezett modulust
az M; modulusok direktszorzatanak nevezziik.

2. Jeldlje @ M; a 1l;c; M; direktszorzatnak azt a részmodulusat, amelynek egy
(m;);er pontosan akkor eleme, ha véges sok i € I kivételével m; = 0. Az igy
kapott részmodulus az M; modulusok (kiilsG) direkt dsszege.

3. Legyen N egy tetsz6leges modulus, amely elgall mint M; < N részmodulusai-
nak Osszege, emellett tegyiik fel, hogy minden i € I esetén Mzﬂ(z#j M;) = 0.
Ekkor azt mondjuk, hogy az N modulus az M; modulusok (belss) direkt &ssze-
ge. Ha I véges halmaz és N az M,; részmodulusainak direkt Gsszege, akkor az
N=M&...® M, (szokasos) jelolést is hasznaljuk.

2.2. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy M; # 0, akkor II;c;M; = ®;c;M; pontosan
akkor, ha I egy véges halmaz.

2.3. Tétel (A direkt szorzat univerzalitasa). Az M modulus pontosan akkor izomorf
az M;, 1 € I modulusok szorzatdval, ha minden © € I esetén létezik egy m; - M — M,
homomorfizmus, hogy tetszdleges o; : N — M; homomorfizmusok esetén eqyértelmi-
en létezik eqy v : N — M homomorfizmus, amelyre ym; = «; fenndll minden i index
esetén.



M%Mi

T4

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért feltehetjiik, hogy M = Il;c.;M;. Ekkor legyen
mi ¢ (Mmi)ier — m; az i. komponensre valo ,yetités”. Ezzel, ha «; adott, akkor
v:n— ((n)o,;)ier az egyetlen — a kivant feltételeket kielégité — homomorfizmus.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy M rendelkezik az allitasbeli tulajdonsagokkal.
Valasszuk N-et I1;c; M;-nek és a;-t az el6bb definialt (m;);e; —. Ekkor egyértelmiien
leteznek v : ;e M; — M és @ M — Il;c; M; homomorfizmusok, amelyekre ym; =

; és Ba; = ;.
I

M —— M;

Ezekb6l Sym; = m;. Viszont a feltételek szerint az M-hez és m; homomorfizmusokhoz
egyértelmien létezik egy ¢ : M — M, amelyekkel im; = m;. Az id,, identitas
leképezés pedig megfelel ennek az i-nek. Ebbdl adédik, hogy By = id,y, igy az 1.16.
Allitas miatt M = I1;c; M;. O

2.4. Tétel (A direkt Gsszeg univerzalitasa). Az M modulus pontosan akkor izomorf
az M;,i € I modulusok direkt dsszegével, ha minden i € I esetén létez v; : M; — M
homomorfizmus, hogy tetszdleges oy : M; — M homomorfizmusok esetén egyértel-
mien létezik eqy v : M — N homomorfizmus, amelyre 1;v = «; fenndll minden 1
index esetén.

N

Bizonyitds. Az egyik irdnyhoz ismét feltehetjiik, hogy M = @®;c;M;. Legyen ¢; :
M; — M az i. komponens bedgyazasa, azaz (m;)t; minden i-t6l kiilonb6z6 kompo-
nense ((m;)t;)ierm; = 0, mig ((m;)e;); = my. Ekkor a v @ (my)ier — Y, (mi)ay az
az egyetlen homomorfizmus, amely kielégiti kivant feltételeket.

A masik iranyra vonatkozo &llitas a direkt szorzatra vonatkozo analog tétel bi-
zonyotasa szerint elvégezhetd. O]

2.2. Modulusok direkt felbontasa

a
2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy N < M direkt 6sszeadanddja M-nek (N < M),
ha 1étezik olyan U < M modulus, hogy N @ U = M. llyen esetben az U-t az N
direkt kiegészitGjének hivjuk.

2.6. Definicio. Azt mondjuk, hogy az M modulus (direkt) felbonthatatlan, ha
M = M' & M" esetén M’ vagy M" maga az M.



2.7. Megjegyzés. Altalaban, ha N % M az N direkt kiegészitGje nem egyértelmd.
Példaul, ha M egy két dimenzios K feletti vektortér egy rogzitett by, b bazissal,
akkor az N = (by) altér direkt Gsszeadando és direkt kiegészitGje lehet az Uy = (by)
vagy Us = (by + by) altér is.

Megjegyezziik még, hogy egy N < M részmodulus pontosan akkor direkt 6ssze-
adando, ha direkt kiegészitGje is M valamely részmodulusanak. Tovabba, ha M =
N @& U, akkor M/U = N.

2.8. Allitas. Legyen N < M € Mod-R . Ekkor létezik M-ben olyan U részmodulus,
amelyre NNU = 0 és U mazimadlis erre a tulajdonsdgra nézve. Tetszdleges 0 < L <
M részmodulus esetén (N +U)N L # 0.

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi V = {V < M | VNN =0} halmazt. A halmaz
nem iires és a tartalmazasra nézve parcidlisan rendezett. Ha L egy lanc V-ben
akkor Y £ = UL szintén V-nek eleme. Ehhez elég latni, hogy egy > L-beli elem
{1 + ...+ £, alaka, ahol minden 1 < 7 < n esetén ¢; valamely L-beli halmazbol
valo, igy létezik egy legnagyobb L-beli L részmodulus, amely mindegyik /;-t és az
Osszegiiket is tartalmazza. Tehat, ha Y ¢, € N, akkor Y ¢; € LN N = 0. A
Zorn-lemma miatt V-nek van maximaélis eleme, ez lehet U.

Az allitas masodik feléhez tekintsiink egy V' < M részmodulust, és tegyiik fol,
hogy VNA(N+U) = 0. Ezzel viszont V4+UNN = 0és U < V+U, ami ellentmondana
U maximalis tulajdonsidganak. O

2.9. Allitas. Legyen N az M részmodulusa, tovibbd « - N — M a természetes
bedgyazdis. Az N pontosan akkor direkt dsszeadandd, ha létezik eqy m : M — N
homomorfizmus, amelyre vm = idy.

Bizonyitds. A sziikségességhez rogzitsiink egy U direkt kiegészitét N-ben és m-t
valasszuk az U szerinti természetes homomorfizmusnak. Ekkor 7w : (n,u) — n,
emiatt (n)ur = (n,0)m = n.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy valamely 7 : N — M-re vm = idy. Akkor
vilagos, hogy kervm = im ¢ Nkerm = 0. Elég megmutatni, hogy im ¢ + kerm = M.
Legyen m € M tetsz6leges. Ekkor (m)me € im ¢, tovabba (m — (m)m)m = (m)m —
((m)m)er = 0 miatt m — (m)me € ker m. Tehat m € im ¢ + ker 7. O

Megjegyezziik, hogy akircsak a direkt kiegészits, tgy a 2.9. Allitasban szerepls
7 homomorfizmus sem egyértelmi. Viszont egy U direkt kiegészitG egyértelmiien
meghatarozza m-t és viszont. Az természetesen vilagos, hogy akarhogy is valasztjuk
U-t, a kapott 7 egy epimorfizmus. S6t m minden esetben az ¢ gyenge értelemben
vett inverzének is tekinthets. Az ilyen tulajdonsigi homomorfizmusok kiemelten
fontosak a direkt felbontasok tanulmanyozasanal.

2.10. Definicié. Egy o : N ~— M monomorfizmusroél azt mondjuk, hogy felhasado
monomorfizmus, ha létezik olyan §: M — N, hogy af = idy.

Egy B8 : M — N epimorfizmusrol azt mondjuk, hogy felhasad6 epimorfizmus, ha
létezik olyan oo : N — M, hogy aff = idy.

A felhasado mono/epimorfizmus fogalmaval még egy jellemzés adhato M direkt
felbontasara vonatkozoan.

2.11. Allitas. Az aldbbi dllitdsok tetszdleges M, N € Mod-R esetén ekvivalensek:

(1) az N izomorf M eqy direkt dsszeadanddjdval;
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(17) létezik eqy oo : N — M felhasadd monomorfizmus;

(1ii) létezik egy B : M — N felhasadd epimorfizmus;

Bizonyitds. A 2.10. Definici6 jeloléseit és a 2.9. Allitas-t hasznalva, im a-t valasszuk
N-nek a még bizonyitando kdvetkeztetésekhez. O]

Arra jutottunk, hogy egy N részmodulus pontosan akkor direkt Osszeadando-
ja M-nek, ha van olyan ¢ (N-b6l M-be képezs) monomorfizmus, amely felhasad.
Azonositsuk N-et a ¢ altali képvel és rogzitsiink egy U direkt kiegészitét a hozza-
tartozo 7 (felhasadd) epimorfizmussal egyiitt. Akkor most azt is mondhatjuk, hogy
maz M = N & U direkt felbontashoz tartoz6 N komponensre vald vetités. Mas-
képp, M = N @ U felbontashoz egyértelmiien létezik egy m € Endgr(M), amelyre
kerm = U, imm = N és m az N elemeit fixen hagyja. Ez a direkt felbontas egy
ujabb jellemzéséhez vezet.

2.12. Definici6. Legyen R egy tetszlleges gytirt és e, f a gytri tetszbleges elemei.
Azt mondjuk, hogy e idempotens, ha ee = e? = e, az e primitiv idempotens, ha
e = e1 + ey esetén ey és ey csak gy lehet egyszerre idempotens, hogy valamelyikiik
a 0. Az e és f iempotensek ortogonalisak, ha ef = fe =0. Az ey, ..., e, ortogonalis
idempotensek halmaza teljes, ha e; + ... + ¢, = 1.

2.13. Lemma. Tegyiik fel, hogy , M € Mod-R és e € Endg(M) egy idempotens
elem. Ekkor (1 — e) is idempotens elem és

kere={meM | m=(m)(1—¢e)} =im (1 —e)
ime={meM | m=(m)e} =ker(l —e).

Ezen felil M = Me ® M(1 —e).

Bizonyitds. Mivel e* = e, ezért (1 —e)*> = (1 —e), tovabba e(1 —e) = (1 — e)e = 0.
Ezek szerint

ime<{meM | m=(m)e} <ker(l—e),
im(l—e)<{meM | m=(m)(1l—e)} <ker(l—e).

Az els6 tartalmazasok megforditasai mindig igazak. A masodik tartalmazashoz ve-
gyiik észre, hogy minden m € M felirhato mint (m)e + (m)(1 — e).

Az allitas masodik feléhez mar csak annyit kell megmutatni, hogy (M)en(M)(1—
e) = 0. Valoban, ha (m)e = (m/)(1 — e), akkor (m)e = (m)e* = (m')(1 —e)(e) =
0. [

2.14. Allitas. Legyen az M modulus eqy dirkekt felbontdsa M = N & U. Ekkor
egyértelmien létezik eqy e € Endg(M) idempotens, hogy N = (M)e ésU = (M)(1—
e).

Bizonyitds. Lattuk, hogy a felbontashoz pontosan egy olyan m € Endg(M) tartozik,
amire kerm = U,im m = N és minden n € N esetén (n)m = n. Vilagos, hogy =
idempotens, (M)m = N és a 2.13. Lemma szerint kerm = (M)(1 —7) = U. O

2.15. Allitas. Minden i € I esetén leqgyen M; < M. Az M pontosan akkor dll
eld mint az M; modulusok (belsd) direkt dsszege, ha létezik idempotens elemeknek
(sziikségképpen egyértelmt) {e; | i € I} részhalmaza Endg(M)-ben, hogy minden i
esetén
M, =ime; és ZMl = kere;.
J#i
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Bizonyitds. Az eddigiek alapjan vilagos, hogy az megadott tulajdonsagokkal ren-
delkezd e; idempotensek létezése sziikséges. Tegyiik fel, hogy léteznek a fenti e; €
Endg(M) idempotensek. A 2.13. Lemma szerint barmely ¢ index esetén im e; N
kere; = 0. Viszont (szintén a 2.13. Lemma miatt) im e; + kere; = M, tehat az M;
részmodulusok generaljak is M-et. O]

2.16. Kovetkezmény. Ha e; az M = @;M; felbontdshoz tartozo idempotensek,
akkor az e; idempotensek pdaronként ortogondlisak. Ezen felil minden 0 # m € M
esetén csak véges sok i € I index létezik, amelyire (m)e; # 0.

Bizonyitds. El6szor is, ha j # i, akkor M; < Ek# M, = kere;, azaz Mee; = 0
minden ¢ # j parra. Masodszor, minden m € M benne van M;-k generdtumaban,
azaz m € » . M;, vagyis m elGall mint egy véges m = m;, +...+m;, Osszeg. Ekkor
viszont, ha j # i, akkor (m)e; = 0. O

2.3. Gyitrik direkt felbontasa

2.17. Allitas. Az M modulus pontosan akkor dll eld M, . .., M, részmodulusainak
direkt osszegeként, ha létezik ey, ... e, € Endgr(M) ortogondlis idempotensek egy
teljes rendszere, hogy minden i-re im e; = M.

Bizonyitds. Legyen eq,...,e, idempotens az M = M; & ... ®& M, felbontashoz.

A 2.16. szerint eq, ..., e, paronként ortogonalis, masrészt m = (m)e; + ...+ (m)e,
minden m esetén, tehdt 1 =e; + ... + €,.

Forditva, ha eq,...,e, ortogonalis idempotensek teljes rendszere, akkor m =
(m)(ex+...4+e,) = (m)eg + ...+ (m)e,, masrészt M; = im e; és kere; = Zj# M;.
A bizonyitas befejezéséhez hasznéaljuk a 2.15. Allitast. m

A tovabbiakban az R gytri egy specidlis modulusanak, a (jobb) regularis Rg
modulus direkt felbontasat vizsgaljuk. ElGszor is fontos észrevenni, hogy minden
M < Rp egy jobbideal R-ben. Teh4t Rp minden felbontasa jobbidedljainak direkt
Osszegére vald bontas. Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy miként all kapcsolatban
egy modulus direkt felbontasa és bizonyos endomorfizmusai. Miel6tt tovabblépnénk,
emlékeztetiink, hogy az R mint jobb modulus elemein egy r elemmel valo szorzas az
Rpr egy endomorfizmusa és minden (modulus)endomorfizmusa Rz-nek egy alkalmas
r elemmel valo balszorzasnak tekinthetd (1.24. Allit4s). Emiatt, ha a ¢ € Endg(Rg)
endomorfizmus hatasat mindig a neki megfelel6 r € R elemmel val6é balszorzasként
irjuk.

2.18. Lemma. Az Ry tetszdleges Rp = @;erM; direkt felbontdsa esetén véges sok
olyan 1 € I index létezik, amelyre M; # 0.

Bizonyitds. Vegyiik az Rgr = @1 M; felbontéshoz‘tartozé e; idempotenseket (2.15.).
Ekkor e;1 csak véges sok i esetén nem 0 (2.16.). Am M; =im e; = Re; = Re;1. [

2.19. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy bar az Ry direkt felbontasaiban a
nem 0 tagok szama mindig véges, elGfordulhat, hogy egy rogzitett R gyird esetén
az Rr nem 0 direkt 6sszeadandodinak szama nincs korlatozva.

2.20. Tétel. Az Rp pontosan akkor dll el6 az My, ..., M, balidedljainak direktissze-
geként, ha létezik eq, . .., e, ortogondlis idempotensek teljes rendszere R-ben, amelyre
Mi = eiR.

Ezen felil, az R = M; & ... ® M, pontosan akkor gyird direkt felbontds, ha
e; € Cen(R) minden i-re.
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Bizonyitds. Az allitas els6 része kovetkezik az 1.24. és 2.17. Allitasbol. A mésodik
részben az elégségesség egyszertien adodik abbol, hogy ha minden e; centralis, akkor
barmely ¢ indexre Re;R = e; RR = ¢; R tényleg ideal. A sziikségességhez tegyiik fel,
hogy minden i-re M; idedlja R-nek. Ezzel, ha ¢ # j, akkor M;M; C M; N M; = 0.
Tetsz6leges r € R esetén r = eyr + ...+ e,r = Z?Zl e;r;, ahol e;r = r;, ha i # j.
Masrészt r =Y o | 1 >j€ = Yo ri€;. Azaz minden r € R el6all mint Y . | e;re;,
ami az Osszes e;-vel felcserélhetd. O]

2.21. Lemma. Legyen e;,e; az R gyirid idempotens elemei. FEkkor létezik egy
Hompg(e; R, e;R) =2 e;Re; Abel-csoport-izomorfizmus.

Bizonyitds. Tekintsiik azt a v : Homp(e; R, e;R) — e;Re; hozzarendelést, amely egy
¢ € Hompg(e; R, e;R) homomorfizmushoz az (e;)¢-t rendeli. Mivel (e;)p € e;R és
(ei)p = (eie;)p = (e;)pe;, ezért valoban (p)y € e;jRe;. A v és a Homp(e;R, e;R)-
beli 6sszeadas definiciojabol azonnal kovetkezik, hogy v egy Abel-csoport-homomor-
fizmus.

Tegyiik fel, hogy (p)y = 0, vagyis (e;)p = 0. Ekkor tetszéleges r € R esetén
(e;m)p = (e;)r = Or = 0, tehat ¢ = 0, amibdl azt kapjuk, hogy 7 injektiv. Legyen
most r € e;Re; tetszGleges. Akkor a ¢ : e; — r hozzarendelés (egyértelmien)
meghatéaroz egy e;R — e; R modulus-homomorfizmust. Ezért v sziirjektiv is. O

2.22. Allitas. Tegyiik fel, hogy az Rr = ©F_M; az R reguldris modulusdinak egy
direkt felbonthatatlan komponensekre vald bontdsa. Legyen G = (V,E) az a grif
amelynek csicshalmaza az {1,2,...,n} indechalmaz és él kot dssze eqy i, j pontpdrt,
ha Homp(M;, M;) # 0 (vagy Hompg(M;, M;) # 0). Legyenek a Ky,...,K; az igy
kapott G grdaf oOsszefiiggd komponensei. Ekkor minden 1 < j < t esetén a B; =
Diek, M; az R gyirid idedlja, s6t By, mint gyird, direkt felbonthatatlan.

Bizonyitds. Legyen K a G graf egy komponense, és B a hozzatartozé balideal.
Az allitas elsG feléhez elég megmutatni, hogy RB < B. A 2.21. Lemma szerint
Hom(e; R, e;R) = 0 akkor és csak akkor, ha e;Re; = 0. Ezt és a 2.20. Tételt felhasz-

nalva
RB=Y M;Y M;=)Y ¢R> eR+Y e;R> eR
=1

Jjex jex ek JjEK ek
RB Ej%lc ejRe; R=0

iek

adodik, vagyis B valoban ideal.

Megmutatjuk, hogy B felbonthatatlan. Legyen B = I} @ I, gytri direkt Osszeg.
Az f = Zje,c e; a B-ben egység. Legyen Iy = fiR és Iy = foR, ahol f = fi + f5 az
f egy ortogonalis idempotensekre valé bontasa. Minden j € K indexre az fM; =
fiM; ® foM;, &m mivel M; felbonthatatlan, vagy fiM; = 0 vagy foM; = 0. Ez K-
nak egy tovabbi diszjunkt K = K'UK" felbontasat adja. Ez altal irhatjuk, hogy I; =
DjexrMj és Iy = e M. A K a G egy Osszefiiggs komponense volt, ezért talalhato
olyan i € K' és j € K", amelyekre Homp(M;, M;) # 0 vagy Hompg(M;, M;) #
0. Feltehetjiik, hogy az el6z6 all fenn. Akkor viszont 0 # e;Re; C I; N Iy, ami
ellentmondas. [

2.23. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy az Rp = @} {M; az R reguldris modulusd-
nak egy direkt felbonthatatlan komponensekre vald bontdsa. Legyenek B;-k a 2.22. Al-
litasban definidlt grdf kilonbozd komponenseihez tartozo felbonthatatlan idedlok. Fk-
kor R = By & ... ® B, gyidrik izomorfizmusa, a B;-t az R gyird eqy blokkjdnak
nevezzik.
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3. Szabad-, projektiv- és injektiv modulusok

3.1. Definicié. Legyen X az M modulus elemeinek egy részhalmaza. Az M az
X Aaltal generalt szabad modulus, ha barmely N € Mod-R és ¢ : X — N hal-
mazleképezés esetén egyértelmtien létezik egy @ : M — N homomorfizmus, hogy
?lx= .

Egy M modulus szabad, ha valamely részhalmaza szabadon generéalja.

3.2. Tétel. Az M € Mod-R pontosan akkor szabad, ha M = @;c;Rr valamilyen I
index halmazra.

Bizonyitds. El6szér megmutatjuk, hogy @,c;Ri tényleg szabad. Egy ¢ index esetén
legyen z; € Ri az az elem, amelynek az ¢. komponense 1 a tobbi pedig 0. Meg-
mutatjuk, hogy X = {z; | i € I} egy szabad generatora @;crRgr-nek. Legyen
¢ : X — N tetszbleges halmaz leképezés. Minden m € @;c; Ry egyértelmten irhato
> wir; alakba, igy a @ 0 >, xiri = Y (x;)r; = N leképezés egy homomorfizmus.
Az m € @1 Ry egyértelmi felirdsa miatt © is egyértelm.

A mésik iranyhoz rogzitsiink egy Y = {y; | i € I} C M szabad generatort M-
ben. Legyen F' = @;c;Rp. Legyen ¢ : Y — F az a halmaz leképezés, amely y;-t
az el6bb definialt z; elembe képezi. A feltétel szerint ¢ kiterjed egy p : M — F

homomorfizmussa. Ez sziikségképpen sziirjektiv, hiszen {x; | ¢ € I} az F egy
generatora. Viszont ¢ injektiv is, mert ha (Ziel ym-) ¢ =0, akkor >, x;r; = 0,
emiatt pedig r; = 0 minden i-re, az z;-k fiiggetlensége miatt. O]

3.3. Definici6. A P € Mod-R projektiv, ha tetszéleges o« : M - N és : P — N
homomorfizmusok esetén létezik v : P — M homomorfizmus, amivel ya = (.

M—2sN

3.4. Allitas. Bdrmely R gyirt felett

1., bdrmely F szabad modulus projektiv;

2., ha P projektiv, akkor minden direkt dsszeadanddja is projektiv;

3., projektiv modulusok direkt 6sszege is projektiv.

Bizonyitds. El6szor is legyen F := F(X), ahol X = {x; | i € I} szabad generator.
Rogzitsiink egy o : M — N és f: F(X) — N homomorfizmust. Mivel « sziirjektiv,
ezért minden (z;)3 € N elemnek létezik egy m; 6sképe M-ben. Legyen ¢ : X —
M az a halmazleképezése, amelyre (z;)¢ = m;. Ez kiterjed egy ¢ : FF — M
homomorfizmussa. Véalasszuk ¢-t y-nak. Ekkor barmely z; generatorra (z;)ya =
(x;)pa = (m;)a = B(x;). Mivel x; elemek generaljak F-et, ya = 3 adodik.

Masodszor tegyiik fel, hogy P projektiv modulus el6all mint P = U @& V. Rogzit-
sink egy a : M — N és 8 : U — N homomorfizmust. Ha ¢+ : U — P a természetes
beagyazas, akkor a 2.9. Allitas szerint létezik egy 7 : P — U, hogy vm = idy. Mivel
P projektiv,
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létezik egy 6 : P — M homorfizmus, amire da = 7. Viszont akkor tda = w8 = .
Tehét 16 valaszthatd y-nak.

A harmadik allitashoz legyen P; projektiv modulus minden ¢ € [ esetén. Ké-
pezzilk a P = @;cr direkt Osszeget és rogzitsiink egy o : M — N és f: P —- N
homomorfizmust. Vegyiik a direkt Gsszeg univerzalitasa (2.4. Tétel) szerint létezs
t; - P — P homomorfizmusokat. Mivel minden P; modulus projektiv,

P,

///JLi

07‘\ p

it

M2 N

ezért léteznek a; : P; — M homomorfizmusok, amelyekkel v;a = ;5. Szintén direkt
Osszeg univerzalitisa miatt l1étezik egy egyértelmi v : P — M homomorfizmus, hogy
minden ¢ esetén ;v = ;. Ez a v a keresett, hiszen v,a = ;7o = ;5. Azaz mind
~vya, mind S kommutativva teszi a

Li
bPi——P
O\ [ B=av
g L
N
diagramot, a direkt 0sszeg univerzalitisa miatt, azonban ekkor ay = . O]

3.5. Allitas. Tetszdleges P modulusra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(1) P projektiv;
(1) minden oo : M — P felhasadd epimorfizmus, és M = ker a & P;

(1ii) a P egy direkt dsszeadanddja valamely szabad F modulusnak.

Bizonyitds. (i) = (it) : legyen P projektiv és tekintsiik az alabbi diagramot.
P
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A feltételek szerint ya = idp, tehat a felhasadé epimorfizmus és a 2.9., ill. 2.11.
Allités alapjan M = ker o & P.
(13) = (zit) : Minden modulus homomorf képe egy szabadnak, azaz létezik egy

@
F = ®;e;Rr — P epimorfizmus. (i7) szerint, ekkor P < F.
(7i1) = (i) : a 3.4. Allitas els6 szerint F' projektiv, mig az allitas harmadik része

®
miatt a P < F' direkt 6sszeadandoja szintén az. O
3.6. Megjegyzés.

e Minden K feletti vektortér projektiv (K -)modulus.

e Egy M Abel-csoport pontosan akkor projektiv, ha szabad, hiszen szabad Abel-
csoport részcsoportja is szabad.

e Ahogy kés6bb latni fogjuk, ha A egy véges dimenzios K-algebra, akkor minden
projektiv. modulusa elgall, mint A, felbonthatatlan direkt Gsszeadandoinak
egy direkt Osszege.

e Legyen Rp = P, @ ... @ P, a regularis modulus egy direkt felbontasa, ahol
minden ¢ indexre P; = e;R és {e; | 1 < i < n} ortogonélis idempotensek egy
teljes rendszere (Id. 2.20.). A 3.4. Allitas szerint az P; modulusok projekt-
ivek. Tegyiik fel, hogy minden i-re P; felbonthatatlan. Ekkor minden végesen
generélt P projektiv R-modulus el6all mint egy P; modulusokbol allo (sziik-
ségképpen véges) direk tosszeg. Specidlisan minden felbonthatatlan projektiv
R-modulus valamelyik P;-vel izomorf. Legyen ugyanis P € mod-R projektiv.
Ekkor P homomorf képe egy végesen generalt szabad modulusnak, azaz létezik
egy ' = @§':1RR —» P epimorfizmus. A 3.5. Allitas miatt ekkor P az F direkt

osszeadandoja és a Krull-Shmidt-tétel miatt P = @, P/

3.7. Definici6. A @ € Mod-R injektiv, ha tetsz6leges a: M — N és : M — Q
homomorfizmusok esetén létezik v : N — @) homomorfizmus, amivel ay = .

M—25 N

3.8. Allitas. Bdrmely gyird felett

1., eqy injektiv modulus direkt dsszeadanddja is injektiv;

2., injektiv modulusok direkt szorzata szintén injektiv.
Bizonyitds. El6szor is legyen a () injektiv modulus egy direkt felbontésa Q = U V.
Tekintsiink egy o : M — N és egy M — U homomorfizmust. Legyen ¢ : U — @ a

természetes bedgyazas és legyen m: Q) — U az U @ V felbntashoz tartozo felhasado
epimorfizmus (2.9.). Mive @ injektiv,
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ezért 1étezik egy 6 : N — @, amivel f1 = ad. Vélasszuk -t dm-nek, igy ay = adm =
Bur = .

A masodik allitdshoz tegyiik fol, hogy a ); modulus minden ¢ € I index esetén
injektiv. Jelolje @ a Q); modulusok I1;c;Q); direkt szorzatat, és legyen oo : M — N ill.
B M — Q tetszbleges. Tekintsiink egy ¢ indexet és az indexhez tartozé m; : Q) — Q;
homomorfizmust (Id. 2.3. Tétel). Hasznaljuk, hogy Q; projektiv,

M—25 N

/

Uy /
/
/

Q

igy kapjuk, hogy léteznek v; : N — ); homomorfizmusok, amelyekkel fm; = av;. A
direkt szorzat univerzalitdsa miatt, 1étezik egy egyértelmid v : N — ) homomorfiz-
mus, amellyel ym; = 7; minden ¢ indexre. Igy mind o, mind § kommutativva teszi
a

M

e %

diagramot. A direkt szorzat univerzalitidsa miatt azonban ez a homorfizmus egyér-
telmi, tehat ay = 5. O
3.9. Allitas. Tetszéleges Q modulus esetén az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(1) a Q modulus injektiv;

(17) bdrmely o : QQ — M monomorfizmus felhasado.

Bizonyitds. (i) = (ii): tegyiik {61, hogy @ injektiv és tekintsiik az alabbi diagramot.

Q’LN

-,

idQJ
- 20

Ik

Q
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A diagram kommutativ, vagyis oy = idg, azaz o felhasadé monomorfizmus.
(1) = (i): Legyen a : M »— N és 5 : M — @ tetsz6leges. Tekintsiik az «, 8
altal meghatarozott (in. push-out) diagramot,

M—2s N

| s

Q — U
L2
aholU = (N®Q)/{((m)a,—(m)B) | me M}, ésaiy; azn € N elemhez az (n,0),
mig 7o a ¢ € Q-hoz a (0,q) mellékosztalyt rendeli. Ezzel a diagram kommutativ,
hiszen tetszéleges m € M-re (m)ai; — (m)Biy az ((m)a, —(m)F) mellékosztaly, ami
a 0 az U-ban. Megmutatjuk, hogy i, injektiv. Ha ¢ € Q) € keri,y, akkor létezik
olyan m € M, hogy a (0,q) = ((m)a, —(m)5). Az elsé komponens egyenlGsége
miatt 0 = (m)a, de « injektiv, tehat m = 0 és igy ¢ = 0. Az (i) feltétel szerint 7y
felhasad6 monomorfizmus, ezért van egy 7 : U — @), amellyel tom = idg. Valasszuk
v-t tym-nek. Erre aiym = Biom = . O

3.10. Allitas (Baerkritérium). Legyen Q egy R-modulus. A Q pontosan akkor
ingektiv, ha tetszdleges o : M — R és B : M — Q) esetén van olyan v : R — @), hogy
ay = 0.

3.11. Definici6. Legyen M € Mod-R . Azt mondjuk, hogy M oszthato, ha barmely
m € M és 0 #r € R estén az m = xr egyenlet megoldhatdé M-ben x-re.

3.12. Allitas. Egy Z-modulus pontosan akkor injektiv, ha oszthatd.

Bizonyitds. Legyen () egy injektiv Abel-csoport, n € Z barmely egész. Tekintsiik
az alabbi diagramot.

nZ ——7

Jelolje ¢ a (n)f elemet. Az z = (1)y megoldasa az xn = ¢ egyenletnek.

Forditva, ha @ oszthato, akkor tetszéleges n € Z, v, : nZ — Z természetes
bedgyazas és q € () esetén az nx = q egyenletnek van egy h € () megoldasa. Igy, ha
f :nZ — @ olyan, hogy (n)5 = g, akkor legyen v : Z — () az a homomorfizmus,
amelyre v : 1 +— h. Ezzel 1,7 = . O

3.13. Megjegyzés.

e Konnyi belatni, hogy az oszthatd Abel-csoportok direkt osszege, faktora szin-
tén oszthatd Abel-csoport. Igy, bar altalaban injektiv modulusok direkt &ssze-
ge nem injektiv, az Abel-csoportok esetén mégis.

o A Q és Zy- Abel-csoportok injektivek.

o Az Abel-csoportok korében az injektivek pontosan QQ és Z,~ faktorainak direkt
0sszegei.

e Ha A egy véges dimenzi6s K-algebra, akkor minden injektiv A-modulus véges
dimenzios injektiv modulusok direkt Osszegére bomlik.
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4. Grafalgebrak

Ebben a fejezetben definidljuk véges dimenzios algebrak egy relevans osztalyat,
megadjuk az ezen algebrakhoz tartozé6 modulusok egy lehetséges (grafikus) abrazo-
lasat. Legyen I' egy véges irdnyitott graf, azaz I' véges sok pontbol és véges sok
nyilboél all, tébbszords élek, hurkok esetlteg el6fordulhatnak. Ekkor a KT algebra
egy bazisat adjak a I'-beli iranyitott sétdk, beleértve a 0 hosszi utakat is. Egy
u és v séta uv szorzata legyen 0, ha u végpontja nem egyezik v kezdGpontjaval,
kiilonben pedig uv legyen a két séta ,0Osszeillesztése”. Ez a miivelet nyilvanvaloan
asszociativ a baziselemekre nézve. A szorzast KT Osszes elemére (azaz a T'-beli sé-
tak K egyiitthatos formalis linearis kombinacioira) disztributivan kiterjesztve egy
K-algebra struktarat kapunk.

4.1. Példa. Tegyiik fel, hogy a I' grafot az alabbi harom pont és harom nyil alkotja.

«
1] ¢ — e 2

A

A KT bazisa {ej,es, e3,a, (3,7, 87}, ahol e; az i. ponthoz tartozé 0 hossza t.
Néhéany elempar szorzata: ae; = 0 vagy (e1+ex+e3)(f+7v) =e1f+esy+0=5+7.
Altaldban is a 0 hossza utak Gsszege az algebra egység eleme.

4.2. Allitas. Legyen I egy n ponti grdf, e; azi. ponthoz tartozd 0 hosszi iut. Ekkor
KTU'kr = @6, KT és P, = e; KI' projektiv.

Bizonyitds. Az allitas kozvetlen kovetkezmeénye a 2.20. Tételnek, hiszen Y ), e; = 1
és e;e; = 0, amint @ # j.

4.3. Példa. A 4.1. Példaban P, = e; KT' = (e;-b6l indulé utak) = (eq, o, 3), ugyan-
igy P = (ea) s végiil Py = (e3,7).

4.4. Megjegyzés. Elsfordulhat, hogy KT végtelen dimenziés. Példaul, ha I" az

alabbi
Yot

egypont graf egyetlen egy nyillal, akkor KT' = K (e, o, 0?,...) = K|a]. Altaldban
KT pontosan akkor véges dimenzios, ha I' véges és (iranyitott) kormentes.

4.5. Definici6. Legyen KT', a KT algebra beli pozitiv hosszi sétak generatuma.
Azt mondjuk, hogy az I < KI' megengedett, ha

I C(KT,)? és 3m: (KT.)"CI.

Egy A algebra grafalgebra, ha egy véges I' grathoz tartozé KT algebranak egy meg-
engedett [ idedl szerinti KT'/I faktora.

4.6. Megjegyzés. Minden grafalgebra véges dimenzios.
4.7. Példak.
1., Legyen I' az aldbbi graf.
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1 .L.Q/B
2

A KT egy bézisa {e,e1,aB* 3¢ | k,{ € N}. Ha I = (ap? %) és A= KI'/I,
akkor A = (e}, ez, a0, B,af3, B?) és dimg A = 6.

2., Tekintsiik a kovetkezs IV grafot, és a KT'-nek I' = (ay, fa — 7?) idealjat.
Ebben az esetben a KT'/I" egy bazisa {e1, e, a, 3,7,7* = Ba,v8, a8, Baf},

igy dimg KI"/I' = 9.
«
1 0<:>0:>’Y
B9

Azt, hogy a grafalgebrak mennyire tag részét képezik a véges dimenzios algebrak
osztalyanak, az alabbi 4.8. Tétel mutatja. ElGszor is megallapitjuk, hogy ha A
egy véges dimenzios algebra, akkor A, mindig felbomlik véges sok felbonthatatlan
jobbideal direkt dsszegére. Egy ilyen direkt felbontashoz mindig tartozik {ey,...,e,}
ortogonalis idempotensek egy teljes rendszere (2.17.), amelyekkel a felbontés

Ap=Ae; @ ... P Ae,,

és a Krull-Schmidt—tétel szerint minden felbonthatatlanokra torténd felbontas ezzel
ekvivalens. Ha az e; A modulusok paronként nem izomorfak, akkor azt mondjuk,
hogy A egy béazis algebra.

4.8. Tétel (Gabriel-tétel). Ha A egy véges dimenzids bdzis algebra a K algebrailag
zart test felett, akkor létezik eqy T véges graf és KU algebrinak eqy megengedett [
idedlja, hogy A= KT'/I.

4.1. Loewy—diagramok

A tovabbiakban a grafalgebrak feletti modulusok egy lehetséges megadasat is-
mertetjiik. Tegyiik fel, hogy A = KT'/I egy graf algebra gy, hogy I' pontjai 1, ..., n,
a pontokhoz tartoz6 idempotensek ey, ..., e,. Legyen M € Mod-A és tekintsiik M
nek az alabbi (vektortér) direkt felbontasat.

M:M1:MZ@:@M€¢:@M¢.

i=1

Azt vizsgaljuk, hogy az A elemei hogyan hatnak az M, altereken. Ehhez elég meg-
adni az A-beli (nem 0) nyilak hatésat. Minden « nyil esetén az o hatésa egy linearis
M — M leképezés. Ha « : 1—j, akkor az a-val valé szorzas hatasara

M -5 Mo C Mj, azaz M; = M; és M, C ker a, Vk # i.
Valasszunk (ha lehet) egy-egy alkalmas bazist az M; alterekben. Célunk a nyilak ha-
tasanak lefrasa amennyire csak lehet. A legszerencsésebb, ha tgy valasztunk béazist,

hogy minden nyil minden bézis elemet béaziselembe vagy 0-ba visz. Az is vilagos,
hogy elég M felbonthatatlan direkt Osszeadandéin megadni a nyilak hatésait.
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4.9. Példa. Tekintsiik a 4.7. els§ példajat, tehat A = KT'/I, ahol a I’
1 e L 036
2

és I az (af3?, 3%) ideal. Legyen M = A, a regularis modulus, valasszuk M; = Aje
és My = A ey bazisdnak az {e1} és {ea, v, a3, 8, 3°}. Ezzel Ay Loewy diagramja

e1 €9
al 5|
Ax= a & p
S
ap B

ahol a be nem rajzolt nyilak hatédsa 0. Tovabb egyszertisithetjiik a diagramot, ha a
bazis elemek helyett csak azt tiintetjiik fel, hogy az adott bazis elem milyen indext
M; altérbdl valo.

(07

1
| s
Ax= 2@
|
2

B B

DN — DN — N

S6t, ha egyetlen ¢ — j tipusu nyil létezik (mint a jelen példanal is), akkor a jelolés
még tovabb egyszertisithetd,

1 2
Ax= 2 @& 2
2 2

ha megéllapodunk abban, hogy a nyilak iranyitasat lefelé gondoljuk.

Tehat egy M modulus rogzitett bazisahoz irhatjuk fel egy Loewy-diagramjat. A
diagramrol sok informéaci6 olvashato le. Lathatjuk a modulus K-dimenzi6ja, bazis-
elemek altal generalt részmodulusai és az ezek szerinti faktorok, de egy kompozicio
lanc is konnyen kaphatd. A példankban az e; A modulus « &ltal generalt rész mo-
dulusa

1
(2\ és az altala vett faktora
2

N DN

/ 2 = 1, ami egy egyszerti modulus.
2
Az e; A modulus egy kompoziciolanca

0 <2< (<

2
2

N DN =

ahol a faktorok egyszeriiek, hiszen 1-dimezniésak. Vegyiik észre, hogy barmely S
egyszert modulushoz pontosan egy ¢ index létezik, hogy S = Se; és Se; = 0, ha
i # j. Emellett minden a € KT, /I elemmel Sa = 0.
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Még mindig az A algebra f6l6tt vegyiik azt az N (3-dimenzios) modulust, amely-
nek Loewy-diagramja
1 o B 2
N= X
2
Az N valéban egy A-modulus, megkaphatjuk az A,/A4(a — ) faktormodulusként.
Latjuk, hogy az x N vektortér az Ny & Ny vektorterek direkt osszege, dimg N, = 1
és dimg No = 2. Legyen Ny = (b1) és Ny = (c1,¢2) a Loewy-diagramhoz tartozo
bazisok, azaz
by 3 C1
N= X
C2
Ekkor az «, ill. 8 nyil (mint Ny — N, ill. Ny — N, lineéris leképezés) hatésa
megadhato az
0 1
3]
—

a: N2 N, o8N, N,

matrixos alakkal is.
A teljesség kedvéért a 4.7 masodik példajaban szerepls algebra regularis mo-
dulusénak Loewy—diagramjat is felirjuk. Ebben az esetben B = KI'/I'; ahol T”

az
6]
)
B9

graf és az I' ideél az (ay, By —7?). A Bp Loewy—diagramja pedig

1.2
@ 2

1

Bp =

[N

Megjegyezziik, hogy a modulusok homomorfizmusai is konnyen kovetheték Loewy—
diagramjaikon. Altalaban, ha ¢ : M — N egy A-modulusok k6zotti homomorfiz-
mus, az M =M, ®...® M, ésaz N =N, & ... & N, a két modulus ¢; € A idem-
potensek szerinti vektortérfelbontésa, akkor minden 1 < i < n esetén im ¢ |p, < N,
hiszen ha m = me;, akkor (me;)p = (m)pe; € N;. Ez a diagramok esetén azt jelen-
ti, hogy adott indexi altér csak ugyanolyan indext altérbe képzGdhet, és emellett
természetsen a nyilak hatasara tovabbra is tekintettel kell lenniink.

4.10. Példa. Legyen A ismét a 4.7 els§ példajaban 1évg algebra, azaz

1
M=19 ¢é N= 1.2
2
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Adjuk meg az M — N, illetve N — M modulus homomorfizmusokat! Ehhez el&szor
célszert felirni a diagramokhoz tartozo bézist, azaz

Lathatjuk, hogy M ciklikus modulus, amelyet generdl by, ezért elég egy homomor-
fizmus megadasahoz b; képét megadni. A by bazis elem M;-bdl vald, ezért képe csak
Ny = (b)), lehet. Egy ¢ (nem 0) homomorfizmus esetén tehat (by)p = Ab|, valamely
A € K\ {0}-ra, emiatt (c;1)p = (bya)p = (b1)pa = A} és ugyanigy (c2)¢ = 0.

Forditva, vizsgaljuk most az N — M homomorfizmusokat. Most a b] elem
képe csak (by)-beli lehet. Tegyiik fol, hogy ¢ : N — M olyan, hogy (b)) = Ay
valamilyen A\ € K skalarra. Akkor azt kapjuk, hogy 0 = (0jaB)y = (b))vap =
Abiafl) = Aey. Vagyis A csak 0 lehet. Emiatt, barmely ¢ : N — M esetén b € ker ¢
és persze ¢, szintén ker ¢-beli. A ¢; az Ny altérbél valo, emiatt (¢})w € My = (1, ¢a),
azaz ()Y = Ac1 + Aaco megfelels \; € K skalarokkal. Viszont akkor (¢} 8)Y = Aico
és ¢) € kerty miatt Ay = 0. Tehat (¢})y = Ay lehet csak.

5. Jacobson—radikal és féligegyszertiség

5.1. Maximalis részmodulusok, egyszert modulusok

5.1. Definici6. Az N < M modulus maximalis, ha N # M és ha N < L < M,
akkor L = M vagy L = N.

5.2. Lemma. Ha S egy egyszerd modulus, akkor minden 0 # ¢ : S — M homo-
morfizmus mono és minden 0 # ¢ : M — S homomorfizmus epi.

Bizonyitds. Mind ker ¢, mind im 9 részmodulusok S-ben. [

5.3. Lemma. FEgy S modulus pontosan akkor eqyszeri, ha Rgr eqy maximdlis U <
Rp részmodulus szerinti faktordval izomorf.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy minden modulus maximalis részmodulusa szerint vett
faktora egyszertd. Igy elég azt belatni, hogy ha S egyszert, akkor elgall Rr homomorf
képeként. Ha 0 # s € S, akkor sR egy nem 0 részmodulus S-ben, amely — S
egyszeriisége miatt — maga az S. Tehat S ciklikus is, és ezért az Rz homomorf képe,
hiszen ¢ : 1 — s egy sziirjektiv Rgr — S homomorfizmust definial. [

Megéllapithatjuk, hogy az egyszerid modulusok és a maximalis részmodulusok
kapcsolatban allnak. Fontos kérdés, hogy egy..

5.4. Allitas. Ha S, ..., S, pdronként nem izomorf eqyszerd modulusok, akkor 1é-
tezik o : Rp — S1 @ ... & Sy, epimorfizmus.

Bizonyitds. Tekintsiik az Sy, ..., Sy, (indexelt) egyszert modulusok II7, direkt szor-
zatat. Mivel az indexhalmaz véges, II'" | = @ ,. Az 5.3. Lemma szerint mindegyik
S; az. Rp egy alkalmas faktora, azaz léteznek . R — S; epimorfizmusok. A direkt

szorzat univerzalitasat (2.3.) hasznalva
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m T .
je19 = 11315,
™

EL N %

Rg

S

talalunk olyan 7 : Rg — @}.;S; homorfizmust, amellyel om; = ;. Lathatjuk,
hogy im ¢-nek minden S; homomorf képe, tehat minden i-hez van egy maximalis
0 < Ucim ¢ < @7, S, hogy im /U; = S;. Minden 0 < U<im ¢ az im ¢ egy
kompozicidlancava finomithat6, mivel im ¢ < 0 < U<im ¢, ezért minden ilyen lanc
véges is. A Jordan-Holder—tétel szerint im ¢ minden kompoziciélanca ugyanolyan
hosszii és ugyanolyan faktorokat tartalmaz. Igy im ¢ barmely kompoziciélanca az
Osszes S;-t tartalmazza kompoziciofaktorként, emiatt a hossza legalabb m, és mivel
im ¢ < @JL,5;, ezért im ¢ kompoziciohossza legfeljebb m. Ebbdl im ¢ = @7, 5;
adodik.

5.5. Allitas. Bdrmely R gyiri esetén, ha N az M végesen generdlt modulus eqy
részmodulusa, akkor N benne van M egqy maximdlis részmodulusdban.

Bizonyitds. Legyen az M modulus egy generatora {my,...m,} és K < M tetszdle-
ges részmodulusa. Tekintsiik az NV = {K < N | N # Rz} halmazt. Ez egy nem
iires halmaz , amely a tartalmazésra nézve parcidlisan rendezett. Vegyiink egy L
lancot AV-ben. Ennek Y~ £ = UL egy felss korlatja és benne van N -ben, ugyanis ha
UL = M pontosan akkor, ha UL tartalmazza az mq,...,m, generatorokat. Mivel
a generatorok szama véges, ezért ebben az esetben van olyan L € £, hogy minden
m; € L. Akkor viszont M =Y, m;R < L volna, ami ellentmond L € N -nek. Esze-
rint £-nek van N-ben fels6 korlatja, a Zorn-lemma miatt pedig igy van N -nek egy
maximalis U eleme, amely egy K-t tartamlaz6 maximélis részmodulus M-ben. [

5.6. Kovetkezmény. Tetszdleges R gyiri esetén Rr minden valdodi részmodulusa
benne van eqy mazrimadlis részmodulusban.

5.7. Megjegyzés. Nem igaz minden modulusra az 5.5. Allitas-beli tulajdonsag.
Példaul a zQ modulusnak egyéltalan nincs maximélis részmodulusa. Ennek termé-
szetesen az az oka, hogy Q a Z felett nem végesen generalt.

Ha nem tessziik fol, hogy az R gytirti egységelemes, akkor szintén nem igaz 5.6.
allitasa sem.

5.2. Féligegyszeri modulusok

Linearis algebrabol ismert tény, hogy barmely vektortér (K-modulus) félbont-
hatoé 1-dimenziés alterek direkt Osszegére. Tovabba minden vektortér rendelkezik
bazissal, minden fiiggetlen rendszer kiegészithets egy bazissa, és emiatt minden alt-
érnek létezik direkt kiegészitGje. Ebben az alfejezetben azokat az R-modulusokat

vizsgaljuk, amelyek hasonlé tulajdonsaggal rendelkeznek. Ezek a féligegyszert mo-
dulusok.

5.8. Definici6é. Az M modulus féligegyszert, ha egyszerti modulusok direkt dsszege,
azaz létezik S; (i € I) egyszeri modulusok indexelt halmaza, hogy M = @;¢/S;.

5.9. Allitas. Bdrmely M modulusra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(1) M féligegyszeri;
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(1) M egyszerd modulusok generdtuma;

(1ii) minden U < M részmodulushoz létezik V- < M, hogy M =U & V.

Bizonyitds. Az (i) = (1) trivialis. A (i1) = (i4i)-hoz véalasszunk egy tetszbleges U
részmodulust M-ben. Valasszunk U-hoz V maximalis kiegészitst (1d. 2.8. Allits).
Akkor UNV =0eé U +V =U®V <M =3, S; valamely I indexhalmazzal.
Amennyiben U & V # M, Ggy van olyan i, hogy S; £ U & V. Emiatt viszont
(U V)N S; valodi részmodulus S;-ben, az S; egyszeriisége miatt 0. Viszont akkor
UN(S;®V) =0, ami ellentmond V maximalitasanak. Tehat U &V = M.

A (i1i) = (i) iranyt tobb lépésben latjuk be. ElGszor is megmutatjuk, hogy a
(i1)-beli tulajdonsag 6roklédik részmodulusokra. Legyen ugyanis N < M és tegyiik
fel, hogy M-re teljesiil (i7i). Valasszunk egy U < N részmodulust. Akkor van olyan
V <M, hogy U®V = M. Emiatt

N=Ua®V)NN = N=U+((VNnN)=U® (VNN),

a modularis azonossag (1.10.) és UNV = 0 miatt. Azt kaptuk, hogy a VNN direkt
kiegészitG N-ben U-hoz. A kovetkezd lépés belatni, hogy ha M modulusra teljesiil
(7i1), akkor M-nek van egyszeri részmodulusa. Ehhez feltehetjiik, hogy M ciklikus,
hiszen minden modulusnak van ciklikus részmodulusa, és (iii) erre 6roklgdik. Te-
gyiik fel tehat, hogy M = mR. Specidlisan M végesen generalt, ezért az 5.5. Allitas
szerint van U maximalis részmodulusa, amelynek (i) miatt van V' (sziikségképpen)
egyszert direkt kiegészitGje. A befejezéshez tegyiik f6l, hogy M-re teljesiil (iii). Te-
kintsitk most azU = {U <M | U=}, 5;, j € J} halmazt. Ez az el6z6 észrevétel
alapjan nem iires, és persze tartalmazéasra nézve parcidlisan rendezett. Tetszbleges
L C U lanca esetén Y L szintén egyszertiek generdtuma, ezért L-nek egy U-beli felss
korlatja. A Zorn-lemma miatt U-ban van U maximalis elem. Indirekt tegyiik fol,
hogy U # M, akkor viszont van U-hoz V direkt kiegészit6, amelynek van egyszeri
S < V részmodulusa. Ez ellentmond U maximalitdsanak, hiszen U < U + S és
U + S is egyszeriiek generatuma. O]

5.10. Allitas. Egy R gyird feletti féligegyszerd M modulus sszes részmodulusa,
faktora féligegyszerd, és féligegyszerd R-modulusok (tetszdleges) direkt dsszege fél-
1geqyszeri.

Bizonyitds. Az 5.9. Allitas bizonyitasaban lattuk, hogy az allitasbeli (4ii) tulajdon-
sag részmodulusokra oroklédik. A direkt Oszzegre vonatkozo allitas a definiciobol
azonnal adodik. )

A faktormodulusra vonatkozo allitashoz legyen ¢ : M — N. Az 5.9. Allitas (i)
pontja szerint M =", S;, akkor viszont N = ._,(5;)¢, és az 5.2. Lemma miatt
(Si)p vagy egyszerd vagy 0. ]

5.11. Definicié. Az R gytri féligegyszert, ha minden M € Mod-R féligegyszerii
modulus.

5.12. Allitas. Az R gyird pontosan akkor féligeqyszerd, ha az R requldris modulus
féligegyszeri.

Bizonyitds. Az egyik irdny trivialis. A masik irdnyhoz hasznaljuk, hogy tetszéleges

M € Mod-R el6all valamely @Rz homomorf képeként. Az 5.10. Allitas alapjan M
is féligegyszer. O
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5.13. Tétel (Wedderburn-Artin-tétel). Barmely R gytri esetén az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek.

(1) R féligegyszerd gyird;

(i7) R ferdetest feletti mdtriz gydrik véges (gytri) direkt dsszege.

5.3. Modulusok talpa, radikalja

Az 5.9. Allitas szerint egy modulus pontosan akkor féligegyszeri, ha egyszert-
ek generdtuma. Emiatt minden modulus tartalmaz egy legnagyobb féligegyszerti
részmodulust.

5.14. Definici6. Az M modulus talpa soc M = > {S < M mid S egyszerii}.

5.15. Definicio. Az N < M részmodulusra azt mondjuk, hogy lényeges (N < M),
ha barmely 0 # L < M esetén LN N # 0.

5.16. Lemma. Bdrmely K < L < M és H < M modulusra teljesiil:
1., K < M pontosan akkor, ha K <L és L < M;
2., HN K <M pontosan akkor, ha H M és K < M.

Bizonyitds. Vegyiink egy N < M részmodulust.

1., Elgszor tegyiik fel, hogy K<L, LIM és NNK = 0. Ekkor persze (NNL)NK
is 0, viszont akkor NN L =0 és N = 0.

A mésik irdnyhoz K lényeges M-ben. Ha N N L = 0, akkor nyilvan N N K = 0,
amibdl N = 0. Mivel L 6sszes részmodulusa M-nek is részmodulusa, barmely L' < L
esetén L' N K = 0-bol a feltétel szerint L' = 0 kovetkezik.

2., Az egyik irany kovetkezik 1., allitasbol.

A megforditéshoz tegyiik fel, hogy mind H, mind K lényeges M-ben, akkor
(HNK)N N =0-bol K NN =0, amibdl pedig N = 0 adodik.

O

5.17. Allitas. Bdrmely M modulus esetén soc M = N{L | L < M}.

Bizonyitds. Két iranyd tartalmazéssal. ElGszor is, ha L < M, akkor barmely S
egyszeri részmodulus esetén S N L # 0, és igy S < L. Azaz soc M < L. Forditva,
legyen H =N{L | L < M}. Megmutatjuk, hogy H féligegyszerti, ehhez pedig elég,
hogy H rendelkezik az 5.9. Allitas-beli (i77) tulajdonsdggal. Legyen ezért N <
H. A 2.8. Allitas szerint 1étezik U maximalis kiegészité M-ben N-hez, amellyel
N+U<JM. Ekkor N < H < N @ U és a modularis azonossag miatt

H=HN(NeU)=Na& (HnNU),
vagyis van N-nek H-ban direkt kiegészitGje, igy H < soc M. O

5.18. Megjegyzés. Bar soc M benne van az 6sszes lényeges részmodulusban, soc M
maga nem feltétleniil lényeges. Példaul ;Z-nek nincsen (valodi) egyszert részmo-
dulusa, ezért soczZ = 0, és a 0 egyetlen (nem 0) modulusnak sem lehet lényeges
részmodulusa. Az viszont igaz, hogy soc M a legnagyobb olyan részmodulus M-ben,
amelyet minden lényeges részmodulus tartalmaz.
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5.19. Allitas. Ha M, N modulusok és o : M — N eqy tetszdleges homomorfizmus,
akkor (soc M)y < soc N.

Bizonyitds. A (soc M)y feligegyszertisége kovetkezik az 5.10. Allitasbol. O

5.20. Kovetkezmény. Ha K < M egy részmodulusa M -nek, akkor soc K = soc MN
K, specidlisan soc(soc M) = soc M.

Bizonyitds. Tekintsiik az « : K — M természetes beagyazast. Az 5.19. Allitas
szerint soc K < soc M. Viszont K N soc M féligegyszertt K-ban (5.10.), igy K N
soc M < soc K. O

5.21. K6vetkezmény. A soc M pontosan akkor lényeges részmodulusa M -nek, ha
minden N < M részmodulus tartalmaz eqyszerd részmodulust.

5.22. Definici6é. Az M modulus (Jacobson-) radikaljan — rad M-en — az M maxi-
malis modulusainak metszetét értjiik. Amennyiben M nem rendelkezik maximalis
részmodulussal (1d. ), agy rad M = M.

5.23. Definici6. Az N < részmodulus kicsi M-ben (N << M), ha barmely L < M
részmodulusra L + N = M-bél L = M kovetkezik.

5.24. Lemma. Bdrmely K < L < M és H < M modulusra teljesiil:
1., L << M pontosan akkor, ha K << M és L/ K << M/K;
2., (H+ K) << M pontosan akkor, ha H << M és K << M.

Bizonyitds. Legyen N < M tetszéleges.

1., Tegyiik fel, hogy L kicsi M-ben. Akkor, ha (N + L)/K = M/K, akkor
N+ L+ K =M, amib6l N+ L =M, igy N = M. Ha pedig N + K = M, akkor
nyilvan N 4+ L = M, amib6l megint N = M.

Forditva, ha L/K kicsi M/K-ban, illetve K kicsi M-ben és N + L = M, akkor
(N+L)/K = M/K, amibél N/JK = M/K, tehat N + K = M, viszont K kicsi
M-ben, ezért N = M.

2., Ha H+ K kicsi és H+ N = M (vagy K+ N = 0), akkor H+ K + N = M-b6l
N = 0 adodik.

Forditva, ha mind H, mind K kicsik M-ben, akkor H + K + N = M-bdl el6bb
K+ N =M, aztan N = M kovetkezik. O

5.25. Lemma. Legyen ¢ : M — N egy homomorfizmus és teqyiik fel, hogy K << M.
Ekkor (K)p << N.

5.26. Kovetkezmény. Ha L << M és K < L, akkor szikségképpen K < M.

Bizonyitds. Vegyiink egy L < N modulust, amelyre (K)p + L = N. Akkor im ¢ <
(K)p+ L, igy im ¢ =im ¢ N (L + (K)p), ami a modularis azonossag (1.10.) miatt
(im ¢ N L) + (K)p. Ekkor az (im ¢ N L) Gsképe és K generélja M-et, emiatt
(im ¢ N L) = im ¢, vagyis im ¢ < L. Ebbgl viszont L = N kovetkezik. O

5.27. Allitas. Bdrmely M modulusra rad M =" {L | L < M}.
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Bizonyitdis. Ha L << M, akkor L < rad M, kiilonben volna olyan U maxima-
lis részmodulusa M-nek, amivel U + L = M. A megforditishoz legyen H =
AL | L < M}.

A megforditashoz legyen m € M tetsz6leges. Ha N < M olyan, hogy mR+ N =
M, akkor vagy N = M vagy — a Zorn-lemma miatt — talalhato olyan U maximalis
részmodulus M-ben, amely tartalmazza N-et, ugyanis az N = {L < M | N <
L} halmaz nem iires, és tetsz6leges £ lancanak a > L egy fels6 korlatja N -ben.
(Kiilénben volna olyan L € L, amely m-et tartalmazza és igy L maga M volna.)
Ha most m € rad M, akkor nyilvin a masodik eset nem allhat fenn, csak N = M.
Tehat barmely m € rad M és N < M-re, valahanyszor mR+ N = M, agy N = M,
tehat mR << M. O

5.28. Megjegyzés. Bar rad M tartalmazza az Osszes kicsi részmodulusat M-nek
onmaga nem feltétleniil kicsi. Példaul ;Q-ban nincsen maximaélis részmodulus, emi-
att rad ;Q = zQ, és semelyik modulus sem lehet 6nmaga kicsi részmodulusa. Az
viszont igaz, hogy rad M a legkisebb olyan részmodulus M-ben, amely az Osszes
kicsi részmodulust tartalmazza.

5.29. Allitas. Bdrmely M, N modulus és ¢ : M — N homomorfizmus esetén
(rad M)p <rad N.
Specidlisan rad M egy Endg(M) részmodulus M -ben.

Bizonyitds. Az 5.25. Allitas szerint, ha L << M, akkor (L)p << N. O

5.30. Allitas. Legyenek M, N modulusok és ¢ : M — N epimorfizmus olyan, hogy
rad M < ker . Ekkor (rad M)p =rad N.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy ¢ kolcsondsen egyértelmien felelteti meg M és N
maximalis részmodulusait. O

5.31. K6vetkezmeény. Tetszdleges M modulus esetén rad (M/rad M) = 0.

5.32. Allitas. Ha M minden valddi részmodulusa benne van eqy mazimdlis részmo-
dulusban, akkor rad M Fkicsi.

Bizonyitds. Legyen L < M, amivel L +rad M = M. Ha L # M, akkor L benne
van egy U < M maximélis részmodulusban, amire U +rad M = M, derad M < U,
ami igy ellentmondéasra vezet. [l

5.33. Kovetkezmény. Végesen generdlt M modulusnak rad M a legnagyobb kicsi
részmodulusa.

5.4. Gyitrik Jacobson-radikalja

5.34. Definicié. Az R gytri J(R) (Jacobson-)radikiljan az Rg modulus rad Rg
radikaljat értjiik.

5.35. Megjegyzés. Az rogton latszik, hogy J(R) mindig jobbideal. Az 5.29. Al-
litds masodik rész szerint azonban J(R) egyben Endg(Rg) részmodulus is. Mivel
Endg(Rg) elemeinek hatasat R-beli elemekkel valo balrol szorzas adja, igy azt kap-
juk, hogy J(R) jobb R-modulus is, tehat ideal R-ben. S6t, ahogy azt latni fogjuk
rad R = J(R). Célunk emellett minél t6bb szemszoghdl jellemezni J(R)-t.
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5.36. Definici6. Az r € R elem nilpotens, ha létezik olyan m € N, hogy r™ = 0.
Egy I (jobb/bal) ideal nilpotens, ha van olyan m € N, hogy I"™ = 0, azaz [-ben
minden m-taga szorzat 0. Egy I (jobb/bal) ideal nil, ha minden eleme nilpotens.

5.37. Megjegyzés. Az el6z6 definiciobol tisztan latszik, hogy ha [ egy nilpo-
tens (jobb/bal) ideal, akkor minden eleme nilpotens. Azonban abbol, hogy egy I
(jobb/bal) idealnak minden eleme nilpotens (azaz 6 maga nil) még nem kovetkezik,
hogy I nilpotens.

5.38. Lemma. Az R-ben pontosan akkor létezik nilpotens jobb (bal) idedl, ha létezik
nilpotens idedl.

Bizonyitds. Ha I egy nilpotens jobb ideal és I™ = 0, akkor RI egy ideal és (RI)™ =
0. ]

5.39. Lemma. Legyen I egy nilpotens jobbidedl R-ben és legyen M egqy R-modulus.
Ekkor MIT << M.

Bizonyitds. Tekintsiink egy N < M részmodulust, amire M1 + N = M. Ekkor
MI? + NI = MI, amib6l az elsé egyenléség miatt MI? + NI + N = M. Viszont
NI < N miatt most MI?+ N = M. Azt kapjuk, hogy minden m-re MI™+N = M,
mivel [ nilpotens N = M. O

5.40. Allitas. Ha I egy nilpotens jobb idedl, akkor I < J(R).

Bizonyilds. Elészor alkalmazzuk az 5.39. Lemmat M = Rg-re. Azt kapjuk, hogy
minden jobbidedl (mint részmodulus) kicsi R-ben. Az 5.27. Allitas szerint [ <
rad Rp = J(R). ]

5.41. Megjegyzés. Bar J(R) tartalmaz minden nilpotens jobb idealt, altalaban
nem igaz, hogy J(R) nilpotens. Példaul legyen R = K [x]-szel jelolt, z hatarozatlant
formalis hatvanysor gy(ri, azaz

R:{iknx" | kneK}.

Két R-beli elem osszege > k,a™ + > k,a™ =" (k,+ k},)z", mig szorzatuk

> kpa™ Y K™ = i zn:(k:ik;_i)x”.

n=0 =0

A R-nek egyetlen U maximalis (jobb) ideélja van, amely a 0 konstans tagi hatvany-
sorokbol all. Tehét ez az ideal megegyezik J(R)-rel, de pl az x eleme nem nilpotens
elem.

A az 5.40. Allitas szerint J(R) tartalmazza az R Osszes nilpotens jobbide4ljat,
viszont az iménti megjegyzésbdl latjuk, hogy altaldban a nilpotencidval nem jelle-
mezhetjiik a radikalt. Emiatt hasznos bevezetni a nilpotencidnal gyengébb fogalmat,
az un. kvdzi-regquldris tulajdonsigot.

5.42. Definicié. Egy r € R elemre azt mondjuk, hogy (jobb/bal) kvazi-regularis,
ha az (1 — r) elemnek létezik (jobb/bal) inverze. Az X C R részhalmaz (jobb/bal)
kvazi-regularis, ha minden eleme (jobb/bal) kvazi-regularis.
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5.43. Megjegyzés. A kvézi-regularis tulajdonsag valéban a nilpotencia egy alta-
lanositasa, hiszen minden nilpotens elem kvazi-regularis is. Ugyanis, ha r € R-re
r™ =0, akkor

I+r+... 4+ N1 =r)=0-r)Q+r+.. .+ =1
5.44. Lemma. Az R gydri eqy I jobbidedljdra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(1) I jobb kvdzi-reguldrs;
(17) I kvdzi-reguldris;
(iii) I << Rp.
Bizonyitds. (i) = (ii): barmely x € I elemhez létezik olyan y € R, amivel (1—z)y =
1. Mivel zy € I és I jobb kvazi-reguléris, ill. y = 1+ zy = 1 — (—xy), ezért y-nak

létezik jobb inverze. Viszont (1 — x) a bal inverze, emiatt (1 — ) a jobb inverze is.
Tehat x kvazi regularis.

(11) = (i4i): legyen K < R egy jobb ideal, amelyre K + I = R. Akkor van olyan
xr €l és ke K, amellyel x + k =1, amib6l 1 — x = k. Tehét k invertalhato, emiatt

K = R.
(7i1) = (1): vegylink egy tetszbleges x € I elemet. A feltételek szerint [ << R,

emiatt (5.26.) R << R. Am R = 2R + (1 — )R, amibél (1 — 2)R = R, tehét az
(1 — ) elem jobb kvazi regularis. O

5.45. Tétel (A Jacobson—radikal jellemzése). Tetszdleges R gyiri esetén az aldbbi
halmazok mind megegyeznek a gyirid J(R) Jacobson—radikdljdval.

(J1) az R mazimdlis jobb- (bal) idedljainak metszete;
Ja
J3

{r €R | Vr,s:ras kvdzi-requldris}
{r € R | VYr:rx kvdzi-requldris}

Js) az R kvdzi-reguldris jobb- (bal) idedljainak unidja;
Jo
Jr

Tovdbbd, ha (J2),(Js), (Ja), (J5) és (Js) halmazok definicidigban a kvdzi-reguldrist
akdr jobb- akdr bal kvdzi-requldrisra cseréljik, szintén a J(R) halmazhoz jutunk.

(J2)

()

(Jy) {x € R | Vs:xs kvdzi-requldris}
(J5)

(Js) az R kvdzi-reguldris idedljainak unidja;
(J7)

a legnagyobb kicsi jobb- (bal) részmodulusa Rg-nek.

Bizonyitds. Jeloljik J*-vel a (J;) halmazok bal oldali verziojat az ¢ = 1,5,7 ese-
tekben. (Példaul J; az R balidealjainak metszete.) Vilagos, hogy J; = J(R) a
Jacobson-radikal definicioja szerint. Mivel Rr végesen generalt, ezért J; = J; (1d.
5.27. és 5.33).) és az 5.44. Lemma alapjan J; = J;. Természetesen J; = J& = J2.
Akkor persze J5 és Jr szintén ideal, mert Jy az (1d. 5.35.). Ezzel viszont J; = Js,
mert J5 maga is egy kvazi-reguléaris ideal és tartalmazza Jg-ot. Azonban Jg defi-
nicioja oldalfiiggetlen, ezért Js = JI = J5, amibdl pedig Ji = JZ = J7 = J7 is
adodik.
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c s

Js € Jy C Jy C J5

és
JrCJy CJ3 CJ;.
Ezzel a tétel els6 részét belattuk. Ami hatravan, hogy megmutassuk a (J5) —
(Js) halmazok jobb-, illetve bal kvazi-regularis valtozata szintén J(R). A bal kazi-

regularis valtozatban
Jo C J2 C J3 C Js,

viszont az 5.44. Lemma szerint J5; ebben az esetben is megegyezik Js-tal. Hasonl6an
a jobb kvazi-regularis valtozatokra Jy, Jy, J& mind ugyanaz, mint Jg, vagyis J(R).
A kimaradt egyenlségek a J; = J; a jobb kvéazi-regularis és a J, = J7 a bal kvazi-
regularis esetben. Elég az egyik egyenlGséget belatni a szimmetria miatt, vegyiik
példaul a jobb kvézi-regularis esetet. Az vilagos, hogy ebben az esetben J; = J, C
J3. A forditott tartalmazashoz legyen = € J; és indirekt tegyiik fel, hogy x= ¢
Ji. Ekkor (a Zorn-lemma miatt) létezik egy K maximélis jobb ideél, amely nem
tartalmazza x-et. Emiatt van olyan r € R és k € K, hogy 1 = zr + k. A feltételek
szerint rx jobb kvéazi-regularis, legyen u egy jobb inverze. Ezzel

r=z(1—rz)u=(r—azrr)u=zu— (1 — k)zu = kxu € K,

ami ellentmondas, tehat azt kaptuk, hogy Rx C J;. Ezzel a tétel masodik felét is
belattuk. O

5.46. Kovetkezmény. Tetszdleges R qyiri esetén
rad Rgp = J(R) =rad gR.

5.47. Kovetkezmény. Tetszdleges R gyird esetén J(R) a legkisebb olyan idedl,
amely tartalmazza az R dsszes nilpotens (jobb/bal) idedljdt.

5.48. Kovetkezmény. Tetszdleges R gyiri tetszdleges S egyszerd modulusa esetén
SJ(R) =0, azaz a Jacobson—radikdl annuldl minden egyszerd modulust.

5.49. Allitas. Ha I az R gyird egqy idedlja, amelyre J(R/I) = 0, akkor I-t tartal-
mazza J(R)-t.

Bizonyitds. Ha r ¢ I, akkor van olyan U maximaélis jobbidedlja R-nek, amely tar-
talmazza [-t, de nem tartalmazza r-et. Emiatt r ¢ J(R). O

5.50. Allitas. Ha R és S gyirik, v : R — S sziirjektiv gydrdhomomorfizmus, akkor
(J(R))p C J(S), tovibbd, ha ker o < J(R), akkor (J(R))p = J(S). Specidlisan
J(R/J(R)) =0.

Bizonyitds. Ha ¢ sziirjektiv, akkor (J(R))y egy kvéazi-regularis ideal S-ben, az 5.45.
Allitas szerint (J(R))p C J(S).

Ha még ker o < J(R) is teljesiil, akkor ¢ kélesonosen egyértelmten felelteti meg
az R maximalis idealjait és S maximalis idealjait. O

5.51. Megjegyzés. Az 5.50. Allitasban a (J(R))p C J(S) tartalmazés altaldban
nem szigori. Példaul ¢ : Z — Z, természetes homomorfizmust tekintve J(Z) = 0,
de J(Z4) = 2Z4
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5.52. Allitas. Tetszileges R gyiird esetén J(R) nem tartalmaz nem 0 idempotens
elemet.

Bizonyitds. Ha e € J(R), akkor e kvézi-regularis, azaz van olyan u € R, amire
(1 —e)u =1, azonban akkor (1 —e) = (1 —e€)*u= (1 —e)u=1, amib6l e =0. O

5.53. Allitas (Nakayama-lemma). Legyen I az R gyird egy jobb idedlja. Ekkor az
alabbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) I < J(R);
(17) minden végesen generdlt M modulusra M1 = M-bdl M = 0 kévetkezik.

(131) minden végesen generdlt M modulusban M1I kicsi.

Bizonyitds. (i) = (ii): legyen M egy végesen generalt nem 0 modulus. Az 5.5. Al-
litds szerint M-nek talalhato egy K maximalis részmodulusa. Ekkor MJ(R) < K
(5.48.).

(11) = (i4i): tegyiik fel, hogy N < M és M + N = M. Ekkor

(M/N)I = (IM + N)/N = M/N,

amibsl M = N.
(17i) = (41): mivel Rp végesen generalt RI << R. Viszont J(R) tartalmazza R
minden Kkicsi ideéljat. O

5.54. Allitas. Legyen R egqy gyird, I egy idedl R-ben, amelyre R/I féligegyszeri
gyird. Ekkor J(R) < I.

Bizonyitds. Jelolje ¢ : R — R/I természetes homomorfizmust. Az M = R/Ig, egy
féligegyszerti R/I modulus és egyben egy féligegyszerti R-modulus is az mr = m(r)e
szorzdssal. Legyen R/Ir = @®S; az S; egyszeri R-modulusok direkt Osszege és
legyen m; : R/I — S; a felbntashoz tartozo i. komponensre vald vetités, tovabba
w; = @m;. Ekkor NMker p; < I masrészt ker p; maximalis jobbideal R-ben. Emiatt
J(R) < Ny O

5.55. Megjegyzés. Nem igaz az 5.54. Allitas megforditasa. Ugyanis példaul R = 7Z
esetén J(R) =0 és R/J(R) = R nem féligegyszert, hiszen soc Rg = 0 (1d.5.18).
5.5. Artin—gytrik

5.56. Definici6. Legyen R egy tetszéleges gyftiri és M € Mod-R . Azt mondjuk,
hogy az M

e maximumfeltételes (vagy méasképp Noether), ha M-ben nem létezik végtelen
felszallo részmodulus lanc, azaz

My <My<..<M,. .<..
esetén van olyan 7 € N, hogy M; = M;,; minden j € N-re.

e minimumfeltételes (vagy masképp Artin), ha M-ben nem létezik végtelen le-
szall6 részmodulus lanc, azaz

My >My>...>M,...>...

esetén van olyan ¢ € N, hogy M; = M;,; minden j € N-re.
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Az R gytrt jobb/bal Artin/Noether, ha jobb/bal regularis modulusa mini-
mum /maximumfeltételes.

5.57. Példak.

e Minden véges dimenzios K-algebra (jobb- és bal) Artin és Noether is, ugyanis
minden jobb- és balidedl egy altér.

e A 7 egy olyan gyftiri, amely Noether, de nem Artin, hiszen a
Z>pl>...>p"0> ...

egy végtelen leszallo idedllanc Z-ben. Viszont Z f{6idealgytirti, azaz minden
idealja nZ alaku, amely csak véges sok — kZ : k | n — alaka idealban van
benne.

o A K[ry,...,x,,...] végtelen valtozds polinomgytirid se nem Artin, se nem No-
ether, hiszen az
(1) > (@) >...>(x]) > ...

egy végtelen leszalld ideallanc, mig az
(1) < (x1,m0) < oo < (m1, 20,y Tp) <.
egy végtelen felszallo ideallanc Kzy,...,x,,...]-ben.

5.58. Megjegyzés. Latjuk, hogy létezik olyan gyiiri, amely Noether, de nem Artin
és latjuk, hogy létezik olyan gytird is, amely se nem Noether, se nem Artin. Azonban
elsére meglep6 moédon nem létezik olyan gytri, amely Artin, de nem Noether.

5.59. Allitas. Ha az M modulus Noether (Artin), akkor M dsszes részmodulusa,
faktora is Noether (Artin). Forditva, ha U < M és M/U = N Noether (Artin),
akkor M is Noether (Artin).

Bizonyitds. A rész- és faktormodulusra valé 6roklédés nyilvanvalo. A méasik irdnyhoz
legyen U < M és M /U = N Noether (az Artin—tulajdonsagra valo allitas bizonyitasa
hasonl6). Tegyiik fel, hogy M-ben

My<My<...<M,<...

részmodulusok egy felszallo lanca. Tekintsiik az M,, modulusok ¢ : M — M/U
természetes homomorfizmus szerinti képét, azaz legyen N, = M, /(U N M,,). Mivel
N maximumfeltételes, van olyan ¢ index, ahol a lanc stabilizalodik, azaz N;; = N;
minden j-re. Tovabbé, mivel U is maximumfeltételes, van olyan i’ index, hogy
UN My =UnN My,; minden j-re. Ha iy = max{i, ¢} akkor N;, = N;,;+; minden
j-re, amibdl

Mio = Mio + (U N Mz'o) = Mio-i-j + (U N Mio-i-j) = Mio-l—j minden j—re.
[

5.60. Allitas. Ha az R gyird Noether (Artin), akkor R dsszes idedlja, faktorgydrije
Noether (Artin). Forditva, ha az R gydri I idedlja és R/I faktora is Noether (Artin),
akkor R maga is Noether (Artin).

Bizonyitds. Hasonlé az 5.59. Allitas bizonyitasahoz. O]
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5.61. Allitas. Legyen R eqy tetszdleges gyirid és legyen M, N € Mod-R . Ekkor

1., Az M pontosan akkor Artin—tulajdonsdgi, ha M minden nem 0 részmodulsa
tartalmaz eqyszerd részmodulust.

2., Az N pontosan akkor Artin—tulajdonsdgu, ha N minden, az N-tdl kilonbozd,
részmodulusa benne van eqy mazximdalis részmodulusban.

Bizonyitds. Csak az els6 allitast latjuk be, a masodik &llitas hasonléan igazolhato.
Legyen 0 # L; < M egy részmodulus. Feltehetjiik, hogy L; nem egyszerid. Ekkor
viszont talalhato egy Lo valodi részmodulus Li-ben. Ha ez egyszert, akkor kész
vagyunk, ellenkez6 esetben taldlhatunk egy L3 valodi részmodulust Lo-ben, és igy
tovabb. Mivel M minimumfeltételes, ezért az eljards véges sok lépéshen elér egy
L, < L egyszert részmodulushoz. O

5.62. Lemma. Legyen S; egyszert modulus minden © € I-re és legyen M = &;5;.
Az aldbbi dllitasok ekvivalensek.

(1) M wvégesen generdlt;

(17) az I indexhalmaz véges;

)
(13i) M minimumfeltételes;
(iv) M mazimumfeltételes;

Bizonyitds. O

5.63. Allitas (Fitting—lemma). Tegyiik fel, hogy az M egy olyan R-modulus, amely
minimum- és maximumfeltételes is. Legyen ¢ € Endg(M) egy tetszdleges endomor-
fizmus. Ekkor van olyan n € N, amire ker o™ @ im ¢" = M.

Bizonyitds. Mivel M minimum- és maximumfeltételes is, ezért létezik olyan n € N|
amelyre a
ker p < kerp?... ésaz im ¢ >im p? > ...

részmoduluslanc is stabilizdlodik, azaz ker " = ker "7 és im ¢" = im ¢/ min-
den j pozitiv egészre. Belatjuk, hogy ez az n az, amit kerestiink.

Elssként ker ™ Nim ¢™ = 0, ugyanis ha m € im ", akkor van olyan m’' € M,
hogy (m/)¢™ = m. Erre az m’-re (m')p*® = my" = 0, amibsl m’ € ker p?" = ker ¢",
tehat m = 0.

Vélasszunk most egy m € M elemet. Az me™ € im " = im ©?", ami miatt
létezik olyan m’' € M, hogy mp™ = m/p?"*. Ebbdl

(m—m'e")" =0 = m—m'e" € kerp” = m € ker " +m'p"
]

Lattuk, hogy altalaban nem igaz, hogy az R/J(R) féligegyszerii, azonban azok
a gytrik, amelyekre R/J(R) féligegyszeri kiemelten fontosak. Ezek a gytirtk és
modulusaik sok elényos tulajdonsaggal rendelkeznek. Legyen M egy tetszGleges R-
modulus J(R) radikallal. Ekkor M J(R) < rad M, hiszen az M barmely S egyszerd
faktorat J(R) annulalja, tehdt ha ¢ : M — S egy epimorfizmus, akkor MJ(R) <
ker ¢. Altlaban a tartalmazas megforditasa nem igaz.
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5.64. Allitas. Ha R egy olyan gyird, amelyre R/ J(R) féligegyszert, akkor minden
M € Mod-R esetén M J(R) =rad M.

Bizonyitds. Az egyik iranyu tartalmazast az imént indokoltuk. A maésik iranyhoz
vegyiik észre, hogy M/MJ(R) egy féligegyszeri R/J(R) modulus az mr = mr
hatassal, ahol m = m + MJ(R) € M/MJ(R) és 7 = r + J(R). Viszont akkor
M/MJ(R) egyben féligegyszerti R modulus is. Emiatt rad (M /M J(R)) = 0, tehat
rad M < MJ(R) (1d. 5.31.). O

5.65. Lemma. Legyen M eqy tetszdleges modulus és leqgyenek M;-k az M részmo-
dulusai valamilyen i € I indexekkel. Ekkor létezik eqy ¢ : M/Nier — e M /M,
monomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen ; : M — M, természetes homomorfizmus. Ekkor a direkt szor-
zat univerzalitdsa miatt létezik egy @ : M — Tl;e; M /M; homomorfizmus, amellyel
om; = @y, ahol m-k a ;e M /M, direkt szorzathoz kanonikis 7; : Tl;e M /M; — Myyi
homomorfizmusok. Elég megmutatni, hogy ker ¢ = N;c;M;. Legyen m € ker g,
akkor egy tetszdleges i indexre (m)om; = (m)p; = 0, vagyis m € M,;. 0

5.66. Megjegyzés. Az viszont nem mindig igaz, hogy M/N; M; bedgyazhat6 volna
@;M/M;-be. Legyen példaul M = Zgz és M; = iZ. Ekkor M/ N; M; = M, de az
@; M /M; minden eleme véges rendii.

5.67. Allitas. Legyen R egy jobb Artin—gyird J(R) radikdllal. Ekkor J(R) az a
legkisebb idedl, amelyre R/J(R) egy féligegyszerd gydri.

Bizonyitds. Csak azt kell megmutatni, hogy R/J(R) féligegyszert, az allitds ma-
sodik része ekkor mar kivetkezik az 5.54. Allitasbol. A J(R) megkaphato mint a
maximaélis jobbidealok metszete, mivel Rr minimumfeltételes ezért J(R) el6all mint
véges sok maximalis jobbideal metszete. Valoban, ha M; maximalis idedlok valamely
1 € I indexekre, akkor

My > M N My> ... >0 M > ...

egy leszallo jobbideédllanc, amely stabilizalodik.

Tehat J(R) = NP, M; valamely n-re. Az 5.65. Lemma szerint Rg/ NI, M,;
beagyazhato 117, Rp/M;-be. Viszont minden i-re Rp/M; egyszerd, hiszen az M,
egy maximalis jobbideal, tovabba egyszeriiek véges direkt szorzata féligegyszerti,
amelynek részmodulusai szintén féligegyszertek. 0

5.68. Kovetkezmény. Ha az R egy jobb Artin—gydrd J(R) Jacobson—radikdllal,
akkor bdrmely M modulusdra teljesedil, hogy

1., rad M = MJ(R) és
2., M pontosan akkor féligeqyszeri, ha rad M = 0.

Bizonyitds. Az elsé allitas kovetkezik az 5.64. és 5.67. Allitasbol. A masodik allitas-
hoz el6szor is vegyiil észre, ha M = §;S; téligegyszert, akkor rad M = N, ker m; = 0,
ahol m; : M — S; a felbontashoz tartozo kanonikus homomorfizmus. A megfordités-
hoz pedig, ha rad M = 0, akkor M J(R) = 0, azaz M egy A/J(R)-modulus. Mivel
A/ J(R) féligegyszeri gytrt, ezért M féligegyszertd A/J(R) modulus és féligegyszerd
A-modulusként is. []
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5.69. Allitas. Legyen R egy jobb Artin—gyird J = J(R) Jacobson-radikdllal. Ekkor
J a legnagyobb nilpotens idedl.

Bizonyitds. Elég belatni, hogy J nilpotens, hiszen az 5.40. Allitas szerint J minden
nilpotens idealt tartalmaz. Tekintsiik J hatvanyainak

J>JP> ... >J >

leszallo ideallancat. Az R jobb Artin, tehat taldlhato olyan n index, hogy J" = J**
minden £ > 0 egészre. Meg kell mutatnunk, hogy J" = 0.

Indirekt tegyiik fel, hogy nem igy van. Akkor viszont van olyan M jobbideal R-
ben, amelyet nem annulal J” és miniméalis erre a tulajdonsagra nézve. Valasszunk
egy m elemet M-bdl, amelyre mJ # 0. Erre mJ < mR < M és (mJ)J" =
mJ" = mJ" # 0. Az M minimalitdsa miatt m.J = M és ennélfogva mR = m.J,
ami ellentmond a Nakayama-lemmanak (5.53.). O

5.70. Kovetkezmény. Ha R egy jobb Artin—gyird, akkor J(R) az egyetlen olyan
jobbidedl, amely nilpotens és amelyre Rg/J(R) féligegyszerd modulus.

Bizonyitds. Az allitas kozvetlen kovetkezmeénye az 5.12., 5.67. és 5.69. Allitasnak.
[

5.71. Tétel (Wedderburn-Artin—tétel). Bdrmely R gytri esetén az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek.

(1) R féligegyszerd gyird;
i1 erdetest feletti mdtriz gytrik véges (gyiri) direkt dsszege.
N\ R ferdetest feletti mdtriz auirik vé irit) direkt 6

(1ii) R jobb Artin—gyird és nem tartalmaz nem trividlis jobb idedlt.

5.72. Allitas. Legyen A = KT /I egy grifalgebra, az {ei,... e } a T pontjaihoz
tartozd ortogondlis idempotensek teljes rendszere. Ekkor J(A) = KT' /1, valamint

Ap=elAD ... Be,A,
ahol P; = e; A felbonthatatlan projektiv modulus.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy J(A) = KI',/I. Mivel az I ide4dl megenge-
dett, ezért (KT'y,) C I valamely m egészre, tehat KT', /I nilpotens. Masrészt az
A/(KT/I) regularis modulusa

A/(KT./I) 2 KT /KT, = {(e)) & ... D {ey)

1-dimenziés modulusok direkt Gsszege, tehat A/(KT /1) egy féligegyszertd gytrt.
Azt kaptuk, hog KT, /I valoban az A Jacobson-radikélja.

Akkor viszont rad P, = P J(A) = e;J(A) és e;A/e; J(A) = (e;) egszerd modulus.
Ha mégis P, = P® P’ egy direkt felbontas, akkor P;/rad P, = P/rad P®P'/rad P’
Mivel P;/rad P; egyszeri, ezért vagy P = 0 vagy P’ = 0 a Nakayama-lemma
szerint. [

5.73. Megjegyzés. Amit kaptunk tehat, hogy a grafalgebrak esetén a Jacobson—
radikélt a [" pozitiv hossztusagi sétainak megfelels elemek generaljak. Masrészt azt is
belattuk, hogy a felbonthatatlan projektiv modulusok az ugyanazon pontbél kiindu-
16 sétaknak megfelelg elemek altal generalt jobbidealokkal egyeznek meg. Tovabbé
egy felbonthatatlan projektiv radikalja szerint vett faktor mindig egy (1-dimenzios)
egyszer modulus.
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5.74. Definici6. Azt mondjuk, hogy az M modulus lokélis, ha pontosan egy ma-
ximélis részmodulusa létezik. Masképpen mondva, ha rad M az egyetlen maximélis
részmodulus M-ben, azaz M/rad M egyszert.

5.75. Allitas. Ha R eqy jobb Artin—qyirt, akkor Ry felbomlik direkt felbonthatatlan
jobbidedlok véges direkt Gsszegére.

Bizonyitds. Ha Rr nem bomlik ol véges sok felbonthatatlan modulus direkt Ossze-
gére, akkor létezik M,, < R részmodulusok egy n € N-nel indxelt halmaza, amelyre
M, N Z,@én M, = 0. Ekkor viszont a

oo o0

> M,z M.
n=1 n=2

egy végtelen leszallo részmodulus lanc Rg-ben. O]

5.76. Allitas. Legyen R eqy jobb Artin—gyird. Ha P € Mod-R eqy felbonthatatlan
projektiv modulus, akkor P lokdlis.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy P az Ry egy direkt felbonthatatlan komponense (3.6.,
5.75.), azaz P = eR valamely e idempotensre. Elég megmutatni, hogy, nem létezik
olyan U és V valodi részmodulusa P-nek, amelyekre U + V = P volna, hiszen ha
M egy maximélis és N egy tetszbleges részmodulus P-ben, akkor M + N # P-bél
N < M kovetkezik.

Indirekt tegyiik fol, hogy mégis létezik U és V valodi részmodulus, amelyek
generaljak P-t. Akkor persze e € P el6all e = u + v alakban alkalmas u € U és
v € V elemekkel. Mivel Ry szabad, ezért létezik egyértelmten az o : Rgr — U, ill.
B : Rrp — V homomorfizmus, amelyre o/ : 1 +— u, ill. §': 1 — v. Legyen o, ill.
az. o |p, ill. ' |p leszikités. Ekkor a, 3 € Endg(P) olyanok, hogy a + 8 = idp,
hiszen ha p € P = eR, akkor p = er, alakd, amelyre (er,)(a+ 3) = (e)(a+ S)r, =
(u+v)r, =erp.

A Fitting-lemma miatt létezik olyan n,m, amelyekkel kera™ @ im o™ = P =
ker g™ & im ™. Vegyiik észre, hogy im o < im o < U < P és hasznaljuk, hogy
P felbonthatatlan. Azt kapjuk, hogy im o™ = 0. Ugyanigy im 5" = 0, tehat «
és [ nilpotens endomorfizmusai P-nek, amelyek Osszege az idp. Viszont semelyik
gytriben sem lehet két nilpotens elem 0Osszege az 1, hiszen, ha « nilpotens, ak-
kor kvazi-regularis, vagyis f = 1 — « invertalhat6, a&m nilpotens elem sosem lehet
invertalhato. Ellentmondasra jutottunk, amibél kovetkezik, hogy P lokalis. ]

5.77. Lemma. Legyen K, M és N tetszdleges modulus, ¢ : K — M és : M — N
homomorfizmusok. Ekkor,

1., ha @Y epimorfizmus, akkor im ¢ 4 kery = M;
2., ha ¥ monomorfizmus, akkor im ¢ Nkery = 0.
Bizonyitds. A maéasodik Allitds nyilvanvalo, ezért csak az els6t bizonyitjuk. Va-

lasszunk egy m € M elemet. A @i sziirjektiv, igy taladlhaté olyan k£ € K, hogy
(k) = (m)y. Akkor m — (k)¢ € kere), amib6l m € im ¢ + ker . O

5.78. Tétel. Legyen R eqy jobb Artin—gyiri, és legyen Rr = @ P; az Rp felbont-
hatatlan projektivekre valo felbontdsa. Ekkor az aldbbi dlitdsok teljestilnek.
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1., P;/rad P, = S; egyszerd modulus minden i-re;

2., Rr/J(R)r = ®I1S:;

3., ha S egy egyszerd R-modulus, akkor van olyan 1 <1 < n, hogy S = S;
4., Si = S; pontosan akkor, ha P, = P;.

Bizonyitds. Az 1., allitas éppen az 5.76. Allitas. A masodik allitas

Rr/J(R) = Rp/rad Rp = (®;_, 1)/ rad (&}, ;) =
= @?:13’/ @i, rad P = @?:1(3‘/ rad F;) = &1 Si

alapjan igaz. )

A 3., allitashoz rogzitsiink egy S egyszerti modulust. Az 5.3. Allitas alapjan
létezik ¢ : Rr — S epimorfizmus, amelynek M = kerp magja egy maximalis
részmodulus Rg-ben, igy J(R) < M. A ¢ : Rg — S ezért faktorizalodik a p: Rp —
Rr/J(R) természetes homomorfizmuson keresztiil, azaz van olyan ¢ : R/J(R) —
R/M homomorfizmus, amellyel up = ¢. Emiatt S kompoziciofaktora az R/J(R)
egy kompozicidlancanak, amely lanc az 1., pont alapjan csak S; tipusi egyszeriieket
tartalmaz.

A 4., allitas egyik irdnya trividlis. A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy S; = S; = S.
Jeloljon o egy P; — S, mig B8 egy P, — S epimorfizmust. Akkor a P; projektiv
tulajdonsagat hasznalva

Q.
i Jﬁ

4

Pj*a»s

adodik egy ¢ : P, — P; homomorfizmus, amellyel pa = 5. Az el6z6 5.77. Lemma
szerint
Pj=im ¢ +kera=im ¢+ rad P; = im p=F;.
——
rad Pj <<Pj
A P; projektiv, emiatt ¢ felhasadé és P, felbonthatatlan, ami miatt ker¢ = 0.
Kaptuk, hogy P, = P;. O]

5.79. Példa.

6. Moduluskategoriak

Ebben a fejezetben a gytirtik modulusait kategoriaelméleti szempontbol vizsgél-
juk. Célunk a véges-dimeznios algebrak moduluskategoriajanak leirasa, illetve ennek
segitségével az els6 Brauer-Thrall-sejtés bizonyitasa. Mindenekel6tt elengedhetet-
len, hogy attekintsiik az alapvets kategoriaelméleti fogalmakat.
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6.1. Alapfogalmak

6.1. Definicié. Egy C kategoria all a C objektumaib6l és morfizmusaiboél, melyekre
az alabbi axiomék teljesiilnek.

e Ha XY objektumai C-nek, akkor az X és Y kozotti morfizmusok Hom (X, X)
halmazt alkotnak.!

e Ha XY és Z objektumai C-nek, « € Hom(X,Y') és 8 € Hom(Y, Z) (azaz « és
f komponalhat6), akkor létezik egyértelmiien egy a8 € Hom (X, Z) morfizmus,
a melyet « és 3 kompozicidjanak neveziink.

e Barmely Y objektumhoz létezik egy kitiintetett 1y € Hom(Y,Y') morfizmus,
amelyre ha « € Hom(X,Y) és 8 € Hom(Y, Z), akkor aly = «a és 1y = f.
Ezt a morfizmust az Y identitds morfizmusénak nevezziik.

e Ha «, 8 és v komponélhaté morfizmusok C-ben, akkor (af)y = a(f7), vagyis
a kompozicio (ha értelmes, akkor) asszociativ.

6.2. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet, hogy egy kategéria objektumai nem fel-
tétleniil rendelkeznek algebrai strukturaval, s6t nem is feltétleniil halmazok. Egy
kategoriat elképzelhetiink gy, mint egy iranyitott grafot, melynek pontjai az objek-
tumok és minden X — Y nyil a Hom(X, Y) egy elemét reprezentalja. Megjegyezziik,
hogy bar egy graf pontjainak dsszességét halmaznak szokds definialni, most egy kate-
goria objektumaira nincs ilyen megkotés. Altalaban egy kategoria objektumai valodi
osztalyt alkotnak.

6.3. Példak.

e C objektumai és nyilai a
o
X Y

graffal adottak. (aly = o, 1x1xa = a, stb...)

e Egy parcidlisan rendezett S halmaz elemei is kategoridt alkotnak, ahol az ob-
jektumok S elemei és, ha X,Y € S, akkor Hom(X,Y') pontosan akkor egyele-
mii, ha X <Y, kiilénben {ires.

e set a halmazok katgoriaja, melynek objektumai a halmazok, a morfizmusok a
halmazfiiggvények;

P

homomorfizmusok, altalanosabban Mod-R kategoria az modulushomomorfiz-
musokkal.

e A csoportok, vektorterek, testek, stb... a homomorfizmusaikra nézve mind
kategoriat alkotnak.

6.4. Definicié. A C kategoria egy a € Hom(X,Y) morfizmusa

e monomorfizmus, ha barmely [, esetén Sa = ya-bol 8 = v kovetkezik;

Tkategoria alatt a jegyzetben mindenhol lokélisan kis kategoriat értiink.
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e epimorfizmus, ha barmely 3, esetén aff = ay-bol 8 = v kovetkezik;
e izmorfizmus, ha létezik olyan § € Hom(Y, X), amellyel aff = 1x és fa = 1y.

6.5. Megjegyzés. Barmely R gytirt esetén Mod-R -ben a monomorfizmusok éppen
az injektiv-, az epimorfizmusok éppen a sziirjektiv- és az izomorfizmusok éppen a
bijektiv homomorfizmusok (1d. 1.14., 1.15. és 1.16.).

Minden kategoridban igaz, hogy az izomorfizmusok egyszerre monomorfizmusok
és epimorfizmusok, azonban a megforditas altaldban nem igaz.

6.6. Definici6. Legyenek C és D kategoriak.

e Az I : C — D egy kovaridns funktor, ha F' a C minden X objektumahoz
a D-nek egy egyértelmiien meghatarozott F'(X) objektumat rendeli, tartja a
morfizmusokat, a kompoziciot és az identitast. Teh&t ha o : X — Y egy
morfizmus C-ben, akkor F'(a) : F(X) — F(Y) a neki megfelel§ nyil D-ben,
tovabba, ha «, f komponalhaté morfizmusok C-ben, akkor F(af) = F'(a)F(5)
és a C barmely X objektumara F(1x) = 1rx).

e A G:C — D egy kovarians funktor, ha F' a C minden X objektuméahoz a D-
nek egy egyértelmiien meghatarozott G(X) objektumat rendeli, ,megforditja”
a morfizmusokat, tartja kompoziciot és az identitést. Tehat ha o : X — Y egy
morfizmus C-ben, akkor G(a) : G(Y) — G(X) a neki megfelel§ nyil D-ben,
tovabba, ha «,  komponalhat6 morfizmusok C-ben, akkor G(af) = G(8)G(«)
és a C barmely X objektumara G(1x) = lgx).

6.7. Példak. Hom-funktorok. Az alabbi két példaban legyen R egy gytird és M
egy rogzitett R-modulus.

e A kovaridans Hom-funktor. A Hompg(M,—) : Mod-R — Ab egy kovarians
funktor, amely egy tetszdleges X € Mod-R modulushoz a Hompg(M, X) hal-
mazt rendeli. Ha o : X — Y egy hommorfizmus, akkor Homg(M, ) = « :
Hompg (M, X) — Homg(M,Y') az az Abel-csoport-homomorfizmus, amely egy
¢ : M — X homomorfizmushoz az (¢)a, = pa homomorfizmust rendeli.

e A kontravaridns Hom-funktor. A Homg(—, M) : Mod-R — Ab egy kovarians
funktor, amely egy tetszéleges X € Mod-R modulushoz a Hompg(X,Y') hal-
mazt rendeli. Ha o : X — Y egy hommorfizmus, akkor Hompg(a, M) = o* :
Homg (Y, M) — Hompg(X, M) az az Abel-csoport-homomorfizmus, amely egy
¢ 1Y — M homomorfizmushoz az (¢)a* = ap homomorfizmust rendeli.

e A standard K-dualitas: legyen A egy véges dimenzios K-algebra. Ahogy azt
megjegyeztiik, ekkor minden M modulus egyben K-vektortér, s6t K — A bimo-
dulus. A végesen generalt jobb-, illetve balmodulusok kézott egy kontravarians
funktort ad a standard K-dualitas:

D :mod-A — A-mod
M+— HOHIK(KMA, KK)

és a parja
D’ : A-mod — mod-A
M —— Homp (4 Mg, Kk).

Akarcsak vektorterek esetében most is D’D(X) = X minden végesen generalt
X modulusra. (A késébbiekben a D’ funktort is D-vel jeloljiik, ami nem fog
félreértéshez vezetni.
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6.8. Megjegyzés. Ha X, Y két R-modulus, akkor Homg(X,Y') nem csak egy hal-
maz, de Abel-csoport is egyben az (z)(p+1) = (x)p+(x)1, illetve (z)(—p) = —(x)¢
modon értelmezett miveletekre nézve. Vannak funktorok, amelyek kovetik ezt az
Abel-csoport struktirat a Hom-halmazokon, és vannak, amelyek nem. Ha F' egy
olyan kovarians (vagy kontravarians) funktor két modulus kategoria kozott, amelyre
a Hom(X,Y) <% Hom(F(X), F(Y)) (vagy Hom(X,Y) < Hom(F(Y), F(X))) egy
Abel-csoport-homomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy az F' egy additiv funktor.

Tekintsiink egy o : U — X és egy 5 : Y — Z homomorfizmust. Konnyt ellen-
6rizni, hogy mind az o* : Homg(X,Y) — Homg(U,Y), mind a g, : Homg(X,Y) —
Hompg (X, Z) leképezés Abel-csoport-homomorfizmus. Emiatt a

Hompg(U, —
Homp(X,Y) )

Homyz(Hompg (U, X), Homg(U,Y))

« —_ Oy

leképezés szintén egy Abel-csoport-homomorfizmus. Ugyanis (¢)(a+5). = (¢)(a+

B) = pa+¢f = (p)as + (¢) B = (p)(a + B4), és hasonloan (p)(—a). = (¢)(—a)
minden ¢ € Hompg(U, X) esetén. Ugyanigy megmutathato, hogy a kontravarians
Hom-funktor is egy additiv funktor Mod-R -bél Z-Mod -ba.

Ha R = A egy véges dimenzios alegbra, akkor a D : Mod-A — A-Mod standard
K dualitas mint Hom funktor maga is additiv. Sé&t, a

Homa(X,Y) —2— Hom (D(Y), D(X))

egy vektortér izomorfizmus. A K skalarjaira vonatkozé homogenitas konnyen el-
lendrizhets. Mivel mindkét Hom-tér véges dimenzids, ezért elég észrevenni, hogy
a kapott lineéris leképezés injektiv. Legyen ¢ € Homa(X,Y) és tegyiik fel, hogy
D(p) = ¢, a 0 leképezés. Azaz tetszéleges f : Y — K linearis leképezés esetén
(f)p« = 0. Ha ¢ nem a 0, akkor van olyan nem 0 eleme X-nek, amelyre (z)p # 0,
és talalhato olyan g € Homg (Y, K), amelyre ((x)¢)g # 0, ami ellentmondéas. Vagyis
latjuk, hogy ¢ = 0.

6.9. Definici6. A Mod-R -beli homomorfizmusok
X5y -5z
sorozatara azt mondjuk, hogy egzakt Y-nal, ha im o = ker 8. Az
L X X, I X, S
sorozat egzakt sorozat, ha a sorozat minden X;-nél egzakt. A
05X -5y 257250
alakt egzakt sorozatot rovid egzakt sorozatnak hivjuk.

6.10. Megjegyzés. A0 - X Y 5 Z 5 0 sorozat pontosan akkor rovid
egzakt, ha o monomorfizmus, § epimorfizmus és im § =72 =2Y/im a 2 Y/X.

6.11. Definicié. A 0 — X -% YV 25 Z = 0 révid egrakt sorozatra azt mondjuk,
hogy felhasadd, ha « felhasad6 mono.
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6.12. Lemma. A 0 » X -V 55 Z — 0 rovid egzakt sorozatra az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

(1) a sorozat felhasadd;
(i7) a B egy felhasado epimorfizmus;

(1i1) léteznek o/ 1Y — X és B : Z — Y homomorfizmusok, amelyekre aa/ = idy,
BB =idy, o =0 ésda+ B8 =idy teljesiil.

Bizonyitds. (i) = (ii): a 2.11. Allitas szerint az X izomorf az Y egy direkt Ossze-
adandojéval, emiatt Y = im a®Z. Viszont ker § = im « az egzaktsdg miatt, amibdl
szintén 2.11. Allitas szerint kovetkezik, hogy /3 felhasado mono.

A (ii) = (i) irany hasonléan bizonyithato, mig a (iii) = (i) és (iti) = (i)
trividlisan igaz. Elég belatni tehat, hogy (i) A (it) = (i4i). Feltehetjiik, hogy
Y = X& Z és hogy a : X — Y a természetes bedgyazas, mig f : Y — Z a
természetes vetités. Ekkor az o és (3 felhasado volta miatt létezik olyan o’ : Y — X
és B Z = Y, amelyekkel ao’ = id X és /5 = idz. Azt is latjuk, hogy '’ = 0.
Mar csak az maradt hatra, hogy belassuk az o’a + 55’ = idy egyenlGséget. Ehhez
legyen (x,2) € Y. Erre (z,y)(da+ 0') = (2,0) + (0,2) = (x,2) = (z,2)idy. O

6.13. Kovetkezmény. Modulusok 0 — X — Y — Z — 0 rovid egzakt sorozatdra
az aldbbiak teljestilnek.

o Az X pontosan akkor injektiv, ha a sorozat felhasad.

o A Z pontosan akkor projektiv, ha a sorozat felhasad.

Bizonyitds. A két allitas kozvetlen kovetkezménye az el6z6 6.12, ill. a 3.5. és 3.9. Al-
litdsoknak. O

6.14. Allitds. A D : mod-A — A-mod dualitds funktor minden rovid egzakt

sorozatot rovid egzakt sorozatba visz. Tovdbbd, a 0 — X Y Lz 0 pontosan

akkor felhasadd, ha a 0 — D(Z) 28 Dy) 2% D(X) = 0 felhasads.

Bizonyitds. Tekintsiik a A-mod -beli 0 — D(Z) o) D(Y) ey D(X) — 0 soroza-
tot. Vegyiik észre, hogy mivel « injektiv, ezért D(«) sziirjektiv és hasonléan mivel
B sziirjektiv, ezért D(5) injektiv. Tovabba a8 = 0 miatt 0 = D(af) = D(5)D(«),
masképp im D(f) < ker D(«). A forditott tartalmazashoz elég megmutatni, hogy
dimk ker D(a) = dimg im D(f), hiszen D(Z), D(Y) és D(X) is mint vektorterek
véges dimenziosak. Azt tudjuk, hogy dimkx M = dimg D(M) minden végesen ge-
neralt M modulusra. Ezt és az egzaktsagot hasznélva

dimg D(Y) = dimg D(Z) + dimg D(X) =
= dimg im D(pB) + (dimg D(Y) — dimk ker D(«)),

amibgl dimg ker D(a) = dimk im D(3) adédik.

Az allitds masodik részéhez elGszor tegyiik fel, hogy a sorozat felhasado, azaz
a egy felhasado monomorfizmus. Akkor létezik egy o : Y — X, amivel ad/ =
idy. Mivel D egy funktor, ezért D(aa’) = D(«/)D(«) = idpx, amibdl azt kapjuk,
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hogy D(«) egy felhasadd epi. A 6.12. Lemma miatt az 0j sorozat is felhasado. A
megforditashoz tegyiik fel, hogy

) 20 Dla)

0— D(Z DY) =% D(X) =0

felhasado. Mivel D(3) felhasadd6 monomorfizmus, létezik egy v : D(Y) — D(Z
homomorfizmus, amelyre D(3)y = idp(z). Ekkor taldlhaté egy 7 € Homu(Y, Z
homomorfizmus, amelyre D(v') = v, és amellyel 37" = idz, mert D(3v") = idp(z
(1. 6.8.). O

6.15. Kovetkezmény. Legyen A egy véges dimenzids algebra és M eqy A-modulus.
Ekkor az alabby két dllitas igaz.

e M pontosan akkor projektiv, ha D(M) injektiv;
e M pontosan akkor felbonthatatlan projektiv, ha D(M) felbonthatatlan injektiv.

Bizonyitds. Hasznéljuk, a 6.13. és 6.14. Allitasokat, illetve azt, hogy D?(M)
M.

LI 1R

6.16. Példa. Grafalgebrak felbonthatatlan injektiv modulusai.
Legyen A = KT'/I, ahol I" az alabbi graf

Q
R
B9

és [ az {aB,7%, Ba, 78} elemek &ltal generalt megengedett ideal. Ekkor az A algebra
(jobb) regularis modulusanak Loewy-diagramja

Az injektiv modulusok mod-A-ban megkaphaték a A-mod projektiv modulusainak
K-dualisaiként. Ezért elszor megkeressiik a A-mod (felbonthatatlan) projektiv
modulusait, ehhez pedig felirjuk az 4 A Loewy-diagramjat. Az 4 A felbomlik az
AA = Aey @ Ae, felbonthatatlan projektiv modulusok direkt Osszegére, ahol Ae; =
(e1, ) és Aes = (eg, v, v, ay). Tehéat A bal regularis modulusianak Loewy—diagramja

€2
e % K
AA = 5-J D « ¥
B o
ay
vagy a tomorebb jeloléssel
® 1 2
1

A=1
A 2

Altalaban is igaz az, hogy ha A egy grafalgebra, akkor az 4A4 bal modulus Loewy—

diagramjat megkaphatjuk ugy is mint az A%. jobb modulus Loewy-diagramja, ahol
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A° az A algebra opporzit algebraja. Az A° oppozit algebra vektortér strukturaja
megegyezik az A algebraéval, azonban két a,b € A° elem a x b szorzata az A-beli
ba szorzattal egyezik meg. Ha A = KT'/I egy grafalgebra, akkor A° is egy KT"/I'
grafalgebra. A I graf az, amelyet ['-bol a nyilak megforditasaval kapunk, mig I’ egy
generatorrendszeréhez jutunk, ha I egy generatorrendszerében az elemek monomja-
imban a szorzotényezdk sorrendjét felcseréljiik. Az iménti példaban A° = KTV/I'; a
[ graf az

/

(0%
1 e&E—= e 5
g
2

éS ]’/ — </8/&/’a/6/’7/2’ﬂ/7/>.
Vegyiik az Ae; bal modulust (vagy masképp az e; A° jobb modulust) és rogzitsiik
a diagramhoz tartozé bazisat!

b1

Aey = 5¢

bo
Az ehhez tartozé dudlis bazis megadja D(Ae;) = Hompg(Aey, K) egy bazisat. A
dualis bazis két eleme {0, b5}, ahol (b;)b; = 0; ;. Ekkor bha az a Homg (Aeq, K)-beli

elem, amely egy = € Ae; elemhez (7)(bya) = (ax)b), elemet rendeli (1d. 1.22.). Igy
()\1(71 + /\QbQ)(b/QO[) = (/\10[()1 + O)bIQ = )\1(()2)()’2 = /\1. Vagyls bl20./ = bll Emiatt

by
D(A€1>: lﬂ = %
by

Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk meg Ae, dualisat is, és ezzel az A felbontha-
tatlan injektiv (jobb) modulusait.

5 1
D(4A) = N

N7

2

6.2. A véges dimenzibs algebrak moduluskategoériaja

Ebben a részben a célunk az lesz, hogy egy véges dimenzidés A algebra vége-
sen generdlt modulusait és az azok kozotti morfizmusokat leirjuk. Természetesen
ezt a lehets legkevesebb folosleges informacioval probaljuk megadni. Igy példaul
nem sziikséges minden modulust leirni, elég csak a modulusok izomorfiaosztélyait
leirni. Ezen feliil elég a direkt felbonthatatlan (ind-A ) modulusok izomorfiaosz-
talyait tekinteni, ugyanis ha M, N € mod-A, akkor M és N is felbomlik véges
sok direkt felbonthatatlan modulus direkt Osszegére, azaz példaul M = &;M; és
N = @®;N;. Ha pedig o : M — N egy homomorfizmus, akkor a-t felbonthatjuk az
i My — M,m o M — M; és 1; : N; — N,p; : N = N, természetes bedgyazasok
és vetitések segitségével a kovetkez6 modon. Legyen «;; = v;ap; : M; — Nj, akkor
a = Z 7TZ'OZZ'7jZ.j.

Nem csak a modulusokat, morfizmusaikat is redukéljuk. Ha egy a: X — Y fel-
bomlik mint « = > 5;y; valamely §; : X — Z és~; : Z — Y homomorfizmusok szor-
zatainak Osszegére, akkor elég leirni a 3; és 7; homomorfizmusokat. Tehat érdemes
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a felbonthatatlan morfizmusokat kigytjteni egy fix X, Y modulus esetén. Azonban
tetszéleges a : X — Y homomorfizmus felbonthaté homomorfizmusok szorzatara.
Legyen ugyanis 0 € Ends(X),7 € Ends(Y) invertalhaté endomorfizmusok, illetve
legyen U tetsz6leges A-modulus. Ekkor

« (0%

X Y X Y
R %_104 vagy O‘N /fl
X Y
X ——vy X —2——v
”1\ %10‘ vagy WN ﬂ“
XU YU

mind az « lehetséges felbontasai. Vegyiik észre, hogy az els§ és harmadik felbon-
tasnal az els6 morfizmus felhasadé6 monomonorfizmus, mig a masodik és a negyedik
esetben a mésodik morfizmus felhasad6 epimorfizmus.

6.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a : X — Y egy irreducibilis morfizmus, ha
a nem felhasad6 (monomorfizmus vagy epimorfizmus) és ha az « felbomlik az alabbi
modon

X

<~y
A
Z
akkor 3 felhasad6 monomorfizmus, vagy 7 felhasadé epimorfizmus.

6.18. Megjegyzés. Altalaban nem igaz, hogy minden morfizmus felbomlik irre-
ducibilis morfizmusok kompoziciojanak linearis kombinaciéjara. Azonban, ha véges
sok (egymassal paronként nem izomorf) felbonthatatlan modulus létezi, akkor igaz.

6.19. Allitas. Ha az o : X — Y irreducibilis, akkor o vagy monomorfizmus vagy
epimorfizmus.

Bizonyitds. Tetszbleges o : X — Y felbonthato o/ : X - ima ése:ima — Y
természetes homomorfizmus és beagyazas

«

N

m «

X

Y

szorzatara. Tegyiik fel, hogy a nem mono, azaz ker a # 0. Akkor ker o/ = ker v #
0, ami miatt o/ nem felhasadé monomorfizmus és ezért e felhasadé epimorfizmus,
specidlisan im ¢ = Y. Am (im a)e = im a =Y, ami szerint « epimorfizmus. O

6.20. Példa. Tekintsiik azt az A = KT'/I algebrat, amelynek grafja

«
1] e——e 2

B
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és az I ideal egy generatora {afa, faf}. Vagyis az A4 Loewy-diagramja

1 2
Aa= 2 @ 1
1 2
9 2
Ekkor egy ¢ : | — 1 nem 0 morfizmus nem lehet irreducibilis, mert se nem mono-,
2
se nem epimorfizmus. Ahogy azt majd késébb latni fogjuk a ¢ felbomlik az
1 2
% — 2 —» ; — ]
1 2

irreducibilis morfizmusok szorzatara.

6.21. Megjegyzés. Az 5.76. Allitasban lattuk, hogy egy véges dimenziés A algeb-
ra felbonthatatlan P projektiv modulusa lokalis, vagyis egyetlen maximalis részmo-
dulusa rad P és P/rad P egyszerti. Ha alkalmazzuk P-re a standard K dualités
funktort, akkor egy @ = D(P) felbonthatatlan injektiv bal A-modulushoz jutunk.
Ko6nnyt ellendrizni, hogy a D funktor a P — P/rad P természetes homomorfizmus-
nak a soc ) — @) természetes bedgyazast felelteti meg. Emiatt egy felbonthatatlan
@ injektiv A modulus talpa egyszert.

6.22. Allitas. Legyen P egy felbonthatatlan projektiv, Q pedig egy felbonthatatlan
injektiv A-modulus. Ekkor arad P egy felbonthatatlan direkt dsszeadanddjanak (ter-
mészetes) bedgyazdsa P-be, a Q egy Q/socQ egy felbonthatatlan direkt dsszeadan-
dojdra valo vetitése irreducibilis morfizmus. Tovdbbd nincs mds tipusi P-be érkezd,
lletve Q-bol induld irreducibilis morfizmus.

Bizonyitds. Csak a projektiv modulusokra vonatkozé allitast latjuk be, a masik

&
allitas hasonldan igazolhatd. Legyen oo : U — P, ahol im o < rad P. Megmutatjuk,
hogy « valoban irreducibilis. Tegyiik fel, hogy az alabbi diagram kommutativ.

A
X

Feltehetjiik, hogy « nem epimorfizmus, kiilonben 7 felhasadé epimorfizmus (I1d. 3.5.).
Ha ~ nem epimorfizmus, akkor im v < rad P, mert P lokalis (Id. 5.76.). Viszont
im o < im v, tehat adodik egy djabb kommutativ diagram

U P

ahol « felhasad6 monomorfizmus, emiatt 1étezik egy 7 : rad P — U, amellyel ar =
idy. Ekkor viszont idy = am = fym = (yn), tehat (3 is felhasad6 monomorfizmus.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy a : U — P egy irreducibilis morfizmus.
Az o nem lehet epimorfizmus, mert akkor felhasadd, és ezért nem irreducibilis.
A 6.19. Allitds miatt o mono és az 5.76. Allitas miatt im o < rad P. Vehetjiik
akkor az o egy alabbi felbontasat.
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U

P

N

rad P

A feltételek szerint « irreducibilis, és persze £ nem epimorfizmus, ami miatt o
felhasad6 monomorfizmus. n

6.23. Példa. Vegyiik a 6.20. Példaban szerepl A algebrat és a példaban szerepls ¢
homomorfizmust. Koénnyfi ellenérizni, hogy a mod-A projektiv modulusai injektivek
is, hiszen most

D(Ax) =

& Ay

— N =
N — N
1%

A 6.19. Allitast alkalmazva, azt kapjuk, hogy a ¢
2

>_) 1

1
1
1 —»>—>

6.24. Definici6 (Auslander-Reiten-sorozat). Azt mondjuk, hogy a mod-A-beli 0 —

X %y 2 7 50 rovid egzakt sorozat majdnem felhasado (vagy masképp
Auslander-Reiten—sorozat), ha az alabbi feltételek teljesiilnek.

a., X,Z €ind-A (azaz X és Z is felbonthatatlan),
b., a sorozat nem felhasado,

c., tetszéleges Z' € mod-A és v : Z' — Z nem felhasadd epimorfizmus esetén
létezik olyan § : Z/ — Y, amelyel 68 = ~,

Z/

d., tetszéleges X’ € mod-A és v : X — X’ nem felhasadé monomorfizmus esetén
létezik olyan  : Y — X' amellyel ad = 7.

6.25. Definicié. Egy tetszéleges o : X — Y homomorfizmusra azt mondjuk, hogy
balminimalis, ha barmely ¢ : ¥ — Y esetén ac = a-bdl kiovetkezik, hogy ¢ egy
izomorfizmus. Az a jobbminimélis, ha barmely ¢ : X — X esetén ca = a-bol
kovetkezik, hogy € egy izomorfizmus.
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6.26. Lemma. Ha a0 » X - Y 25 7 5 0 eqy majdnem felhasadd sorozat,
akkor o bal- és B jobbminimdlis.

Bizonyitds. Csak a masodik allitast latjuk be, az els6 hasonloéan igazolhat6. Legyen
e € End4(Y) olyan, hogy €5 = . A Fitting—lemma miatt 1étezik olyan n, amelyre
Y =kere” @ im ™. Viszont a feltételek szerint § =¢f8 = ... = "3, tehat kere” <

~/

ker # = im o = X. Ekkor alkalmazhatjuk a modularis azonossagot
ima=1im aN(kere” @im ") = kere" & (im " Nim a) = X.
Mivel az X direkt felbonthatatlan, vagy kere” vagy im €” Nim « sziikségképpen 0.

o
A masodik eset nem allhat fenn, mert akkor im o = kere™ < Y miatt « felhasado
volna. Tehat kere™ = 0, amibdl kere = 0 vagyis ¢ injektiv. De dimgk Y véges,
emiatt ¢ izomorfizmus is. O

6.27. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 0 — X =Y Lz 50 eqy majdnem felhasadd
sorozat. Ekkor az alabbiak i1gazak.

®
1., Pontosan akkor létezik v : Z' — Z irreducibilis morfizmus, ha Z' <Y és
v =170, ahol Lz a természetes bedgyazisa Z'-nek Y -ba;

@
2., Pontosan akkor létezik v : X — X' irreducibilis morfizmus, ha X' <Y és
v = amx:, ahol Ty a természetes vetités Y -bol X' -re;

Bizonyitds. Csak az els6 allitast latjuk be, a masodik (duélis) allitas is hasonloan
igazolhato. El6szor tegyiik fel, hogy létezik v : Z/ — Z irreducibilis morfizmus.
Ekkor v nem felhasado6 és a sorozat egy Auslander-Reiten—sorozat, ezért

Z/

létezik olyan ¢ : Z/ — Y, amellyel 08 = ~. A feltétel szerint ~ irreducibilis és [

nem felhasad6 epimorfizmus, ezért 0 egy felhasadé monomorfizmus, tehat 7’ % Y
és ahogy lattuk 68 = 7.

A masik iranyhoz elészor is vezessiik be a kovetkezs jelolést. Altalaban, ha
o &;M; — ®;N; egy mod-A-beli homomorfizmus, akkor jelolje ¢; az M; — &M
és m; a M — M, illetve ¢; az N; — N és p;j az N — N; természetes beagyazasokat
és vetitéseket. Ekkor ¢, ; legyen az v;op; : M; — N; homomorfizmus minden ¢, j-re.
Ezzel, ha m € M-et az (my,...,my), mig n € N-et pedig az (ny,...,n,)" alakba
irjuk, akkor ¢ hatdsa megkaphat6 gy is mint a ® = [p; ;] matrixszal valo jobb
szorzés, hiszen o = ), - mip; jij.

Tegyiik fel, hogy Y = Y] @ Y5, legyen ¢, illetve 7; a felbontashoz tartozé ter-
mészetes bedgyazasok, vetitések. Elég megmutatni, hogy (13 irreducibilis. Legyen
B; = 13, ezzel B = [B1, B2] . Tegyiik fel, hogy S, felbomlik az alabbi médon

1

NoA

U

Y

A
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és tegyiik fel, hogy 0 nem felhasad6 epimorfizmus. Belatjuk, hogy ekkor v felhasado
monomorfizmus. Mivel 0 - X — Y — Z — 0 majdnem felhasado, ezért

létezik olyan 0, amelyre e = 0. Irjuk e-t € = [}, e5] alakba, ahol &; = em; : U — Y.

Ezzel az alabbi
0 €1 €2
! - (3 %]

5]

K

Yi®Y, Y @Y,

diagram kommutativ, ugyanis

L= =1 o 5 e llR] =[] 14

Ekkor viszont
{70}{51 52}[511_{51]
01 0 1 Bo | | Do

A 6.26. Lemma szerint 3 = [3, 5] jobbminimélis, és ezért a
v 0 €1 &2 | _ | Y€1 7&2
0 1 O 11| | O 1
egy izomorfizmus, specidlisan epimorfizmus. A képe im ve; & Yy = Y] @ Y5, amibdl

az kovetkezik, hogy ve; : Y] — Y] szintén epimorfizmus, s6t izomorfizmus is, mert
Y] véges dimenzits. Ezzel azt kaptuk, hogy v felhasadé monomorfizmus. O]

6.28. Tétel (Auslander-Reiten—tétel). Tetszdleges véges dimenzids A algebrdra az
aldbbr dllitdsok igazak.

a., Ha Z € ind-A nem projektiv, akkor létezik olyan majdnem felhasado sorozat,
amely Z-vel végzddik.

b., Ha X € ind-A nem injektiv, akkor létezik olyan majdnem felhasado sorozat,
amely X-szel kezdddik.

Tovabbd az a., és b., allitasokban szerepld majdnem felhasado sorozatok lényegében
egyértelmiek is, azaz ha 0 - X — Y — Z egy majdnem felhasado sorozat, akkor ha
0=->X =Y -2 —=0(ill. 0-X =Y — Z — 0) szintén majdnem felhasado
sorozat, akkor X =2 X' ésY =Y’ (il Y=Y ésZ=7'). O

6.29. Definici6. Legyen Z € ind-A egy nem projektiv modulus. Egy X € mod-A
modulust, amellyel 0 - X — Y — Z — 0 egy majdnem felhasad6 sorozat, a Z
Auslander-Reiten eltoltjanak nevezziik és 77-vel jeloljiik. Ha X a Z Auslander-
Reiten eltoltja, akkor Z az X inverz eltoltja, azaz Z = 771X

49



e,

Az A véges dimenzios algebra moduluskategoriajat grafikus modon kivanjuk
szemléltetni. Ahogy azt korabban megjegyeztiik, a redundancia elkeriilése célja-
bol csak ind-A izomorfiaosztalyait és az egyes osztélyokban szerepld reprezentansok
kozotti irreducibilis morfizmusokat tekintjik. Az A algebrahoz ily médon egy iranyi-
tott grafot rendeliink, az A tn. Auslander-Reiten—grafjat, vagy roviden AR—grafjat.

Az A AR-grafjanak cstcsait megfeleltetjiik ind-A izomorfiaosztalyainak és a
graf két XY pontja kozti nyilak reprezentaljdk az X — Y tipust irreducibilis
morfizmusokat. Ennél a pontnal azonban el§vigyazatosnak kell lenniink, ugyanis azt
latjuk, hogy ha o : X — Y egy irreducibilis morfizmus, akkor példaul tetszéleges
A € K nem 0 skalarral a Aa szintén irreducibilis morfizmus, és nyilvan felesleges
minden Aa morfizmust kiilon nyillal jeldlni.

Ha az X, Y két A-modulus és Irr 4 (X, Y) jeloli az X — Y tipust irreducibilis mor-
fizmusokat, akkor altaldban elmondhatjuk, hogy Irr4(X,Y) szintén egy K-linearis
tér (s6t valojaban End4(X)—End4(Y) bimodulus is, de erre most nincs sziikségiink).
Kihasznalva a lineéris strukturat, az X — Y irreducibilis morfizmusokat is t6mo-
ren tudjuk jelolni az AR—grafban X — Y tipusia nyilakkal. Rogzitsiik Trra(X,Y)
egy bazisat és az A AR—grafjdban az X — Y nyilak feleljenek meg egyértelmiien e
rogzitett bazis elemeinek.

A 6.28. Tétel tovabbi informéciot ad az A AR-grafjanak szerkezetérsl. Tekint-
stink egy Z nem projektiv felbonthatatlan modulust. Ekkor létezik egy (izomorfia
erejéig) egyértelmd (nem injektiv, felbonthatatlan) X, amivel 0 - X - Y — Z — 0
egy majdnem felhasad6 sorozat. Vagy masképp az X a Z Auslander-Reiten eltolt-
ja, Z pedig az X inverz eltoltja. Az A AR—grafjaban ezt az informéciot az alabbi
modon jeloljiik:

Ha P projektiv, ) pedig injektiv modulus ind-A -ban, akkor P nem rendelkezik
Auslander-Reiten eltolttal, () pedig nem rendelkezik inverz eltolttal. Ezt a grafban
»[P7, illetve ,@Q]” jeloli. Amennyiben M € ind-A projektiv és injektiv is, agy M nek
sem eltoltja, sem inverz eltoltja nincs, ezért a grafban [M]-et irunk. A 6.27. Tétel
szerint az Osszes X-bdl indulé irreducibilis morfizmus Y valamely direkt kompo-
nensébe érkezik, és az 0sszes Z-be érkezd irreducibilis morfizmus Y valamely direkt
Osszeadando6jabol érkezik. Ha Y = @,Y; az Y direkt felbonthatatlan Y; modulusok-
ra valo felbontéasa (esetleg eléfordulhat, hogy Y; = Y;), ekkor az A AR-grafjaban
minden X-b6l kimend nyil végpontja valamelyik Y; és minden Z-be érkezd nyil kez-
dépontja valamelyik Y;. (Ha esetleg Y; tobbszor is megjelenik Y felbontasaban,
akkor a grafban t6bbszoros él mutat Y;-be.) Tehat a grafban ez egy

részgrafot ad meg. Az AR-graf egy ilyen blokkjat, amely all egy X modulusbol,
T7X eltoltjabol, illetve az Osszes 7.X-b6l induld és az Gsszes X-be érkez§ irreducibilis
morfizmusbol az AR-graf egy mesh-ének nevezziik. Vegyiik észre, hogy egy mesh

20



pontosan akkor teljes, ha dimg 7X + dimg X = >, m, - dimk Y;, hiszen a 0 —
X — @Y™ — X — 0 egy rovid egzakt sorozat.

Az eddigi észrevételek alapjan azt mondhatjuk, hogy az A AR-grafjanak fel-
irasdhoz jo stratégia lehet, hogy kiindulunk egy nem projektiv (s6t ha lehet, ak-
kor injektiv) Z felbonthatatlan modulusbol, meghatarozzuk a 77 eltoltjat, és a
0—77Z —Y — Z — 0 majdnem felhasado sorozatot, amibdl leolvassuk az Z-ben
végzddo irreducibilis morfizmusokat. Majd az eljarast Z helyett 7Z-vel folytatjuk,
ha lehet. Ha 7" Z mar projektiv, akkor pedig egy Gj nem projektiv modulussal kezd-
jiik el ezt az eljarast. Az els6 kérdés az, hogy hogyan hatarozhatjuk meg a Z nem
projektiv modulus Auslander-Reiten—eltoltjat.

6.30. Definici6. Legyen X € Mod-A tetszéleges modulus. Azt mondjuk, hogy a
¢ : P — X epimorfizmus az X projektiv fedése, ha P projektiv és ker o € rad P.

6.31. Megjegyzés. Megyjegyezziik, hogy egy tetsz6leges R gyiiri esetén az X €
Mod-R modulusnak nem biztos, hogy létezik projektiv fed§je. Azonban, ha A egy
véges dimenzios algebra, X € mod-A, akkor a projektiv fedés létezik és lényegében
egyértelmd. Pontosabban, ha ¢ : P, — X és o : P, — X az X két projektiv
fedése, akkor létezik o : P, — Pp, amivel o = iy, specidlisan P, = P,. Az «
létezéséhez hasznaljuk a P projektiv modulus univerzalis tulajdonsagat.

Py
o,
Of/ l%@

PlT»X

Tehat o : P, — P; olyan, hogy aw; = 5. Mivel A véges dimenzios, tehat Artin,
ezért ker 1 <rad P, << P;. Viszont (im a)@; = im ¢, amibdl P, = im « + ker ¢
adodik. Tehédt o epimorfizmus. A P; projektiv, ezért o felhasado is, igy ker « direkt
Osszeadandoja Po-nek. Am ker a < ker apy = ker o < rad P, miatt kera = 0.

A projektiv fedés 1étezéséhez tekintsiink egy tetszéleges X € mod-A modu-
lust. TLattuk (5.31. és5.68.), hogy X/rad X féligegyszerd, és a végesen generalt-
sag miatt irhatjuk, hogy X/rad X = @I ,S/™, ahol S; 2 S, ha i # j, és S
az S; modulus m;-edik direkt hatvanya. Az 5.78. Tétel szerint ekkor létezik egy
¢ P =@, P" — X/rad X epimorfizmus, amelynek a magja rad P. Mivel P
projektiv, ezért

P
Q.7
2 e
X % X/rad X

létezik olyan ¢ : P — M, amellyel pu = ¢'. A ¢ sziikségképpen sziirjektiv, kii-
I6nben im ¢ benne van egy maximalis M < X modulusban, és ha o : X — M/X
természetes homomorfizmus, akkor egyrész oo = 0, mésrész o faktorizdlhaté a u-n
keresztiil, azaz o = un, amibgl pun = 0 kovetkezik. Ez ellentmond ¢’ sziirjektiv tu-

lajdonsaganak. Az pedig, hogy ker ¢ < rad P adodik abbél, hogy ker ¢ < ker pu =
ker ¢’ = rad P.

6.32. Definici6. Ha X € mod-A egy tetszéleges modulus, akkor a

N = Ny - N < V/ gy
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sorozat az X egy projektiv feloldasa, ha a sorozat egzakt és minden i-re P; projektiv
modulus. Tovabbé a sorozat egy minimalis projektiv felolddsa az X-nek, ha még az
is teljesiil, hogy ker o; < rad P; minden ¢ esetén.

6.33. Megjegyzés.

e Vegyiik észre, hogy mod-A-ban minden X modulus minimalis projektiv felol-
dasa létezik és lényegében egyértelmd. A megkonstrualasdhoz elGszor vegyiik
az X-nek az ag : Py — X projektiv fedését, majd legyen ai; : P, — kerag < F
projektiv fedés, és igy tovabb.

e A tovabbiakban gyakran lesz sziikség a Homy(—, A) : mod-A — A-mod funk-
torra. Az egyszeriiség kedvéért az M € mod-A képét jeliiljiik M*-gal. Tehat
M* = Hom (M, A). Hasonloan, ha o : M — N egy mod-A-beli homomorfiz-
mus, akkor a Hom4(—, A) altali képe legyen az o : N* — M*.

6.34. Definicié. Legyen M € ind-A egy nem projektiv modulus. Legyen az M
a0

minimalis projektiv feloldésa ... - P, — Fy — M — 0. Ekkor az M transzpo-
naltja Tr M = P{/im af € A-mod . Masképp, Tr M az az A-mod -beli modulus,

amelyre az Py i) P — Tr M — 0 egzakt.

6.35. Allitas. Legyen M eqy felbonthatatlan nem projektiv modulus, amelynek mi-

nimdlis projektiv felolddsa ... — P, — Py =% M — 0. Az M Auslander-Reiten—
eltoltja TM = ker D(a). O

6.36. Megjegyzés. Korabban lattuk, hogy a D dualitas funktor révid egzakt so-
rozatokat rovid egzakt sorozatba képez. Emiatt tetsz6leges egzakt sorozatot egzakt
sorozatba képez, vagyis TM az a modulus, amellyel a

D(a3)

0— 1M — D(P}) — D(Fy)
sorozat egzakt. Vilagos, hogy D(Py), D(F;) modulusok és a D(«aj) homomorfizmus
ismeretében konnyen meghatarozhaté 7M.

Az D(Py), D(F}) modulusok injektiv modulusok, s6t ha P, = @je;A™, ak-
kor D(P;) = @,;D(Ae;)™ . Ugyanis Homy(e;A, A) = Ae; mint bal A-modulusok
a ¢ — (e;)¢ izomorfizmuson keresztiil. Tovabba mivel mind Fp, mind P, véges
sok e;A alakt modulus direkt Gsszege, ezért Homa(P;, A) = Homy(®,e;A™i, A) =
@®; Homu(e;A, A)™i. Tehat 7M meghatarozasdhoz a I, illetve P, projektiv modu-
lusok felbonthatatlan komponeneseihez tartozo injektiv modulusait kell megkeres-
niink és meg kell hatarozni, hogy mi az «y : P, — Fy homomorfizmusnak megfelel§
D(a3) : D(Pf) — D(FP;) homomorfizmus.

6.37. Példa. Tekintsiik a korabbi, 6.20. Példa szerinti A algebrat. Az A regularis
modulusanak Loewy—diagramja

Ay = NP

— N =
[N )

Hatérozzuk meg az A Auslander-Reiten—grafjat! Elészor megkeressiik meg az S(1)
egyszeri modulus 75(1) Auslander-Reiten—eltoltjat. Lattuk, hogy mind a P(1) =
e1 A, mind a P(2) = ey A felbonthatatlan projektiv modulus egyben injektiv is és
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a P(1) az S(1)-hez tartozo Q(1), a P(2) az S(2)-hoz tartozo Q(2) felbonthatatlan
injektiv modulus.
Az S(1) egyszerti modulus minimalis projektiv feloldasa

1
o1 =B [2]— S(1) =0,
2 1

ahol a kis négyzetek jelolik, hogy a P, = P(2)-t generalé altér a Py = P(1) melyik
alterébe képezddik az ay : P, — Py homomorfizmus mentén. A 75(1) az a modulus,
amelyre a

1 — 2

2 1

sorozat egzakt. Mivel oy # 0, ezért D(aj) sem lehet 0, igy ker D(af) = S(1).
Tehat valoban a D(«af) hatasat jelolik a kis négyzetek az abran, kévetkezésképp
75(2) = S(1). Szimmetria okokbol 75(1) = S(2).

Tekintsiik most az M = rad P(2) modulust, keressiik meg ennek az eltoltjat. A
modulus minimélis projektiv feloldasa

. 1

aq
2 — 2 —

1 2

igy 7M az a modulus, amelyre a

0—75(1) —

— 0,

1Da*
0 7M —s o 2oV
1

N =

sorozat egzakt. Ismét elmondhatjuk, hogy a; nem 0, ezért D(«aj) sem az, ezért
im D(af) = soc P(1), ahogy azt az abran jeloltiik, és ebbdl 7M = ker D(af) =
rad P(1). Szimmetria okokra hivtakozva Trad P(1) = rad P(2).

Az eddig rendelkezésre all6 informéciok alapjan az A AR-gréafjanak alabbi rész-
letét ismerjiik.

A grafban igazabol a rad P(1) csak egyszer szerepelne, de a graf atlathatobb, ha
t6bbszor is berajzoljuk ezt a pontot. Az dbran berajzolt irreducibilis morfizmusok a
rad P(i) — P(i), illetve Qi) — Q(i)/soc Q(i) kanonikus morfizmusok (I1d. 6.22.).
Egy M, 7M péar egy 0 - 7™M — N — M — 0 rovid egzakt sorozatot hataroz
meg. Emiatt dimg N = dimg 7M + dimg M, vagyis egyszeri dimenzid szdmolas-
sal eldonthetjiik, hogy megtaldltuk-e az 6sszes 7M-b6l indulo, illetve M-be érkezé
irreducibilis morfizmust. Latjuk, hogy a rad P(2)-hoz tartozé mesh még nem teljes,
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hiszen dimg rad P(2)+dimgk rad P(1) =4 és dimk P(1) = 3. Ezért a meshbdl még
egy 1-dimenzios (és igy sziikségképpen egyszerii) modulus hidnyzik. A kompozicio
faktorok vizsgalatabol az is latszik, hogy a hidnyz6 egyszert csak S(2) lehet, hiszen
rad P(2)-ben és rad P(1)-ben 6sszesen kétszer, mig P(1) csak 1-szer szerepel S(2)
kompozicidfaktorként. Ugyanez a gondolat a rad P(1) meshében is miikédik. Ezért
tovabbi nyilakat rajzolhatunk be a grafba.

Vegyiik észre, hogy az 0j nyilakkal az S(1) és az S(2)-hoz tartozo mesheket is meg-
kaptuk. S&6t az is igaz, hogy az A AR—grafjanak ez egy Osszefiigg6 komponense,
amely csak véges sok kiilonb6z pontot tartalmaz. Késébb latni fogjuk, hogy ebbdl
mar kovetkezik, hogy ez a teljes AR—gréafja A-nak.

6.3. Brauer-Thrall-sejtések

6.38. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A algebra véges reprezenticio-tipusi, ha
ind-A véges, azaz ha A-nak izomorfiatél eltekintve csak véges sok felbonthatatlan
modulusa van. Az A végtelen reprezentacio-tipusid, ha nem véges reprezenticio-
tipusd.

6.39. Példa. A Kronecker—algebra nem véges reprezentacio-tipusi. A Kronecker—
algebra az az A = KT graf algebra, amelynek grafja

1
| e—=—4e 2, illetve Loewy-diagramja As= o/ \# @ 2.
B 2 2

Konnytd meggondolni, hogy az alabbi modulusok mind felbonthatatlanok és paron-
ként nem izomorfak.

1 1 1 1 1 1 1 1
o/ NPy NP as o NN S N e NP e
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

6.40. Tétel (Higman-tétel). Legyen G egy véges csoport, és charK = p # 0. Akkor
az A = KG csoportalgebra pontosan akkor véges reprezentdcio-tipusi, ha a G csoport
p primhez tartozo P Sylow-részcsoportja ciklikus. [

Sejtés (Brauer-Thrall 1.). Tegyiik fel, hogy az A véges dimenzios algebra esetén
létezik egy olyan b véges szam, hogy minden X € ind-A esetén dimg X < b. Ekkor
A véges reprezentacio-tipusi.

Sejtés (Brauer-Thrall II.). Tegyiik fel, hogy az A véges dimenzios algebra végtelen
reprezentacio-tipusi. Ekkor végtelen sok olyan pozitiv d egész 1étezik, hogy minden
d esetén taldlhato végtelen sok paronként nem izomorf d-dimenziés felbonthatatlan
modulus.
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Csak az . sejtéssel foglalkozunk, ezt egy altalanosabb tétel igazolédsaval bizonyit-
juk be. Vilagos, hogy az L. sejtés igazsaga kdvetkezik az aldbbi a 6.41. Tételbdl.

6.41. Tétel. Legyen A egy oOsszefiiggd algebra (azaz A nem bomlik gydrik direkt
dsszegére). Ha C az A AR-grdfjanak eqy dsszefiiggd komponense és létezik olyan
véges b, hogy minden X € C modulus esetén dimg X < b, akkor C az A AR—grifja
és C véges.

A tétel bizonyitasahoz némi el6késziiletre lesz sziikségiink.

6.42. Lemma. Az A AR-grdfja lokdlisan véges (azaz minden pont ki- és befoka
véges) és nem tartalmaz hurokéleket.

Bizonyitds. El6szor indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy X — X hurokél. Akkor
ennek megfelel egy a : X — X irreducibilis morfizmus, ami vagy mono- vagy epi-
morfizmus (6.19.). Mindkét esetben « izomorfizmus, mert dimg X véges, ez viszont
ellentmondés, mert igy o felhasadé.

Ha X injektiv modulus, akkor az AR-grafban X-bsl X/soc X mindenegyes di-
rekt Osszeadandojaba pontosan egy nyil mutat és ez az 6sszes X-bdl kimutato nyil.
Mivel X/soc X véges diemnzios, ilyen nyilbol csak véges sok lehet. Ha X nem
injektiv, akkor X = 77 valamely Z € ind-A modulusra, tovabba adodik egy
0— X — &Y™ — Z — 0 majdnem felhasadd sorozat, amelyben Y;-k paronként
nem izomorf direkt felbonthatatlan modulusok. Ekkor az AR-grafban az X-bdl m;
darab nyil mutat Y;-be, és ez az sszes X-bdl kimutaté nyil. Mivel X és Z véges
dimenzidsak, ezért ilyen tipusu nyilbol is csak véges sok lehet.

Hasonléan megmutathatd, hogy barmely X € ind-A befoka az AR—grafban
véges. 0

6.43. Lemma (Harada-Sai-lemma). Tegyiik fel, hogy az ind-A -beli f homomorfiz-
mus 2° darab olyan f; : M; — M, .1 homomorfizmus szorzata, amelyik eqyike sem
izomorfizmus és minden i-re ((M;) < b, ahol (M) az M modulus kompoziciohossza.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért jelolje ¢(f) az im f kompozicidhosszat. Az
n-re vonatkozo teljes indukcioval beldtjuk, hogy ha f legalabb 2" — 1 darab nem
izomorfizmus szorzata, akkor ¢(f) < b —n. Legyen n = 1 és indirekt tegyiik ol,
hogy az f : M — N nem izomorfizmusra ¢(f) = b. Mivel /(N) < b, ezért im f =N
és ((f) = C(N) = b. Sziikségképpen ¢(M) is b és ker f = 0. Amibd6l viszont az
kovetkezik, hogy f izomorfizmus, ami ellentmondas.

Tegyiik fel, hogy valamely 1 > n < b-re igaz az allitas. Ekkor az f-et felbont-
hatjuk az

M—..-U-5LV—>... 5N
T/ T/

modon f = agf szorzatara, ahol mind «, mind [ legalabb 2" — 1 darab nem izo-
morfizmus szorzata. Az indukcios feltétel miatt £(a), €(ag), €(5), €(gp), ¢(agB) mind
legfeljebb b — n. Ha van koztiik olyan, amelyik < b —n — 1, akkor kész vagyunk,
ha pedig ¢(agB) = b — n, akkor mindegyikiik pontosan b — n. Tegyiik fel, hogy
ez a helyzet. Ekkor im aNker g8 = 0, kiilénben ¢(agf) < {(ima) = b — n volna.
Tehat im adker g8 < U. Belatjuk, hogy im a+ker g5 valojaban megegyezik U-val.
Vegyiik észre, hogy

UU) =UU/ker gf) + L(ker gB) = £(im gB) + L(ker gB) = {(a) + L(ker g[3),
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amibdl im a + ker g8 = U. De im a Nker g8 = 0, tehat im a @ kergf = U. Az U
felbonthatatlan és im a # 0, tehat ker g = 0 és igy specidlisan g injektiv.
Hasonl6an megmutathat6, hogy V' = im ag @ ker 8, amibél im ag # 0 miatt
im g = V kovetkezik. Vagyis g mono- és epimorfizmus is, ami ellentmondéas. Tehat
azt kaptuk, hogy ¢(f) < b —n — 1. Most n = b véalasztassal a lemma allitasa
adodik. [

6.44. Lemma. Legyenek f;-k irreducibilis morfizmusok ind-A -ban, amelyekre az

M=M 5 m L2 m— s N

homomorfizmusok szorzata nem 0, és tegyik fel, hogy az f egy nem izomorfizmus.
Ekkor létezik olyan fi : My — M,y irreducibilis morfizmus, és g : My, — N
homomorfizmus, hogy fi... fri19 # 0.

Dudlisan, ha ' : L — M eqy olyan nem izomorfizmus, amelyre f'fi...fi =0,
akkor létezik olyan fo : My — My irreducibilis morfizmus és ¢’ : L — My homomor-
fizmus, amelyekre g’ fo ... fi # 0.

Bizonyitds. Csak az elsG allitadst latjuk be, a dualis allitds hasonléan igazolhato.
Jelolje h az fy ... f;_1 homomorfizmust.

El6szor tegyiik fel, hogy M; nem injektiv. Ekkor M; = 77 valamely Z € ind-A -
ra és adodik egy majdnem felhasad6 0 — M, — &,;Y; — Z — 0 sorozat, ahol Y;
felbonthatatlan. Mivel N € ind-A és f : M, — N egy nem izomorfizmus ezért nem
is felhasad6 monomorfizmus. Mivel a kapott sorozat egy Auslander-Reiten—sorozat,
ezért

M Y,
hJ 7TiHbi
0 M, ——Y A 0
e
N

olyan v, amellyel ay = f és igy hay = hf. Legyenek (; és m; az Y = @Y, fel-
bontashoz tartozé természetes bedgyazasok, vetitések. Ekkor ) . m; = idy. Mivel
0# hf = ha (D, mt) f, ezért van olyan i, hogy h(am;)(vf) # 0. Az am; irreduci-
bilis morfizmus a 6.27. Tétel szerint, tehat az f; = am, g = 1;f egy j6 megtoldas.

Tegyiik fel most, hogy az M, injektiv. Ekkor megallapithatjuk, hogy az f :
M; — N nem monomorfizmus, kiilénben felhasadé volna és ezért izomorfizmus is,
mert N € ind-A . Azaz f # 0 és ker f # 0. Az M, felbonthatatlan injektiv talpa
egyszeri és soc M; < ker f. Ezért az f faktorizalhato az f : M, — M;/soc M,
természetes homomorfizmuson keresztiil.

M, L M,/ soc M, L N

M;
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Legyen M,/soc M, = @i]\% felbonthatatlan komponensekre valé bontés, ¢;, w; ter-
mészetes beagyazasokkal, vetitésekkel. Ekkor a 6.22. Allitas szerint fm; irreduci-
bilis minden i-re. Tovabbé, mivel hf (>, miti) f' = hf # 0, van olyan 4, amelyre
hf(mi)f # 0. Egy ilyen i-re az f, = fm és g = ;" egy jo megtoldas. O

6.45. Kovetkezmény. Legyen C' eqy dsszefiiggd komponens az A AR—grdfjaban gy,
hogy a C-ben lévd modulusok kompozicidja korldtos. Ekkor barmely C-beli X és C-n
kiviili Y modulusokra Hom4(X,Y) = Homu (Y, X) = 0.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy mégis taldlhato a feltételeknek megfelels o :
X — Y nem 0 homomorfizmus. Ekkor a nem izomorfizmus, mert X-et a C-bél, Y-t
pedig C-n kiviilr6l valasztottuk. A 6.44. Lemmat iterativan alkalmazva irreducibilis
morfizmusok egy tetszéleges hosszi nem 0 szorzatat kapnank, amely szorzat minden
tagja C-beli. Ez ellentmondana a Harada-Sai-lemménak. m

A 6.41. Tétel bizonyitdsa. Legyen C az A AR—grafjanak egy olyan 6sszefiiggé kom-
ponense, amely rendelkezik a leirt tulajdonsdgokkal. Legyen M egy modulus a
C-ben. Az M-hez talalhatunk olyan f : P — M epimorfizmust, hogy P projektiv.
Sziikségképpen ez a P szintén a C' komponensben van (6.45.). Mivel az A algeb-
ra Osszefiiggd, ezért a 2.22. Allitas szerint barmely két P, P; projektiv modulusa
Osszekothetd nem 0 homomorfizmusok szorzataval. Ebbdl azt kapjuk, hogy C' tar-
talmazza az Osszes felbonthatatlan projektiv modulusat A-nak, amibdél azt kapjuk,
hogy C' az A teljes AR-gréafja.

Meg kell még mutatni, hogy a graf véges. A C-ben szereplé modulusok kompozi-
cidhossza legfeljebb b. Az M-hez és P-hez taldlhatunk olyan fi,..., f; irreducibilis
morfizmusokat, hogy fi ... f; € Homa(P, M) és t < 2°. Ugyanis az f : P — M nem
0 morfizmus megtoldhato irreducibilis morfizmusokkal gy, hogy a kapott homomor-
fizmusok szorzata nem 0. A Harada-Sai-lemma miatt ez az eljaras < 2° — 1 lépés
utan ledll, vagyis az utolsé 1épés izomorfizmus, amelyet irreducibilis morfizmusok
el6znek meg.

A graf lokdlisan véges, és minden modulus elérheté egy projektiv modulusbol
véges sok lépésben, ezért a grafnak csak véges sok pontja lehet. O]
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