Algebra 2. 9. feladatsor (megoldasok) 2009. &prilis 15.

. Bizonyitsuk be, hogy egy véges Abel-csoport minden C folotti irreducibilis reprezentdcidja 1-
dimenzios.

Megoldds: CA kommutativ és féligegyszeri, tehat a matrixgytiriik direkt Osszegére bontésanal
csak 1 x l-es gyfirtik, azaz csak ferdetestek, de a kommutativitds miatt testek szerepelhetnek.
Mivel C algebrailag zart, és ezek a testek véges dimenzidésak C f6l6tt, a csoportalgebra C-knek,
azaz egydimenzi6s modulusoknak direkt osszege. Igy minden irreducibilis modulus 1-dimenzios.

. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, akkor G/N minden irreducibilis reprezentdcidja egyittal G-nek is
irreducibilis reprezentdcidja.

Megoldds: Egy csoport egy reprezenticidjat tekinthetjiik a csoportalgebra f616tti modulusként, de
a csoport egy ¢ : G — GL(V)-be homomorfizmusaként is. Az utébbi felfogisnal az irreducibilis
modulusnak olyan vektortér felel meg, amelynek nincs valodi ¢(G)-invarians altere. Ha G/N-
b6l van ilyen homomorfizmus, az természetes moédon ad egy homomorfizmust G-bdl is, amelynek
ugyanaz a képe, tehat ha az els§ irreducibilis, akkor a mésodik is.

. Hatdrozzuk meg F3Q és CQ dsszes irreducibilis modulusdt!

Megoldds: Mindkét csoportalgebra féligegyszert, igy irreducibilis modulusok direkt Gsszegére bom-
lik, és csak ezek az sszeadandok az irreducibilis modulusaik. Mivel Q/Q" = @/ (—1) = Cy x Cy,
@ irreducibilis reprezentéciéi kozott vannak a Cy x Cy csoport irreducibilis reprezentécioi, amelyek
az 1. feladat szerint mind 1-dimenziosak. A masodrendi elemek képe ezeknél a reprezentacioknél
a test elsd vagy mésodrendi elemei lehetnek, igy a generatorelemek +1-be képz6dhetnek. Ez 4
kiillonb6z8 egydimenzios irreducibilis reprezenticio, azaz 4 egydimenzids direkt Gsszeadandoé a cso-
portalgebrdban. Ha van nem ferdetest 0sszeadandé, az az alaptest folott legalabb 4 dimenzios,
tehat ilyenbdl legfoljebb egy lehet a 8-dimenziés csoportalgebraban.

Keressiink Q-nak mésodfoki irreducibilis reprezentaciojat, azaz Q-val izomorf részcsoportot C2%2-
ben (a homomorfizmusnak hiiségesnek kell lennie, mert () minden normadlosztéja tartalmazza
Q' = (—1)-et, tehat ha az a magban lenne, akkor a reprezenticié a Q/Q’ egy reprezentaciojabol
szirmazna, és igy elsGfokt lenne). —1 képe nyilvan —1, és i, j képe ennek “négyzetgydke”. Igy
olyan A, B métrixokat keresiink a @ két generdtorelemének képeként, amelyekre A2 = B? = —1,

és B-1AB = A~1(= —A). C foltt az A — [ 0 1] és [Z

0] . S
10 0 —i] ilyen, F3 folott ugyanez az A az

1 1 . e . .
B = 1 1 -rel. Ezek valoban 2-odfoku irreducibilis reprezentaciot adnak. (Valosak f616tt nem
talalunk ilyen méatrixot, ott a hidnyzo6 reprezentéicié egy R f616tt 4 dimenzios ferdetest.)

o

. Legyen R fdidedlgyiri, és a € R. Bizonyitsuk be, hogy annak az n X n-es mdtriznak a kanonikus
alakja, amelynek dtlojiban csupa a, alatta egy sor 1-es, és mindenhol mdshol 0 dll, az a diagondlis
mdtriz, amelynek dtlojiban n — 1 1-es utdn egy a™ van.

Megoldds: A matrix bal alsé (n — 1) X (n — 1)-es részméatrixa egységmatrix, igy minden k& < n-hez
van 1 determindnst részmatrix, és ezért a k x k-as aldeterminansok legnagyobb k6z6s osztoja 1, ha
k<n-—1. Ebb6l D; =... =D, 1 =1, és nyilvan D,, = a”, kivetkezésképpen a kanonikus alak
diagonalis elemei dy, = Dy /Dy_1 =1, ha k < n, és a™, ha k = n.

. Bizonyitsuk be, hogy ha pi,...,p, primek az R féidedlgyiriben, a;y > ... > a5, pozitiv
egészek, ki > ... > k., és A egy olyan R félétti négyzetes mdtriz, amelynek dtldjdban p;”
(i =1,...,r, j = 1,...,k;) dllnak), akkor A kanonikus alakjiban az dtlo elemei alulrdl folfelé
pytt e pir ,p?““ o™ s 1-esek dlinak (a nem definidlt kitevéket 0-nak véve).

Megoldds: Szimultin sor- és oszlopcserékkel atrendezhetjiik a diagonalis elemeket gy, hogy leg-
alul pi**, pg?, ..., p¢t allnak, folotte p{'?,..., mindig az Gsszes primbdl a még el nem hasznalt

legnagyobb hatvanyokat téve egy blokkba. Ekkor elészér blokkonként hozzuk kanonikus alakra a
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métrixot. Mivel egy blokkban minden 4tlos elem relativ prim, még a blokkméretnél eggyel kisebb
aldeterminansok is relativ primek (mindegyik primhatvany kimarad valamelyik diagonalis aldeter-
minénsnal), igy a blokk D; determinénsosztoi 1-ek és aztan a teljes determinéns, és ebbdl az el6z6
feladathoz hasonlé médon lathatjuk, hogy a kanonikus alak 4tlés elemei is ilyenek. Ezek utan mar
csak az atl6 njabb atrendezésére van sziikség ahhoz, hogy a feladatban megadott alakot megkapjuk.

. Ldssuk be, hogy egy A komplex mdtrizra A — xlI kanonikus alakjdbol leolvashaté a Jordan-féle
normdlalakja: a A-hoz tartozé Jordan-blokkok méretei az dtloban szerepld polinomokban a A gyok
multiplicitdsa.

Megoldds: Ha A Jordan-féle normalalakja J, és J = P 1AP, akkor J — 2l = P 'AP — zI =
P~Y(A—zI)P, és P invertalhato C[z] f616tt, minthogy P~! is C[x]-ben van. Teh&t A—xI kanonikus
alakja megegyezik J — z/ kanonikus alakjaval. Ha a \;-blokkok méretei a;; > a2 > ... > a;,,
akkor a blokkok kanonikus alakra hozisa utan a 4. feladat szerint (x — \;)®*, ..., (z — \;)%"*i lesz a
blokkok utolsé diagonalis eleme. x — \; prim C[z]-ben, tehat a diagonalis elemek atrendezése utan
alkalmazva az 5. feladat allitasat azt kapjuk, hogy a kanonikus alak diagonalis elemeiben a A;-k
multiplicitasa éppen a \;-blokkok méretei.

. Adjuk meg a G = Z D Z DL additiv Abel-csoportban a H = ((2,—4,3),(4,1,1),(0,2,2)) részcsoport
izomorfiatipusdt €s faktordt.

2 40
Megoldds: A | —4 1 2| kanonikus alakra hozasaval azt kapjuk meg, hogy G egy alkalmas
3 1 2

bazisaban a H egy 1uj generatorrendszerét hogyan lehet felirni. Az atalakitas:

2 4 0 3 1 2 1 -3 2 1 -3 2

-4 1 2|—{—-4 1 2|—|—-4 1 2{— |0 —-11 10|~
3 1 2 2 40 2 4 0 0 10 —4

1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 0

0 -11 10|~ |0 -1 6|— |0 -1 6~ 1]0 =1 0

0 10 —4 0 10 -4 0 0 56 0 0 56

fey G/H = (Z)Z) ® (Z)(-1)Z) @ (Z/56Z) = Zss, H pedig Z © Z @ Z-vel izomorf, mert a szabad
Abel-csoport harom fiiggetlen eleme generélja.

. Hatdrozzuk meg a G = Zo @ Ly ® Zy csoport H = ((1,3,2),(1,1,0)) részcsoporttal vett faktorcso-
portjdt.

Megoldds: G az F = Z ®Z @7 szabad Abel-csoportnak a ((2,0,0),(0,4,0),(0,0,4)) részcsoporttal
vett faktora, és itt H 6sképe H; = ((1,3,2),(1,1,0),(2,0,0),(0,4,0),(0,0,4)). Tehat a G/H faktor-
csoport leirasahoz elegend az F/H1 faktorcsoportot meghatarozni. Ezt megint kanonikus alakra
hozéssal szamitjuk ki:

11 2 00 1 1 2 00 1 0 0 0 0
31 040|l—~|0 -2 -6 4 0]—|0 -2 —6 4 0
2 0 0 0 4 0 -2 -4 0 4 0 -2 —4 0 4

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O

0o -2 -6 4 0|—-(0 -2 0 0 0|~ ]0 =2 0 0 O

0 0 2 -4 4 0 0 2 —4 4 0 0 2 0 O

Tehat G/H = Zo & Zs
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Hf1. Keressiink As-nek C folott 1-nél nagyobb dimenzids irreducibilis reprezentdcidjdt!

Hf2. Ldssuk be, hogy egy R 1-elemes gyirid centrumdnak minden nilpotens eleme benne van J(R)-ben.
Mutassunk olyan elemet az S3 szimmetrikus csoport 2 elemi test folotti csoportalgebrdjiban, amely
nilpotens ugyan, de nincs benne a Jacobson-radikdlban.



