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C �EDGF�H!I2J�K�L�M�NPO,QSR;TVUXW�I)YBKSTZYBK\[
]�Y,TVN_^�R;TV`�acbVNVIPd�I2ePM*fgF�J/hBT8J

C iVj ` j MkMkFlF�ePecT;h2O�b#FkR8Fm`nF=NoecTpd9eqT;H!T#J�MZr4b!F�sct8u
1
ah2F�f�T8J,H#F�s
N8v

w T�YBI�`xh4r
N8y
CA z2{4|�|~}��)���)�x�X�#���m�#�<�<�2�8�2���q�8�8�������q�#�������*|����q�;�����2��������z����<�)�8z,���4�)�q�8�8�2�8�)���%{4�B�)�2�)�2���2�� �)��z 1 × 1 �Z�#���2�����;��z9�����#��� � �)��z �m�8�;���8�q�#�)�q�8z%�¡���l�¢z2{4|�|~}��)���)�x���x�)�2�£|��=���q���q�#�)�q�8z �q�8�8�;�8¤%�#�<���8�)���8z9¥¦ �x�2�#� C �2�<�2�8���;�2�<�<���§�#���)�8�6�#�¨�8�8�8z¢���q�#�q�q�8z¢�2�8�2�#�����=|¨�#���#�x©4�)��z C �m�4�x�2�q�8�ª� � �q{2¤%{2�;�)�2�x�2�8���;� C �Zz����8z%����#�����8�2�����<|¨�#���#�<©4�«|¨{���}��<}��q{2z�����z����x�)�8z��¬�4�)�q�8�8�2�2¥6®�2�¯|��=�����#���x�)�)�#��} � �<���<�<�<�°|¨{���}��<}�� 1 �����<|¨�#���#�<©4�8¥± �EDGF�H!I2J�K�L�M�NPO,Q'R;TPU°W�I;Y4KEW�u

N / G
UGu
Q!Q2I2e

G/N
fgFmJ/h,T8J¢FmePecT;h2O�b#FkR8Fm`nF=N�ecTpd9eqT;H!T#J�MZr4b!F�sct8u²TZYBK
³�MkMZu�`

G
apJ%TVQEF=NF�e�eqT)h2O�b!F´R#F=`�F<N�eqT®d�ecT�H!T8J/MZr4b#F´sct8u4v

w T�YBI�`xh4r
N8y_µ �2� � �q{2¤9{2�)�°�8�2�¶�;�8¤��)�8�8�#�4�)� � �x©
·)���«�q�8z��<�B�)���8��·q¸�z¯� � �q{2¤9{2�)�)�2�x�2�8���;�g���4�x�2�q�)�¹|¨{���}��<}��qz2�#�B�8�/���� � �){2¤%{2�)�º�8�2� ϕ : G → GL(V ) �Z�%�E��{4|¨{4|¨{2�q»��#|~}��)��z2�#�B���<�8¥�¼«��}��q©2�����6���#�x��{2�4�2�)���2�½�����x�)�)�#��} � �<���<�<�<�|¨{���}��<}��)����z¾{4�x�4�2�¿�2�8z,�q{2�;�q�8�¯�m�#�x�#��|¨�8�����2|¨�#�x�����8z¾���<� � �����2�x©���� ϕ(G) ���<�B�
���;�=�2�����2�x�q�8�)�2¥\À�� G/N ��9Á4�Â�
�2�²�<�<�2�#����{4|�{4|¨{2�q»��#|~}��8�������q�8�;|¨�#�q�8�8�q�#�º|¨©���{4�²�2�l�8�2����{4|¨{4|�{2�q»��#|º}��)� G �Z�9Á4�Ã�<�8�¹�2|¨�#�x�����8z}��2�4�2�����g�¨z2�8¤%�2�%�q�#�����G���¶���¡�#�<�qÁ��x�;�)�#��} � �x���<�<�=�8����z�z2{2�G��|��2�q{����xz��=�8¥Ä �EÅºu2MZr2ecI!H;H#OBQ�f¨T�Y
F3Q

]PN
CQ j N;N)H!TVNºFmePeqT)h2O�b#FkR8Fm`�F<N�f¨I#h2O�`�O,NVr2MZÆw T�YBI�`xh4r
N8y ¦ �<����z2�8� � �){2¤%{2�)�)�2�<�2�8���;�����#�<�x�2�8�2���q�8�8�;�����x�2���x�)�)�#��} � �<���<�<�<�6|¨{���}��=}��q{2z����<�)�8z,���4�;�q�8�8�2�8�)�@�9{4|g��<�xz9�/�#� � �)��z'�8�8�8z'���g�4�)�q�8�#�2���2����©2z²���¨�x�)�;�#��} � �x���<�<�<�G|¨{���}��<}��)�2�xz9¥ ¦ �x�2�#� Q/Q′ = Q/ 〈−1〉 ∼= C2 × C2 �

Q �x�)�)�#��} � �x���=�<�<�Ã�;�8¤��)�8�8�#�4�)� � �x©4��z2�2�8�2�q�����2������zE� C2 ×C2
� �q{2¤9{2�)���x�)�;�#��} � �x���<�<�<�Ã�)�8¤��)�8�8�#�4�)� � �<©4�k���2|¨�#�x�2�8z���¶Ç�¥����#�<�2�������q�8�8�;�<�B�G|��=��� 1 �����<|¨�#���#�x©4�;��z%¥¬¼È|��2�){����)�#�������#�x�#|��8z�z2�8¤9�~�8�8�8z����#�Â���;�8¤��)�8�8�#�4�)� � �x©2z����2����q�#�q�¨�#�<�qÁ������2�¢|��2�){����)�#�������#�<�#|¨�#�°�x�#���8�)���8z%�°�x�2�É���2�#���8�;���q{2�;�#�x�#|¨�8z ±1 �Z�%�¯z2�8¤��8Á������8�)���8z9¥ µ � 4z�¸��x�4�4�9�2�8Á¶�8�2�����<|¨�#���#�<©4�«�x�)�;�#��} � �x���<�<�<�ª�)�8¤��;�8�8�#�4�)� � �x©��¹���#��� 4 �8�2�����<|¨�#���#�x©4�����x�)�8z����4�)�q�8�#�2���2����©¯� � �){��¤9{2�)�)�2�x�2�8���;�����2��¥ ÀG�²���2�X���#|Ê���8�;���8�q�#�q�¶�4�)�q�8�#�2���2����©��«���'���£�2�<��¤��q�#�q�����4�x�2�q���<�8�4�2�<����� 4 ���<|¨�#���#�x©4�#��q�#�����G�=�x�2�#�4�9Á4�Ë�x�8�2���4� ·q�8�����8�2�¯�x�#���8�«� 8 �����<|��#���#�x©4� � �q{2¤9{2�)�)�2�x�2�8���������2��¥Ì �8�)�#�;�)¸���z Q ������z�|��2�q{����m{2z�Í¯�x�)�;�#��} � �x���<�<�<�Ã�)�8¤��)�8�8�#�4�)� � �<©
·q���8�����#��� Q �Z���2���x�8{4|¨{2�)���;�#�q� � �q{2¤9{2�)�q{2� C

2×2 ��9�#�ÏÎ´�Ð��{4|¨{4|¨{2�q»��#|~}��)����zÑ�,���q�8�2�#�)���8zÈz2�#�<�¨�x�#�����<�2��|¨�8�)� Q |��<�����#�È��{2�;|��2�x{4�q�8�q©
·)�Ð�)���)�)�2�<|����8�#�
Q′ = 〈−1〉 �Z�8�8�Ë�q�#�����g���������¯|����2���2�¢�x�#�����2����z,z2{2�~�¯�)�8¤��)�8�8�#�B�)� � �x©�� Q/Q′ �8�2�§�)�8¤��)�8�8�#�B�)� � �x©
·)���%©4��q�#���;|����#�����6�#�g�x�2�l�#�=�qÁ2�m{2z�Í��x�#�����ÓÒ�¥ −1 z2�8¤9�¯�4���<�x���2� −I �Ã�#� i � j z2�8¤9�E�#�����8zlÔ®���8�2���8�8�q�2�2�2z2�VÕ)¥Xp�2�{4�x�4�2� A � B |����q�;����{2z����Gz2�8�)�#�;¸���z�� Q z2�8���2�#���8�;���q{2�)�#�x�#|¨�#���8z²z2�8¤9�8z2�#�4�8�Â�2|¨�#�x�2�8z��)� A2 = B2 = −I �
�#� B−1AB = A−1(= −A) ¥ C ���4�x�2�q�«��� A =

[

0 1
−1 0

]

�#�
[

i 0
0 −i

]

�=�x�2�#��� F3 ���4�x�2�q�«}��2�4�2���8�g��� A ���
B =

[

1 1
1 −1

]

�Z�)�#�k¥ µ �8�8z¯���2�x©2���2� 2 �Z{�����{2z�Í§�x�;�)�#��} � �x���<�<�=�°�)�8¤��)�8�8�#�4�)� � �<©2�¡�2������z%¥gÎ�ÖÃ�2�x©4�)��z����4�x�2�q�G���#|
�)�2�<�2�<}���z¯�<�<�2�#�¯|����q�;����{2�8��{2�q�«�����=�2�4���8©��)�8¤��)�8�8�#�B�)� � �x©E�8�2� R �m�4�x�2�q� 4 ���<|¨�#���#�x©4�«�m�8�;���8�q�#�)�8¥×ÒØ �EÙËT�Y4K4T8J

R iVÚ F´hBT;r�` YBK�Û�ePÛ,U�]PN a ∈ R
v~DGFxH#I2J�K�L�M�NPO,Q£R;TPU°W�I;Y4K£u2J/J/u
Q£u!H

n × n
aqTPNºf¨r2MkePF�Ü4J/u
Q'uEQ�u2J/I4J�F<Q�O,Nu�`xu
Q®t8u
U�u2f�TV`�K
J9TPQ�r2M´`xsctVr,R)u2JÉb8NPO!d�u

a
U6u�`�u4MkMZu�TZY4K�NVI2e

1
acTVN;Uª]PN¡fgF�J/hBT8J�W�I�`Ýf¨r
N�W�I�`

0
r�`�`×U6u!HguEh2F�u!YBI2J/r2`nF=Nf¨r2MkePFnÜ2U°u2f�TV`�K�J%TPQ¶r4M´`�sct8rBR;u2J

n − 1 1
aqTPN�O�MZr2JlTZYBK

an
[Óu2J/v

w T�YBI�`xh4r
N8y ¼Þ|����q�;�������2�¹�2�<�q© (n− 1)× (n− 1) �Z�#���)�#�q�#|����q�������~�8�2���q�8�4|����q�;�x�9�/�<�2�¶|��<�����#� k < n �����8����2� 1 ���8�q�8�;|��<���2���)ÍE�;�#�q�#|����q�;�����B�#�ª�8�8�8�)��� k×k ���2�°�2�<���8�q�8��|��<���2���q{2z��x�8�4�����2�2{2����z2�2�8�4�°{4�q�8�q©
·)� 1 �����
k ≤ n − 1 ¥ µ ���9Á4� D1 = . . . = Dn−1 = 1 �9�#���B���<�<�
�2� Dn = an ��z2�Ó�2�8�qz2�8�8�#�qz2�8¤�¤%�#���¶z
�2��{4���<z�}��@�2�<��z���<���2{4���2�<�=�¬�#�x�#|¨�#� dk = Dk/Dk−1 = 1 �/��� k < n ���#� an �/��� k = n ¥ß �EDGF�H!I2J�K�L�M�NPO,QSR;TVU_W�I)YBK\W�u

p1, . . . , pr

d9ePLmf�TVQSu!H
R i8Ú F´hBT)r2` YBK
Û�ePÛ�R;T8J�U ai1 ≥ . . . ≥ aiki

d�I!H8F�MkLm[TZY�]PN)H!TPQÓU
k1 ≥ . . . ≥ kr

Ul]PN
A
TZYBKàI�`�K�u4J

R i8j ` j MkMkF�J9]ZY4K#HÓT8M�TPN�f¨r2Mke�F�Ü�UÉu2f�T8`nK�J%TVQÐr2M´`xsct8rBR)u4J p
aij

iá
i = 1, . . . , r

U
j = 1, . . . , ki â r�`�`nJ/u�Q â U¶u�Q!Q�I4e A

Q2u2J/I2J�F=Q
O,N�u2`�u
QptVr,R)u2JouÓH²r2M´`xs_TV`<T8f�T8Fºu�`nO�`�eps2` i8j ` i T8`x]
pa11

1
· · · par1

r , . . . , p
a1k1

1
· · · p

ark1

r

]VN
1
acTVN8TPQ�r�`�`�J/u
Q á u�J%T#fãhBTkä½J�F´r�`�M½Q�FmM�T#[ Ú Q4T8M 0

a®J/u�Q�[
]8[�T â vw T�YBI�`xh4r
N8yæå �#�<|~}��x�)�2�l�){2�q�¬�#��{4�q�#�x{2¤ � �q�8�)�8z�z2�#�½���q�)�#�����8�#���8��·)¸�zÉ�¯���<���2{4���2�=�<�@�#�x�#|¨�8z2�8�ºÍ��2�2�Ý��{2�2�²�x�8����2�<}�� pa11

1
, pa21

2
, . . . , par1

r �2�<�<����z9�6���4�x�2�q�q� pa12

1
, . . . �ª|��<�����x�l���£�4�)�q�8�#��¤����<|��9Á4���²|¨�8�l�#�«���#|ç���2�q�#���2�x��x�8�4�����2�2{2���������q�
�2�B�2{2z
���~�q�8�2���8�2�����x{2z�z,����¥ µ z�z2{2�@�#�xÁ4�q�8�2�����x{2z,z2{4��z2�#�B�~��{2�8�#}�z§z��2��{4���xz�}����2�<��z��;�¯�
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AB�
|����q�;�x��{2�8¥ ¦ �x�2�#���8�2�����<{2z,z����2�'|��<�����#�£���)�x©4�G�#�x�#| �)�#�<���)�x�E¤��;�<|��/|¨�8�¶�����x{2z�z�|¨�8�;�8�)���#�Ë�8�2�2�2�#��z��<�q�8����2�<���8�q�8�;|��<���2���q{2z¯�<�°�)�#�<���)�<��¤��;�<|��8z�Î´|��<�����8�2���xz�¤��;�<|������q���2�4�Ez��<|����;�2�E���2�<�2|¨�#�<���xz¶���<���2{4���2�<�<�¬�2�=���8�q�8�q�|��<���2���;���2�mÒ��/�x�2���g���x{2z,z Di ���8�q�8�;|��<���2���){4�q�8�q©4� 1 �Z�8zE�#�����8�)�2�£�g�q�#� ·c�#�¬���8�q�8��|��<���2���8���#�¬�8���%Á4�����@�#�<Á2�8Á���#�<�2�����)��{2�����2�q{4���x©¶|¨©���{4�¯�=���)������·q}�z9�/��{2�2�¯�~z
�2��{4���xz�}��¬�2�<��z����)�x©4���#�x�#|��#�9�=�ª�=�x�2�#���8z%¥ µ �8�8z¶}��)�2�£|����� �)��zg���«���)�x©¡ÍÓ·)���������q�)�#�����8�8�#�q�8�;�G���2�¨�q�#¸�z��q�8���2����{2�2����{2�2�g�����#�<�2�����q���2�¶|¨�8�4�2��{2�q�6�2�<��z2{2�6|¨�8�2z
��¤�·)}�z9¥

� �EÙ�r�N;NPO,Q R�TPU�W�I)Y4K¿TZYBK
A
Q�I2f«d%`<T)Ü¿f¨r2MkePFnÜBepu

A − xI
Q2u2J/I2J/F<Q�OBN*u2`�u
QptVr,R)s�`º`xT;I�`n[
u
N;W�u2MZsàu���I2ech4u2J/a i ]V`<TJ/I2ePf¨r�`xu�`�u�Q®t8u4y'u

λ
a�W�I!H¯MZu2e�MZIÓH#s���I2ephBu2J�aqRV`xI
Q!Q2I
Q'f�]8eqT8M�T#F«u!HEr2M´`xsBR)u4J�NqHÓT8eqT®d%` Ú d�I�`�FmJ%I2f¨I
Q2R;u2J_u λ

Y4K j QfgO�`nMkF d%`�F�b!FmMZr
N8u4v
w T�YBI�`xh4r
N8y À�� A �4{2�;���2���Z���#�x�¯��{2�;|��2�<�2�<��z!·)� J � �#� J = P−1AP �Ã��z�z2{2� J − xI = P−1AP − xI =
P−1(A−xI)P ���#� P �<�4�2�8�)�)�2�=�����q© C[x] �m�4�<�2�q�8�4|��<�4�)��{2�2� P−1 �<� C[x] �Z�9�#�º���2��¥��Ë�#����� A−xI z��2��{4���xz�}���2�<��z!·q�'|¨�8�2�8�2�2�8�#�xz J − xI z��2��{4���xz�}��g�2�<��z#·)�#���2�k¥�ÀG��� λi �Z���x{2z�z2{2z*|��8�)�8�q�#� ai1 ≥ ai2 ≥ . . . ≥ aiki

���z�z2{2�°�����x{2z�z2{2z�z
�2��{4���<z�}��°�2�<��z��;����{2�#�2�;�º}��)�2�E�
	�¥ ���#�<�2�����°�q�8�8�;�<�B� (x−λi)
ai1 , . . . , (x−λi)

aiki �x�#�)�G����x{2z�z2{2z�}��q{4�=�q©����<���2{4���2�<�<�¬�#�x�#|¨�2¥ x− λi ¤����<| C[x] �Z�%�#���/�q�#�����«�¨���<���2{4���2�<�<�°�#�<�#|¨�8z����q�;�#�����8�8�#�q�º}��)�2��2�xz��2�<|����8����������¥¶�m�#�<�2�����º�2�<�<�x�)�2�)���¡���8�ºz
��¤�·)}�z9����{2�2�l�¯z��2��{4���xz�}����2�<��z²���<���2{4���2�=�<�¡�#�x�#|��#�x�%�#�É� λi �Zz|~}��x�)�x¤��<� � �<�)�2�)�g�8¤�¤%�#�'� λi �Z���x{2z,z2{2z¯|¨�8�;�8�q�#�k¥
 �E^GhctPO,Qgf¨T�Y¶u

G = Z⊕Z⊕Z
uBh4h2F�MkLm[¡^¡R�TV`�apb8NVI�d�I4e�M�R;u2J�u

H = 〈(2,−4, 3), (4, 1, 1), (0, 2, 2)〉
ec]VNqH!bVNVIPd�I2ePMFxH#I2f¨I2emä6u2MkL d9O,NVr2M�]PN i u�Q
MZI2ecr2MZv

w T�YBI�`xh4r
N8y ¼




2 4 0
−4 1 2

3 1 2



 z
�2��{4���xz�}��¯�2�<��z��;�É��{2�#�2�;�#���2�¡���8�¶z���¤�·)}�z¾|¨�8���«��{2�2� G �8�2�¾�2�xz
�2�=|��2�
�����#�<�)�����2��� H �8�2�EÍÓ·��2�#���8�;���q{2�)�;�#�����q�8�8�)�8�¡��{2�2�4�2���x�#���8�¬���#�<�x�;���k¥ ¼G�¡���)�2�<��z��x�)�2���





2 4 0
−4 1 2

3 1 2



 7→





3 1 2
−4 1 2

2 4 0



 7→





1 −3 2
−4 1 2

2 4 0



 7→





1 −3 2
0 −11 10
0 10 −4



 7→





1 0 0
0 −11 10
0 10 −4



 7→





1 0 0
0 −1 6
0 10 −4



 7→





1 0 0
0 −1 6
0 0 56



 7→





1 0 0
0 −1 0
0 0 56



 .

p�2� G/H ∼= (Z/Z) ⊕ (Z/(−1)Z) ⊕ (Z/56Z) ∼= Z56 � H ¤9�#���x� Z ⊕ Z ⊕ Z �Z�2�#���<�8{4|¨{2�)�p�9|¨�8�;�����q�#�����2�¼G�%�#��� � �){2¤%{2�)�������){4|Ï�´¸��2�2�8�)�x�#�£�#�x�#|¨�@�2�#���8�;�2� ·)��¥
� �EÅºu2MZr2ecI!H;H#OBQ�f�TZY�u

G = Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z4

bVN8I�d�I2ePM
H = 〈(1, 3, 2), (1, 1, 0)〉

ec]VNqH!bVNVIPd�I2ePMkMZu�`6[�T8MkM i u
Q
MZI4epb8NVI2ad�I2ePM t8r2MZv
w T�YBI�`xh4r
N8y

G ��� F = Z⊕Z⊕Z �q�#�����2�E¼«�9�#��� � �q{2¤9{2�)�)����z¶� 〈(2, 0, 0), (0, 4, 0), (0, 0, 4)〉 �)�#�q� � �q{2¤9{2�)�q�)�2��2�8�q�Â����z��q{2�;���2�#�Â�x�q� H Á4�qz2�8¤%� H1 = 〈(1, 3, 2), (1, 1, 0), (2, 0, 0), (0, 4, 0), (0, 0, 4)〉 ¥��Ý�#�����Ã� G/H �´��z��q{2�q�� �q{2¤9{2�)���x�#�x�;�2�)�2��{2�~�#�x�8�2�#����Á���� F/H1 �´��z,�q{2� � �){2¤%{2�)�q{2�@|¨�8�4�����)���;{2�#���k¥ µ �8��|¨�8�4�<�B�Gz��2��{4���xz�}��@�2�<��z,�����{2�#�2�)�)�2�Ý�q�#�2|��x��·)}�zEz����




1 1 2 0 0
3 1 0 4 0
2 0 0 0 4



 7→





1 1 2 0 0
0 −2 −6 4 0
0 −2 −4 0 4



 7→





1 0 0 0 0
0 −2 −6 4 0
0 −2 −4 0 4



 7→





1 0 0 0 0
0 −2 −6 4 0
0 0 2 −4 4



 7→





1 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 2 −4 4



 7→





1 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 2 0 0



 .

�Ý�#����� G/H ∼= Z2 ⊕ Z2



���������
	����� �¹�º�����m�/�Ý���Ó #"/$�&)(É��+/"9���Ý-� !"/.�0�� Ä �121234�65879	;:<�=:<>@?
AB�
� � C ���¨T8eqTPN�N���J�Q

A4

apJ%TPQ
C i8j ` j MkM 1

a®J9]V`�J/u#YBK2IBR!Rgh2F�f�T8J,H#F�s�NºFmePeqT)h2O�b#FkR8Fm`�F<N�eqT®d9eqT;HÓT8J�MZrBb#F´sctVr4MZÆ
� � ± ��Ù�r�N;NPO,Q'R;TVU¬W�I)YBK'TZYBK

R 1
aqTV`<T8f�TPN�Y4K�Û�ePÛlb�T8J/Mke�O�f¨r2J/u
Q£fgF�J/hBT#J¢J/F=` d�I2M�T#J�N�TV`<T8f�TER;T#J�J%T�[Óu2J

J(R)
aqR;T#J/vw O�MZu
N�NPO�J�Q�I�`nK2u2J²TV`<T8f�T#MÃu!H

S3

NqH8F�fgf�T8MkePF<Q�OBN¡bVN8I�d�I2ePM
2
T8`xT#fgÛ�M�TVNPM i8j ` j MkMkF bVN8I�d�I2ePMZu�` Y,T!R#eprqtVrBR;u2J�U¬u2f�TV`�KJ�Fm` d�I2M�T8J�N~O�YBK2u2J�UªhBT~J/FmJ/b8NºR;T8J/J%Tgu���u4b�IBRPN8I2J�apepuBh2F<Q2r�`<R)u2J/v


