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R
RYWAI

D Z R#[]\,R8K�RNLTK ZT^2_�^ K`K`E n × n a RTLcbcd2K`[NE�eAG
OfW4I�g�[�gNh#RNSiX
O!O2G2[ R j R8H�K`[NM�bkX�S
Z(R) := { r ∈ R | rx = xr ∀ x ∈ R }

X
λ · I

X _ X
O
l'bkd4K`[�E�eAG
O4P)m _ d _�_ SnX
U�G _ λ ∈ Z(D) op R�WAG _ \4d
L8q4r�sut8v2w A x�y�z|{�}�~�� s2� aij 6= 0 � s2�=s x t#��w }�� i 6= j �Y{ t2�4s ���2�2{ A � ��s � I+Eji �Y� t#��� Eji

s��6s x�y�z|{;}�~ �s x t#��w���t � t8v2w2t z ��t#�f��t x �A���<�=s�t#��t x t�s ji � t#��w2t#�Dt8v2w 1 � t#��� � t z|z��2� ���)��v y � z � y�� s2��� (I −Eji)A(I + Eji) �� t#����s x t#��w2t z�x t8v � s�� � s z ��� �f� v2w2� ��� v2wDs�� A �Y� s2��s j.
� �2{)�9� � ��}=�2� ���|� � s�� i. � t z � x s��)�Ds�� i. � �)�#� � � ��� �

��� �8� y s2���)� � s j. � �|�#� � � �2z ��s jj � t#��w2t#� ajj − aij y �=�`� z t ��y�z s �2� ���)��v y � z ��t x t8v2w2t#�����
A �Y� s2�`� �#�k¡�v2w

A 6∈ Z(R) ¢r�s£�9t#� } v A
� } s�v � � y � } �8���#� aii 6= ajj � s2�=s x t#�=w i 6= j �Y{ t2��s �,�2�2{ s��8�#s2� s���t#��t x�}�x�y�z|{;}�~ �|�#s2� �2� ���|��v y � � s

A �Yz �9s x t#��w2t z s���t8v2w��|�8v x£y�z|{;}�~��%� �¤s�� i ¢ �#� j ¢ � �2{@¥ �|t { �]�|� � t#� � s������ � � A �Y� s2�'s�� i.
�#�

j.
� �2{ � x s��|�¦s�� i.�#�

j. � �)�#� � � } � � t#��w2t z�¥ �|t { �#�`� z t ��y�z s��ct { t#� x �#�4w§s���s�� } s�v � ��� y � } � x�y�z|{;}�~ ��s x t#��w A �Y�9� �¨s�� aii

�#�
ajjt#��t x©¥ �)t { �]�ª� � t#� � s�� � s z|� � z t ��y�z �|� } � z �#� ��« �=¬4� � ¬2� }�� A �Yz|� � ¢ �8v « �`� � s A = λ · I

��s ��� � λ ∈ D \ Z(D)
�%s �,�2�2{ A � s2�=s x t#��w µ · I �Y� t#�®��t x¯¥ �|t { �#� � t z �±°²t#� ¢³ t ��y�z Z(R) ¥ �)s � s�� �2�,�9� �´s λ · I x�y�z|{;}�~��2���%� � y �=�Y�®s x t#��w2t ��{ t λ ∈ Z(D)

�¤�#�it8�8t �§� s2� �2� s2� ¥ t#� z|{;y � } �t#��t x t �9¢
µ �D¶n· _ E¸W�RYWAI!L)F!R#[�g¹W4I�g�[�gf[|·NL)F)WAI
g�[NgNh8RTSºE�\,R)d _ hTX�S Z X
O
KYG2[�W4I�g�[Ng�h#R Z · _ E¸W�RYW4I�L)F!R8[Ng a R�»p R�WAG _ \4d
L8q´¼ { �#�|�8v2w�½ { ½¾��t x °�t#� z � z ��t#� « �n°²�#� } v2t8v2w��)�8t { ½��¨�9�#�=� y ����s¦°�¬4�=�|� ��y�{)�4x �)�8¬2v x�y�z|{;}�~��2� v2w�½ { ½��|tt8v2w z t#� z °²¬4��¬ z|z)} �=t8v4s2� y���� 2 × 2 � t#� x�y�z|{;}�~ v2w�½ { ½ � t#�¿��s��f� z|�2����}�{)� � z �����)� � � ��� v2w*°��#� } v2t8v2w��|�8t { ½/����t x°��#� } v2t8v2w��|�8t { ½�� x t {)z@� s2� � t#����tc� } �=� �2z t#���´� �2����} ��t y �`À�s�� �2� s x�y�z|{;}�~��2� �9s x t#�=w2t � ��t � �=t8v2°²¬4� �|t ��� s�� �2���°�¬4�=�|���)s {)��y�� s2� � s2�f��t x �A���=�=s�t#��t x � } ��w2t#� } ��t y � z s2� �2�2z ��s �9¢Á �#� } v2t8v2w��|�8t { ½Âv2w�½ { ½ } ��t y � �)s } �ks��2�º��v2w4s2� } ��sÃ°��#� } v2t8v2w��|�8t { ½Äv2w�½ { ½ x�y�z|{;}�~ v2w�½ { ½ � � }�{ t ��z ¬4�)�|�8t8v2t2�6�#�t#����t � s�� } ��t y � �)s } s �2�4x � � ��t#���|t �§� s2�=s x t#��w } ��t y � �)s } ��s � � }={ t �,z ¬4�)�)�8t8v2t } ���=� ¢£Å,¢ °²t#�<s2��s z � �2{ �®r@°�Æ4������t

}�z|z s �2�4x � � ��t#���|t � t8v2w��|�8t { ½�t � � z t ��y�z s�� } ��t y � } � x�y�z|{;}�~ v2w�½ { ½ � � }�{ t ��z ¬4�)�|�8t8v2t2�9�#��¡�v2w¹°²�#� } v2t8v2w��)�8t { ½ ¢¼@�6t#�=� ����}�� �4��s�� } � � ¬ � t z|� t8� }�� � ��� v2wksV°�s ��z|�2{ v2w�½ { ½ } ��°²�#� } v2t8v2w��)�8t { ½�� x t {)z s�� x t8v�s�� } ��t y � �9� � ��}<x s { s2� �
x�y�z|{;}�~ v2w�½ { ½ � � }�{ t ��z ¬4�)�|�8t8v2t ¢
Ç WAIÄR�W4I�L8·�W,R _ R8b�RTL R

WAI
g�[NgÉÈ�X j GAPNL8G2H a []X4\4E=O2d _ h8d2H/X�O¾H9R8Ê
R�F;F#ËAO�S�·TL J(R) a [|R _ h#R _�^�_ hNË,OÄX�F R
bcX#eAE²bcd _ E<Lh8GAP!P#E�\AR;d _ hTX2E�H/X
O¹bcR#K�L|F�R8K�·8K o

Ì �DÍ�d�L;LNM,O�P;RTS�U�G)WAI�RYWAI
R
W4I�g�[�g�P;R#H¹R�W4I

a
R _ R8bÎX�O!O�G4[u·NL j LTX�O�X
O�O�G2[�Ê
X2H¹P�R8H�H9R@R�W4IiH�E _ Ï G2K�R8H�L�h8GAP�P8E�\AR)d _ P)X4H�SU�X�RYWAI£H�E _ Ï G2K�R8H�LkP)X _ E�\AR)d _ P)X4HÐE<L�P�R8H�H9R�Ê�X2H op R�WAG _ \4d
L8qfr�s aR

� } ��� �2z t#���8� xc� �����|� � (aR)n = 0
�§s �,�2�2{ s��

RaR } ��t y � } �És��2À
(RaR)n =

R(aR2)n−1aR = R(aR)n = R0 = 0 ¢
Ñ �DÍ®R�W4I4R8H

R
RYWAI!L#·YW�R _ R8b�RNL�WAI�g�[Ng,SVX2b�R _ IQbkE²H/E²bkM�b a ·NL±bcX#eAE²bkM�b Z R _ K�·#K�R _ RNL�X�hTGAP�P8E�\AR)d _ G
O�[]X�H%·;F#Ê
R o C@E aF#G4H�I�J²K�LTMAO¹P�RNS¨U�G)W4I¹X!FkX _ dAP!P#Eºd _�_ J�KYd
L8G
ODRNO�Ê!E�Ê�X _ R8H�L8RNO R

K�R#K�L|F!Ò _ R�W,RTL J
h8GAP!P#E�\AR;d _ hTd2[ªX oÓ EÕÔ

J
H/E _ Ï G2K�R#H�L;ÖÓ E�EÕÔ

J
X4H�H�M _²_ d _ b�E�H/\AR#H�RYW4I�L)F!R8[Ngih8GAP�P R a bcG#\2M _ M,LNK�ÖÓ E²E�EÕÔ¾bkE�H/\AR#HÃÊ�·YW�RNLVO�G2b Ï G�F8J j E�m _ d4H j l�h8GAP!P R a bkG!\2M _ M,LNKnX2H�H/M _�_ d _ J a H%RNO±RYWAI£X _ O�X _ bcX
L�U�X2K`Ê�d2H/I�X op R�WAG _ \4d
L8q�� } � ⇒ � }=} ��Àir�s S

t8v2w��)�8t { ½�� s �,�2�2{ SJ ≤ S x�} s z|z SJ = 0 � s�v2w S ¢¹× t � s SJ = S
�¤s ���2�2{

S = SJ = SJ2 = SJ3 = . . . = SJn = S0 = 0
t#�=�=t#� z)xc� ��� y �8� z t ��y�z SJ = 0

�%s��#s��
J
s2���A���=� y � �|s S � t z8¢� }=} � ⇒ � }<}=} ��À�Ø�t8v2w2t#� M = M0 > M1 > . . . > Mr = 0

�¤s ��� � Mi/Mi+1

t8v2w��)�8t { ½ x�} ����t#� i �Y{ t ¢ ¼Ù� }=} �°�t#� z � z t#� x�} s z|z (Mi/Mi+1)J = 0
�/s��#s��

MiJ ≤ Mi+1

���#��¡=v2w
MJr ≤ M1J

r−1 ≤ . . . ≤ Mr−1J ≤ Mr =
0 ¢� }=}=} � ⇒ � } ��ÀÛÚ }�� t#� R x s ~�}=x � xk� �#� x�} � }=x � x °�t#� z � z t#��t#�'sÃ� �2����} ��t y � �2�,{ s�� RR � ��t �Ü� s2� � �8v2t#� �2�4xk�� � �#¡ ¥8}�� � y � ¥ s�� z t ��y�z � }=}=} � x£} s z|z�� s2� � ��w4s2� r

��s x t#��w { t RJr = 0
����t

RJr ≥ 1 · Jr = Jr
� z t ��y�z J� } ��� �2z t#��� ¢
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X�F
R _ RYWAH/X#WAI�G,P!P�H�E _ Ï G4K�R8H�L´h8GAP�P8E�\AR)d _ h8X
S6X!F!X!F

J(R)
bcX#WAXDH/E _ Ï G2K�R#H�L;S�·NLiKYX2[NKYX _ bcX!F£bkE²H%\AR8HQH�E _ Ï G2K�R8H�LºhTGAP�P8E�\AR)d _ K op R�WAG _ \4d
L8q Ø�t8v2w2t#� I

s���t8v2w��|�8t { ½�� �2����xc� �����=��� �2� s2���,���=� y�z|�2{ s } ��s �Ðx t z �|�8t z t ¢�� �£�Aw } � �
y � } ��t y �`�®�#��s� ¢ °²t#�=s2��s z �|�8t {;} � z � } �=� �2z t#��� } � ¢�� � z � R/I �Y� t#�Ð� } � ¥ ����t x z|{�}���}<y � } �V� } ��� �2z t#����� �2����} ��t y �`� x t {)z s2����s �s����4� � �8�9t R �Y� t#�¾�|� } � z �#�¾� } ��� �2z t#������t#����t2�º�#�c¡�v2w*s � ¢ °²t#�=s2��s z�x£} s z|zk� t#����tf��t#����t I �Y� t#� ¢ ³ t ��y�z s	 t#����t {)� � { ��
,¼ {)z)} � �Yz � z t#� �)�8t {;} � z R/I
°²�#� } v2t8v2w��|�8t { ½����#��t x�} s z|z I z s {)z s2� x s��8�#s J(R) � t z ��sc°�s ��z|�2{)� s2�¦s

x s ~�}=x�y � } � { �#�|� xc� �����=��� �2��x t z �|�8t z t 0
���/¡�v2w

J(R) } ��� } ��� �2z t#��� ¢r�s
J
� } ��� �2z t#����� �2����} ��t y �`�2s ���2�2{ s � ¢ °�t#�=s2��s z�y �=�=¡ z)y �)s��)�8t {;} � z s2���A���=� y � x�} ����t#�it8v2w��|�8t { ½ x�� �����=��� z ��s��#s��

x�} ����t#� R/M
°�s �,z|�2{�xc� �����<��� z�} �8�¤s ��� � M x s ~�}<x�y � } �º� �2����} ��t y � ¢��¨��� �4� � ¬ � t z|� t8� }�� � ��� v2w RJ ≤ M

x�} ����t#� x s ~�}<x�y � } � M �Y{ t2���#� z t ��y�z RJ
���#�u¡�v2w

J } � � t#����t � s2��t8�8t �fx t z �|�8t z � � t#��� J(R) �Y� t#� } � ¢
 �DC@E�F!G2H�I�J�K�LNM,OfP�RNSnU�G)WAI'RYWAI

R 1 a R _ R#bcRTL6h8GAP�P a�� [�K`E�H¦WAI
g�[Ng�P;R8H*X�È�X j GAPTLTG2H a [ªX4\2E<O�d _ E�\AR;d _ SV·NLkM�WAI2X2H%R;F#KuX!FE�\AR)d _ KºO�X Ï H/d2H�O�S¨U�XDbcX#e4E�bcd _ E=LkP;X _ E�\AR;d _ G
O¹b�R8K�L)F!R#K�RNO2·#H�Kn\AR��´H/E�d _ H/d2H�O op R�WAG _ \4d
L8q � v2w t8v2w��|�8v2t#��t x t#�*� �2����� ¼ {)z)} �¯v2w�½ { ½¯r � � ��} ��� z � z t#��t �|�8t {�} � z � �2�������@� t z)� t { } �8� z t ��y�z� {)� �#�Aw2t#�|t � s � ¢ �#��� ¢ °�t#�=s2��s zuy �=�=¡ z)y �)s }`¢
J(R)

� } ��� �2z t#���8� z t ��y�z s�� RJ(R) } ��t y � } ��� } ��� �2z t#�������=� ¢ s�� ¢ °�t#�=s2��s z���} � � �4w�¡ z)y � y�z ���º�#� x£}�� t#�´s�� } �� �2����} ��t y �`�%s���� ¢ °²t#�<s2��s zuy �=�=¡ z)y �;sc�|�8t {;} � z RJ(R) ≤ J(R)
�%s��#s��

J(R) } ��t y � } � ¢¼ ����� �2� ��� v2w � s2� } ��t y � �2��� s2� ��t��/� }=y � � s���v2w4s2��t8� z s��As ¥T�2� � � � �Y{ s2� }���y � zi� s����|� � �®°�t#� � s2�|�#� y � �|� � s Å,¢ °�t#� �s2��s z�y �=�=¡ z)y � y�z À R/J(R)
°²�#� } v2t8v2w��)�8t { ½¦v2w�½ { ½���¡�v2w � s2� xc� �����=��� � �#� z�} ��°��#� } v2t8v2w��|�8t { ½�� z t ��y�z � � �8v2t#��� �2� �t8v2w��|�8t { ½ � s2� xc� �����=��� � }�{ t ��z ¬4�)�|�8t8v2t2�4�#��t x�} s z|z R/J(R) �Y� t#�cs z|{;}���}=y � } � x�� �����=��� x s ~�}=x�y � } � � s2� } ��t y � �2���sf� }�{ t �,z ¬4�;�|�8t#s2��s2��� �2�,�9� � ��}=� s�v2w���� � t8v2w2t z � x t z �)�8t z t2���#��t x�} s z|z J(R) z s {)z s2� x s��8�#s's���¬4�;�|�8t#� x s �

~�}=x�y � } � � s2� } ��t y � x t z �|�8t z � z8¢ Á �2{ ��¡ z|� s�� � s M x s ~�}=x£y � } � � s2� } ��t y �`�6s �,�2�2{ J(R)
� } ��� �2z t#� ¥8}=y �)s x�} s z|z

J(R)(RR/M) = 0
� z t ��y�z J(R) = J(R)R ≤ M

� � s�v2w } � J(R) � t#����t � s2� s x s ~�}=x�y � } � � s2� } ��t y � �2�
x t z �|�8t z � � t#� ¢

� �DC@E�F!G2H�I�J�K�LNM,O P;RTSDU�G)W4I¿R�W4I
1 a R _ R8b�RNL�h8GAP�P a�� [�K`E�H W4I�g�[�g�H%RTO XÉÈ�X j GAPNL8G2H a []X4\4E=O2d _²_ X _ Ê�R8K`K Z X
O�KYG2[ªX Z · _ E�W aRYWAI�L|F!R#[�g op R�WAG _ \4d
L8q R/J(R) �Y� t#�*��t x ��t � t z ��t x z|{;}���}=y � } �V� } �=� �2z t#����� �2����} ��t y �`� x t {)z�� s J/J(R) } ��w2t#����s �,�2�2{

Jn ≤ J(R) � s2�=s x�} �=w2t#� n �Y{ t2�¤� x�}�� t#� J(R)
� } ��� �2z t#���8� t ���2�2{�� s2� � ��w4s2� k

� ��� v2w Jnk ≤ J(R)k = 0 ¢³ t ��y�z J } ��� } ��� �2z t#���8���#��s���� ¢ °�t#�=s2��s z �|�8t {;} � z t ���2�2{ J ≤ J(R)
� � s�v2w } � J/J(R) = 0 ¢ Ú }�� t#� R/J(R)� �2����� ¼ {)z)} �fv2w�½ { ½ } �8���)� «�� �|�8v � �8���9t#�'°²�#� } v2t8v2w��|�8t { ½ ¢

���DC�G2H�K�LTMAO Z8^�_ bcd2K`[NE�e!W4I�g�[NgAOD\2E²[|RNO�K ^ L;L|F�RYW�·8[|RcX CC4

·TL�X!F
F2C3 j L8G Ï G2[NKYX _ W,R!P#[]d�O�X2K �p R�WAG _ \4d
L8q ³ t z �)�8�4��t8v2t#� n

t#��t x ½ ¥ � � � �2{)z�¥ � � � �2{;z s2��v2t ��{;y � y�� s2� 1

n

∑

g∈G

g
� } ��� �2z t#���it#�=t x � � sfs z t#� zi� s �

{ s ��z t {;} �|� z)}=�
y �)sc��t x©� �|� z �)s n � t z8¢Ø�t8v2w2t#�
C4 = 〈a〉

�#�
A = CC4 ¢ ¼@�ºt#�=� ����} �#�|� { t � � z t#� z s�� 〈a2〉 ¥ � � � �2{)z|{ s@s2� � s2� x s�� � s � s����)� � s�� 1

2
(1+a2)

} ��t x � �2z t#��� z �#��t ��� �4�6s�� X = 1

2
(1 + a2)A

�#�
Y = 1

2
(1 − a2)A

� }�{ t ��z��2�4x � � ��t#���|t � t z8¢ r�s X �Y� t#�
� t { t#� « � �¹} ��t x � �2z t#���|t � t z �/s ���2�2{ s��@t#��t x t � t z (1+a2)(x+ ya)
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(1 + a2)(x + ya)

t8v2w2t#�����4�)�8v4��t �*� t#�=� z t#� �|t#� « �=� } t±s�� X �Y� t#� }6} ��t x � �2z t#����t#��t x t ��{ t ¢��¨��� �4� � s����)� � s��
e1 = 1

4
(1+a2)(1+a)

�#�
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4
(1−a2)(1+ ia)

�
e4 = 1
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3
(1+a+a2) = 1+a+a2 } ��t x � �2z t#���8���#� a+a2

sV� y�{ �|s ¢!�´��� �4� A
� � z � }�{ t ��zº�2�4x � � ��t#���|t X = (1+ a+ a2)A

�#�
Y = (a+ a2)A ¢ ¼@�@t#�=�)��t8v2w2��s x�y � � � }���� � z � }=x t#��� }�� �#���tks x�y � � � }�� s z �)t x ��t � t z�z|�!��y����§�9� � z s2� } � x t {;z � } � ¥ � � s2� � � }¤{ �#�|� xc� �����=���)s ¢��¨��� �4� x£y�{@� ¬ � t z|� t8� }��
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