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. Bizonyitsuk be, hogy ha R egy D ferdetest folotti n x n-es mdtrizok gytrdje, akkor R centruma,
Z(R):={reR|re=xrV xR} al- I alaki mdtrizokbol dll, ahol A\ € Z(D).

Megoldds: Ha egy A méatrixban a;; # 0 valamelyik i # j-re, akkor A-nak I+ E;-vel (E;; az a matrix,
amelynek egyetlen nem nulla eleme a ji helyen egy 1-es) vett konjugaltjaban, (I — E;;)A(I + Ej;)-
ben (amelyet megkaphatunk gy, hogy az A-ban a j. sorbol kivonjuk az i.-et, majd az i. oszlophoz
hozzédadjuk a j. oszlopot) a jj helyen a;j; — a;; 4ll, tehat a konjugalt nem egyenls A-val, és igy
A& Z(R).

Ha pedig A diagonalis, és a;; # aj; valamely i # j-re, akkor azzal az elemi matrixszal konjugalva
A-t, amelyet az egységméatrixbol az i. és j. sor cseréjével kapunk, A-ban az i. és j. sor, majd az i.
és j. oszlop is helyet cserél, tehit az eredmény az a diagonldlis méatrix, amely A-bol az a;; és a;;
elem cseréjével kaphato, tehat szintén kiillonbozik A-tol.

Végiil, ha A= \X-1I,ahol A € D\ Z(D), akkor A valamely p - I-vel nem cserélhets fel.

Tehat Z(R) csak azokbol a X - I matrixokbol 4ll, amelyekre A\ € Z (D), és ezek valoban centralis
elemek.

. Féligegyszeri gytrd részqyidrije, idedlja, faktorgyirije féligegyszeri-e?

Megoldds: A részgytiri nem feltétleniil féligegyszert, példaul a f6ls6 haromszogmatrixok gyftrtje
egy test folotti legalabb 2 X 2-es matrixgytirtiben (az utébbirdl tudjuk, hogy féligegyszerti) nem
féligegyszerti, mert van benne nilpotens jobbideal: azok a matrixok, amelyeknek legféljebb a jobb
f6ls6 sarkdban van nem nulla elem, ilyen idealt alkotnak.

Féligegyszert gytri idealja is az, ugyanis a féligegyszerti gylird matrixgytrik direkt Osszege, és
ennek az idedljai a komponensek valamely idedljainak direkt Osszegei (1d. 7. feladatsor, Hf2), de
itt a komponensek egyszertiek, tehat az ideal is matrixgytrtk direkt Osszege, és igy féligegyszeri.

Az el6bbibdl az is kovetkezik, hogy a faktorgytird is féligegyszer(i, mert az meg az ide4lbol kimaradd
métrixgytrtk direkt osszege.

Egy egységelemes R gytrid Jacobson-radikdljanak nevezzik, és J(R)-rel jeloljik az R mazimdlis
jobbidedljainak metszetét.

. Ldssuk be, hogy eqy R gytriben egy a elem akkor és csak akkor van benne egy nilpotens jobbidedlban,
ha egy nilpotens balidedlban is benne van.

Megoldds: Ha aR nilpotens, mondjuk (aR)™ = 0, akkor az RaR ideal is az: (RaR)" =
R(aR?*)"'aR = R(aR)" = RO = 0.

. Legyen R egységelemes gyiird, amely minimum- és maximumfeltételes a jobbidedlokra nézve. Bi-
zonyitsuk be, hogy az aldbbi dllitdsok ekvivalensek R tetszdleges J jobbidedljdra.
(i) J nilpotens;
(ii) J annulldl minden egyszerd jobb R-modulust;
(iii) minden véges kompozicidlinci jobb R-modulust annulldl J-nek egy alkalmas hatvdnya.

Megoldds: (i)=(ii): Ha S egyszert, akkor SJ < S miatt SJ = 0 vagy S. De ha SJ = S, akkor
S=8J=8J>=8J3=...=5J" =50 =0 ellentmondas, tehat SJ = 0, azaz J annullalja S-et.
(ii)=(iii): Legyen M = My > M; > ... > M, = 0, ahol M;/M;,; egyszerd minden i-re. A (ii)
feltétel miatt (M; /M, 1)J =0, azaz M;J < M, 1, ésigy MJ" < MyJ "' <...< M, 1J <M, =
0.

(iii)= (i): Mivel R maximum- és minimumfeltételes a jobbidealokra, Rpr-nek van véges kom-
poziciolanca, tehat (iii) miatt van olyan r, amelyre RJ" = 0, de RJ" > 1-J" = J", tehat J
nilpotens.
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. Bizonyitsuk be, hogy a 3. feladat feltételei mellett J(R) az R legnagyobb nilpotens jobbidedlja, azaz
J(R) maga nilpotens, és tartalmaz minden nilpotens jobbidedlt.

Megoldds: Legyen I az egyszerdi jobbmodulusok annulldtorainak metszete. Ez nyilvin ideal, és a
4. feladat szerint nilpotens is. S&t, R/I-ben nincs nem trivilis nilpotens jobbideal, mert annak
az Gsképe R-ben szintén nilpotens lenne, és igy a 4. feladat miatt benne lenne I-ben. Tehit a
Wedderburn—Artin-tétel szerint R/I féligegyszerti, és emiatt I tartalmazza J(R)-et (a faktorban a
maximalis részmodulusok metszete 0), igy J(R) is nilpotens.

Ha J nilpotens jobbideal, akkor a 4. feladat allitasa szerint annulldl minden egyszert modulust, azaz
minden R/M faktormodulust is, ahol M maximalis jobbideal. Ebbé&l kovetkezik, hogy RJ < M
minden maximéalis M-re, és tehat R.J, és igy J is benne van ezek metszetében, J(R)-ben is.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy R 1-elemes jobb-Artin gytridben a Jacobson-radikdl idedl, és ugyanezt az
idedlt kapndnk, ha mazimdlis balidedlok metszeteként definidlndnk.

Megoldds: Egy egységelemes jobb-Artin gylrtd Hopkins tétele szerint jobb-Noether is, tehat
érvényesek a 4. és 5. feladat allitasai.

J(R) nilpotens, tehat az RJ(R) ideal is nilpotens (Id. a 3. feladat bizonyit4sat), és mivel az is
jobbideal, az 5. feladat allitasa szerint RJ(R) < J(R), azaz J(R) ideal is.

Ahhoz, hogy balideilokkal definidlva ugyanezt a Jacobson-radikalt kapjuk, felhasznéljuk a 7. fel-
adat allitasat: R/J(R) féligegyszert gyfiri, igy balmodulusként is féligegyszert, tehat (véges sok)
egyszer( balmodulus direkt Gsszege, és emiatt R/.J(R)-ben a trividlis modulus maximaélis balidealok
(a direkt Osszeadanddkbol kihagyunk egyet) metszete, és emiatt J(R) tartalmazza az Gsszes ma-
ximalis balideal metszetét. Forditva, ha M maximalis balideal, akkor J(R) nilpotencidja miatt
J(R)(rRR/M) = 0, tehat J(R) = J(R)R < M, vagyis J(R) benne van a maximaélis balide4lok

metszetében.

. Bizonyitsuk be, hogy egy l-elemes jobb-Artin gyirinek a Jacobson-radikdllal vett faktora félig-
eqyszeri.

Megoldds: R/J(R)-ben nem lehet nem trivialis nilpotens jobbideal, mert ha J/J(R) ilyen, akkor
J™ < J(R) valamilyen n-re, s mivel J(R) nilpotens, ekkor van olyan k, hogy J"* < J(R)* = 0.
Tehat J is nilpotens, és az 5. feladat szerint ekkor J < J(R), vagyis J/J(R) = 0. Mivel R/J(R)
jobb-Artin gytir{ is, szlikségképpen féligegyszerii.

. Bontsuk fol mdtrizgydrik direkt 0sszegére a CCy és az FoC3 csoportalgebrdkat!

Megoldds: Tetsz6leges n elemi csoport csoportalgebrajiban % > g nilpotens elem, ha a test ka-
€G

rakterisztikdja nem osztja n-et. ’

Legyen Cy = (a) és A = CCy. Az el6bbi észrevételt az (a?) csoportra alkalmazva kapjuk az 3 (1+a?)
idempotenst és ebbsl az X = 1(1+a*)A és Y = (1 — a?)A direkt komponenseket. Ha X-ben
keresiink idempotenseket, akkor az elemeket (1+ a?)(x +ya) alakban frhatjuk, és felhasznalhatjuk,
hogy (1 + a?)a? = (1 + a?®)1. Tehat itt az (1 + a®)?(z + ya)? = 2(1 + a?)(2? + y* + 22ya) =
(1 + a?)(z + ya) egyenléségnek kell teljesiilnie az X-beli idempotens elemekre. Ebbdl kapjuk az
e1 = 3(1+a*)(1+a) és e3 = 1(1+a?)(1 — a) komplementer idempotens elemeket. Hasonloan az Y’
komponensben a 2(1 —a?)(z? — y? + 2zya) = (1 —a?)(z + ya) egyenletbdl az e3 = (1 —a?)(1+ia),
es = 2(1 — a®)(1 — ia) idempotenspart kapjuk. Tehat A = e1 A @ €24 & e34 & esA ideslok
direkt 6sszege (mivel A kommutativ, a jobbidedlok egyuttal idealok is), és mivel a komponensek
1-dimenzitsak, ez tovabb nem bonthato, és a komponensek C-vel izomorfak.

Ha C3 = (a), akkor A = F5C3-ban 1(1+a+a?) = 1+a+a? idempotens, és a+a? a parja. Ebbsl A
két direkt komponense X = (1+a+a?)A és Y = (a+a?)A. Az els6 egy, a masodik két dimenzios,
de a méasodikat sem lehet tovabb bontani, mert nincs valédi részmodulusa. EbbsSl mar kovetkezik
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is, hogy Y (ferde)test (egy legalabb 2 x 2-es méatrixgyiirtinek vannak valédi részmodulusai), de
kénnyt is ellenérizni, hogy minden nem nulla eleme invertalhato, igy X = Fy és Y = Fy.

. Keressiik meg a FoCy csoportalgebra dsszes idedljdt! Mi az algebra Jacobson-radikdlja?

Megoldds: Legyen Cy = (a). Az 1+ a Aaltal generalt ideal azokbol az elemekbdl all, ame-
lyekben az egyiitthatok osszege 0, igy 3-dimenzids, és ezért maximalis (jobb)idedl. Masrészt
(14 a)* = 1+ a* = 0 miatt ez az ideal nilpotens, tehat ez a Jacobson-radikil. A Jacobson-
radikil benne van minden maximalis (jobb)idedlban, de ez mér maga is maximalis, tehat J(A)
az egyetlen maximalis idedl, és igy minden méas val6di idedl benne van J(A)-ban. Nyilvan
A>1+4+a)A > (1+a)?A > (1+a)*A > 0. 1+ a annulldl minden egyszeri modulust, igy
minden modulust beleszoroz az Gsszes maximalis részmodulusaba. Ebbél kdvetkezik, hogy az el6bb
megadott kompozici6lanc minden tagjanak egyetlen maximalis részmodulusa a lanc kévetkezé tagja,
és igy nincs is a csoportalgebraban méas részmodulus (ideal), mint a fonti kompozicidlanc tagjai.

Legyen R a H halmaz részhalmazain definidlt Boole-gytrid, tehdt a szorzds a metszet, az 0sszeadds
a szimmetrikus differencia. Bizonyitsuk be, hogy R akkor és csak akkor féligegyszeri, ha H véges.

Bizonyitsuk be, hogy a KG csoportalgebra centruma a teljes konjugdltosztily-dsszegek linedris kom-
bindcioibol dll.

Felbonthatd-e az FoS3 csoportalgebra valddi idedljainak, illetve részmodulusainak direkt d0sszegére?



