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A feladatokban a gytirik egységelemesek, a modulusok unitérek.

. Irjuk le a 2 x 2-es valds mdtrizok gyirdjében a a jobbidedlokat. Tegyik meg ugyanezt a folsé
hdromszégmdtrizok gyirijére is.

Megoldds: Ha R"*" egy méatrixat megszorozzuk balrol a gytirti egy matrixaval, akkor az igy kapott
matrix oszlopai az eredetinek linearis kombinAcioi, és ilyen moédon az Gsszes olyan métrixot meg-
kaphatjuk, amelynek az oszloptere része az eredeti métrix oszlopterének. Két métrix 6sszegének
oszloptere része a két oszloptér generatuméinak. Ebbdl kovetkezik, hogy R" tetsz6leges W alterére
azok a matrixok, amelyeknek az oszloptere W-ben van, jobbidealt alkotnak a matrixgytriben, és
forditva, minden jobbideal ilyen alakt, mert az idealbeli matrixterek generatumahoz tartozo osz-
lopterti matrixok mind elemei a jobbidedlnak. A 2 x 2-es matrixgytriiben ez minden X testelemhez
megadja azokat a méatrixokat, amelyeknek a masodik sora az elsének \-szorosa (azaz a métrix osz-
lopterét (1,\) generalja), és még van az az altér, ahol az els6 sor 0, és persze a 0 idedl, és a teljes
gydrd.

Legyen most R a 2 x 2-es f6ls6 haromszogmétrixok gytridje. Nyilvanvald, hogy R minden in-
vertalhato eleme az egész R-et generédlja mint jobbidealt. Ha van az adott jobbidedlban olyan
A maétrix, amelyre ay; # 0, akkor [aél : . b/gn 6/811] = [8 8}, teh4at minden [; ;]
alakt matrix benne van a generilt jobbidedlban, ennél nagyobb pedig méar tartalmazna invertilhaté
métrixot. Ha viszont a1; = 0 a jobbideal minden elemére, akkor a masodik oszlopok egy W alteret
alkotnak R*-ben, tehat a jobbideal {[0|w]|w € W}, és R? minden alterére az igy felirt halmaz
jobbidealja R-nek. Osszefoglalva: a jobbidealok 0, R, { [; 3] }, { [8 :] }, ésR-[0|v] az R?* v
vektoraira.

. Legyen M egy végesen generdlt Clx]-modulus.

a) Bizonyitsuk be, hogy M komplex vektortér, amelyen az x-szel valé szorzds linedris transz-
formdcicként hat.
b) Mik az M részmodulusai?

c) Mik az M egyszerd részmodulusai?
d) Melyek a féligegyszerd Cx]-modulusok?

Megoldds: a) C < C[z| miatt M komplex vektortér. Mivel Clz|-ben barmely p(z) polinomra és
A, 1 € C szamokra Ap(z) = p(z), és (A4 p)p(x) = A\p(z) + up(z), barmely polinommal, igy az
x-szel valo jobbszorzas is vektortérhomomorfizmus M-en (ugyanigy egy Mp moduluson mint
Z(R)-moduluson modulushomomorfizmus az R tetszéleges elemével valo jobbszorzas). Az x
hat4sa mar meghatirozza az Osszes polinom hatésat is, tehat a C[z]-modulusok és a (komplex
vektortér, linearis transzformécio) parok kozott kolesondsen egyértelmii megfeleltetés van.

b) Ha az x-szel valo jobbszorzasnak az f linearis transzformécio felel meg, akkor M részmodulusai
éppen az M f-invaridns alterei.

c) Mivel egy nem trividlis komplex vektortér tetszSleges linearis transzformacidjanak van
sajatvektora, minden invaridns altérben is van sajatvektor, és az altala generalt altér invaridns
altér, az egyszerii modulusok azok az egydimenzids alterek, amelyeket egy-egy sajatvektor
general.

d) M féligegyszert, ha egydimenziés invarians alterek direkt Gsszege, azaz ha létezik sajatvekto-
rokbdl allo bazisa, vagyis ha az f (matrixa) diagonalizalhato.

. Mi a kategoriaelméleti szorzat és koszorzat az Abel-csoportok kérében? Mi a szorzat a csoportok
kérében? Bizonyitsuk be, hogy eqy A és B csoport koszorzata a csoportok kérében a szabad szorzatuk,
vagyis az a csoport, amelynek elemei aibiasbs - - - a,by, alaki szavak (a; € A, b; € B), és a szorza-
tukban egyszerisiteni csak szomszédos azonos komponensbelieket lehet, illetve az 1-et bdrmivel.
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Megoldds: Az Abel-csoportok Z 616tti modulusoknak tekinthetsk, tehat a szorzat, illetve koszorzat
a direkt szorzat, illetve direkt Osszeg. Az elgbbinek a bizonyitdsa: Legyen P az A; Abel-csoportok
teljes Descartes-szorzata a komponensenkénti miivelettel, és legyen o; : P — A; az a leképezés,
amely P minden eleméhez az ¢ indexii komponensét rendeli. Ha (; : C — A; homomorfizmusok
valamely C Abel-csoportra, akkor definidljuk a ¢ : C — P homomorfizmust agy, hogy az minden
¢ € C-hez P-nek azt az elemét rendeli, amelynek i. komponense 3;(c). Ekkor «; o ¢ = ; minden
i-re, tehat valoban a direkt szorzatot kaptuk.

Az A és B csoport szabad szorzatat leirhatjuk agy is, hogy ha A = F(X)/N é B = F(Y)/M
szabad csoportok faktorai (ahol X N'Y = (), akkor A-nak és B-nek az A *x B szabadszorzatat
megkaphatjuk agy, hogy az F(X UY') szabad csoportot lefaktoriziljuk az N U M Aaltal generalt
normalosztoval. Ebbe természetes modon bedgyazodik A és B, mert (X)NM =1és (Y)NN = 1.
Ha pedig van egy C csoport, és 31 : A — C, B : B — C,akkora ¢ : XUY — C, z — (1(Nzx),
y +— P2(My) leképezés kiterjeszthets egy F(X UY) — C homomorfizmussé, és ennek a magjaban
benne van N U M, tehat taladlunk egy A x B — C homomorfizmust is, amely kielégiti a koszorzat
definiciojat.

Az egyértelmiiség mindkét esetben nyilvinvald.

P

Tudjuk, hogy Z|x] minden idedlja végesen generdlt, de nem fGidedlgydrd. Van-e minden n
természetes szamhoz olyan idedl Z|x]-ben, amelyet n elemmel lehet generdlni, de kevesebbel nem?

Megoldds: Legyen R = Z[x], és I = (2, x) ide4l R-ben. Belatjuk, hogy I"™ generalhat6 n+1 elemmel,
de n elemmel nem.

Nyilvanvalo, hogy I™ = (27,2" 1lz,... 22" ™), tehat ["-et n + 1 elem generdlja. I"
azokbol a > a;z° polinomokbél 4ll, amelyekre 2¢ osztdja a,_;-nek i = 0,1,...,n-re, ugyanis ezek
nyilvan benne vannak a generalt idedlban, masrészt idealt alkotnak. R idedljait tekinthetjik R-
modulusoknak. Az I"/I""! modulust annullalja I, ezért ez egytttal R/I modulus is, azaz, mivel
R/I = Z[x]/(2,2) = Z/2Z = F,, vektortér Fy f616tt. ["/I"T1-ben a 27, 2" 1z ... 22771 o™
elemek linearisan fiiggetlenek, mert ha egy {0, 1}-egyiitthatos line4ris kombinaciéjuk (minden ge-
neralt elem ilyen alakban frhat6, mert R/I = ) benne van I""1-ben, akkor minden egyiitthaté 0.
(Természetesen generatorrendszert, és igy bazist is alkotnak). Igy I"/I"~! mint vektortér n + 1-
dimenzios, tehat R-modulusként sem generalhaté (n + 1)-nél kevesebb elemmel, és emiatt I™-nek
is n + l-elemt a legkisebb generitorrendszere, hiszen I™ generatorrendszere a faktormodulusnak is
generitorrendszerét adna.

. Legyen V egy megszamldlhatoan végtelen dimenzios vektortér, és E = End(V') a V linedris transz-

formdcidinak gytrdje. Bizonyitsuk be, hogy a véges rangu transzformdciok eqy I idedlt alkotnak
E-ben, és az R = E/I gyird egyszerd, de Rr nem mazimumfeltételes, és nem is minimumfeltételes.

Megoldds: Mivel egy altér képének dimenzidja egy U — W linearis leképezésnél nem lehet nagyobb,
mint U vagy V dimenzidja, a véges rangu transzformaciok halmaza zart a transzforméicidkkal valod
jobb- vagy balszorzisra. Az Gsszegnek, illetve kiillonbségnek a rangja pedig legféljebb a rangok
Osszege.

E/I egyszerti, mert minden nem trivialis eleme az egész F/I-t generalja: ha egy ¢ lin. leképezés
nem véges rangt, akkor a képtér egy (megszamlilhatoan végtelen) bazisanak elemeit V egy elére
rogzitett bazisanak B elemeibe képezhetjiik egy « lin. leképezéssel, és a képtér ezen bazisanak egy
6sképe (amely nyilvan szintén fiiggetlen) egy méasik leképezésnél a B elemeinek képeit adhatja egy
B leképezésnél, tehat cvopo 8 = id, és igy ¢ az egész E-t, illetve E/I-ben az egész E/I-t generalja.
E/I nem maximumfeltételes és nem minimumfeltételes, mert azok a lin. leképezések, amelyek-
nek képtere egy adott altérbe esik jobbide4lt alkotnak, és a megszdmlalhatéan végtelen dimenzids
vektortérben létezik altereknek végtelen névs és végtelen fogyd sorozata is.
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. Bizonyitsuk be, hogy ha Rgr mazimumfeltételes, akkor minden végesen generdlt Mpr modulus is

mazximumfeltételes.

Megoldds: Ha M = (uy,...,u,), akkor M homomorf képe Rr n példanya direkt Osszegének, és a
maximumfeltétel 6roklgdik véges direkt Osszegre és homomorf képre.

Legyen E = End(M) egy M modulus énmagdba mend homomorfizmusainak (endomorfizmusainak)
gytrdje. Bizonyitsuk be, hogy
a) Eg-nek, illetve p E-nek akkor és csak akkor van nem trividlis direkt felbontdsa, ha M -nek van;
b) End(grR) = R.
Megoldds: a) Direkt felbontas akkor van, ha van E-ben az id leképezésen kiviil idempotens elem.
Egy direkt felbontas egyik komponensére valo vetités nyilvanvaldéan ilyen, és forditva, ha 7 idem-
potens, akkor M = Ker 7 @ Im 7, ugyanis ha u € Ker # N Im , akkor u = 7(v) = 72 (v) = 7(u) = 0,
tovabba u € M-re u — m(u) € Ker, mert w(u — 7(u)) = 7(u) — 72(u) = m(u) — 7(u) =0
b) Egy R-beli elemmel valé jobbszorzas nyilvan endomorfizmusa r R-nek, és ezek mind kiilonb6zsk
(mert 1-en masképp hatnak), és az R leképezés End(gR)-be miivelettart6. Méasrész tetszdleges
¢ € End(gR)-re és r = p(1)re p(z) = p(xr-1) = - p(l) = xr. Tehat R valoban a teljes
End(rR)-vel izomorf.

. Mutassuk meg, hogy ha eqy R kommutativ nullosztdmentes gydrd minimumfeltételes, akkor R test.

Megoldds: 1. megoldds: Ha 0 # a € R, akkor az aR > a?R > ... > A"R > ... sorozat valahol
leall, azaz van olyan n, hogy a"R = a"*'R. De akkor 1 € R miatt a” € a" "' R, azaz a" = a"T1r
valamely r-re. Ebb6l a™(1 — ar) = 0, és nullosztomentesség miatt 1 — ar = 0, azaz a invertalhato.
(Az egységelem létezését sem kell foltenni, az is az elbbiekhez hasonléan bizonyithato.)

2. megoldds: R féligegyszerti, mert a nullosztémentesség miatt nincs valoédi nilpotens
jobbidealja, és feltettiikk, hogy R minimumfeltételes. Igy a Wedderburn-Artin-tétel szerint
matrixgytrik direkt 6sszege. A kommutativitas (vagy a nullosztomentesség) miatt ezek csak 1 x 1-
es matrixgytrik, azaz ferdetestek lehetnek, de a kommutativitds miatt csak testek. Raadésul a
nullosztémentesség miatt nem lehet R-nek tobb direkt Gsszeadanddja, tehat R test.

. Legyen R (kommutativ) Noether-gyirid, I < R, és tegyiik fol, hogy az I-beli elemek nilpotensek.

Mutassuk meg, hogy van olyan n € N, hogy I™ = 0.

Megoldds: Mivel R Noether-gyftirt, I végesen generalt: [ = (ry,...,7x). Tegyiik fol, hogy r"" =0
minden i-re. Ekkor N = ny+...+ny -ra I = 0, ugyanis a y r;z;; elemek szorzatéban (j = 1, ..., N-
re) minden tagban valamelyik r;-b&l van legalabb n; darab.

Legyenek A, B és C' részmodulusok az M modulusban, és tegyiik fol, hogy A > C. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.

Legyen R = A® B az A és B gyidrik direkt dsszege. Bizonyitsuk be, hogy R minden idedlja A1 ® By
alaki, ahol A1 < A és By <4 B.

Legyen M egy minimum- és mazimumfeltételes modulus, és f : M — M endomorfizmus. Bi-
zonyitsuk be, hogy van olyan n, amelyre M = Ker f™ @ Im f". (Utmutatds: tekintsik a Ker f <
Ker f2< ... ésIm f > Im f? > ... moduluslincokat.)



