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R
n×n �8�2�y�����`�:���������\�8�4�`�8�2�)�2�8�#���d� �2� �)� ��� �2�������V�8�2�^�����`�:�����#� �2�n��� �,�2�2� � ���G�2�\� ��� �2�`�

�����`�:�G���4�`� � � ��� � � �\�8�:�#���8�)�<���8� � �<���#���:�<���2�4�����<���2�8�G�4� �¡  �¢� � �2�#�£�\�����4� � �\¤4�)�`�8�#��� � � � �j�����`�:�����2���\�8��¥
� ����¦�� ��§`��� �¨� �\� � �����8� � �y�4�`� � � � �`�8�)�y�   �)�8� � �y�8�:�#���8�)�©�����`�����£�4�)� � � � �`�8�   ���8��ª�«   �������`�����£¤4�:�`�8�8�   ���8�
�4�`� � � � �`�8�:�¢�   �`�8� � �   �¬�4�)� � � � �   �­�2�#���8�:���)���y�2� � �%ª¬®¨����¯ � �2¤X�2�8�`�2�8�#�G� �°¦ �2�2�

R
n �`�8�)�`�8¯ � �8�2�#� W

�2� �`�8�   �)�� �8�2� � �����`�:�G���2� ��� ��� � �2�8�����8� � ���4�)� � � � �`�8�)� W ¥K���#�'� � � � §`�2�����<���#� � � �2� �2�2�)� � � � �����`�:�G���2�����:�����#� �±  �² �2�:���G�`� ��� ���<�����#�V§`�2�����<���#� � � � �2�#� �2�<� ��³ � �\�8�)� � ���<���#� � ��� � �´�����`�:�G���`�8�)�8�£�2�#���8�:���)����� ¦ �2�d� � �)�`�2�8���4�`�E¥� � � �`�8�:�d�����`�������2���y�<����� � �#���#� � §~�2�����;���#� � � � �%ª6µ 2× 2 ¥K�#�6�y���`�:�����2�����:�����#�^�8���y�<�����#� λ �`�#�`�`� � �#� ¦ �8��\�8� � �X§ ��� �8�2� � � � �����`�:�����2� � � ��� ��� � �2�8�����8� � ���2�`�����G�V�)�2� �¶� ��� � �`¯4���8� λ ¥��`�8�2�)�4� �'·¸� � � � � �����`�:���y�4�)�E¥� � � �`�8�   � (1, λ) �2�#���8�:� � § �R¹���  ���   �V� � � � � � � �2� �   � �%�2¦ � ��� �P� � �`¯y�`�2� 0
�%  � � �8�:�`�8� � 0 �;���#� �n�/  � � �`� � §`�#��2�����:�°ª

º �8�2�2�#�»���4�`� R
�

2 × 2 ¥K�#� ² ¤ � �)¯ ¦ ���)�4�y�`�8¤2�4�����`�:�����2�¼�2�����:�X§`�2ª¾½¿��� � �
�2�R� �2� � �¿¦ �2�2� R ���<�����#�À�<��¥
�2�8�)�)� �<¦�� �`�g� � �#��� � �£�8�   �`� R ¥K�8�^�2�#���8�:� � § � �y�<�4�¢§~�2�����<���#� � �8ª ��� � � � � � � ���2�`��§~�2�����<���#� � � � �B� � � � �
A �����`�:��� ��� ��� � �,�:� a11 6= 0

�´� �,�2�2� [

a11 ∗
0 ∗

]

·
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b/a11 c/a11

0 0

]

=

[

b c
0 0

] � �`� ¦ ���¶���<�����#� [

∗ ∗
0 0

]

�2�<� ��³¶�����`�:�������#�����¬� � � � �2�#���8�:� � ��§`�2�����<���#� � � � � � �#���  #� � � �2�2�2��� � �#���G�������´� � �)� �2� � � �#� � �<�4�2�8�)�)� �;¦�� �`�
�����`�:�G���2�8ª ��� ���<�`�8�4�R� a11 = 0

� §~�2�����;���#� � ���<�����#�^� � �#�   �)� ��� ���2�2� � ���2�)�����G�\�4�)� � � � �2�V�8�2� W
�2� �`�8�)�8��2� �2�2�)� � �

R
2 ¥K���#� � �`� ¦ ��� � §`�2�����<���#� � {[0|w] |w ∈ W}
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2 ���<�����#� �2� �`�8�   �:� � �r�<�2� ² � � �G�)� ¦��2� � � �
§`�2�����<���#� � § � R ¥����8�%ª6Á��)�`�8� ² �2� �<�2� � ��ÂÃ� §~�2�����;���#� � �2� 0

�
R
� {[

∗ ∗
0 0

]} � {[

0 ∗
0 ∗

]} ��  �
R · [0|v]

� �
R

2
v

�2�8���`�2� � �G� � ª
Ä �dÅ¡C�O4Q4C8N

M
C�O4Q�i�YKO,CEW8C#N^O�C8N%C#TÆm�D�I

C[x] h Z¶J!H2]�Dp],WEaFEÇlÈ¿_Gx#J2N/Q
É�I�WU],LBM:CE[ } J:O4Q
M

L�J4ZËÊ�DGC:oÀi
CUL�IKJ2TUI�Y8T:[ÌF2Z�C8DpQ4C8NÍF!x
x h W`xXCED�iXF2D�kÎW`x!J2T~x!m
WÏD�_fN%C:m2TU_<WlInT~F2N�W)x hA8J2TUZ\m4Ð#_¸k
L2Y#N�I } F2IKa

M~Ç � _<LVF!x
M

T`YUW)x8Z\J#H2]�D�]RW8F2_�Ñ
Ð`Ç � _<LVF!x

M
C�O4QXW`xXC8TUS�T`YUW`x#Z\J#H2]�Dp],W8F2_:Ñ

HEÇ � CED�Q2CELVF¿A8Y8Dp_�O,C�O4QXW`xXC8TUS
C[x] h Z¶J!H2]�Dp],WEJ�L%Ñ� C�ORJ�DGH4m
W8�Ò�R¹

C ≤ C[x] ��� � �`� M �2�4� ��� �E�Ó�2�8�,�`�2�:�   �#ªyÔ��<�2� �
C[x] ¥K�%�#�Ï�����:�\� � � p(x)

� � � �<���4�\� �^  �
λ, µ ∈ C

�`�#�2�\�2��� � λp(x) = p(x)λ
�,  � (λ+µ)p(x) = λp(x)+µp(x)

� �����:�\� � � � � � �<���4��� �2�K� �G�2� � �
x ¥��`�8� � � �2� �¢§~�2�����)�8�2�)�#�2�¢�<�¿�2�8�,�`�2�:�   � ¦ �4�\�4�\�2�`Õ��#�P��� M ¥K�#� · ���2� � ���G�2�£�8�2� MR

�\����� � ���`�4�Ó���;�4�
Z(R) ¥��\����� � ���`�4�l������� � ��� ¦ �4�\�4�\�2�`Õ��#�P��� � � R �`�8�)�`�8¯ � �8�2�#�P� � �#�   �2� � � �2� �¶§`�2�����`�8�2�)�#�2� ¹ ªrµ¿� x¦�� �)�2� � �����¬�\�8� ¦�� �)���)�2�8� �y� ��¤4�:�`�8�#� � � � �<���4� ¦�� �)�2�)���­�<� � �`� ¦ ��� �

C[x] ¥��\����� � ���`�2�   � �d· �2�4� ��� �E��2�8���`�2�)�   � ��� �<���#���:�;���`� � ���`� ² �2�:���2�8�G� ¹¬� ���)�2�d�2¤2�8¤2�`�­�2¤ � �8�`¤4��¤4�)�#���8�2�   �)�`� � ���£�\�8� ² � � � � �`�8�   �Ë� � �°ª
� ¹d���?� � x ¥��`�8� � � �2� �©§~�2�����`�8�2�:�#�2�)� � � � � f

� �;���#���:�<�Ö�`� � ���`� ² �2�:���2�8�G� ² � � � � �\�8� �R� ���2�2� M �   �`�#�\����� � ��� � � 8��� �#� � � M f ¥��<�R� � �:�;�2��� �2� �`�8�)�#�Kª� ¹ Ô'�G�2� � �8�2�×���#� �`���G���;� � �<�À�2�4� ��� �E�Ø�2�8�,�`�2�)�   �Í�`�8�)�`�8¯ � �8�2�#� � �<���#���:�<�Ù�`� � ���`� ² �2�:���2�8�G�
§)�2� � �×� � �
� � §`���`�2�8���`�2� ��� ���<�����#�V�<�4� � �:�<�2��� �2� �   �)���#�^�<�Ú� � �V� � §)���`�2�8���`�2� ��  � � �?� � � �2�<� �2�#���8��� � � �2� �   �6�<�R� � ���<�2����2� �   � �­� �Ó�8�2���)�8�8�:�»�\����� � ���`�2� � �8�2� � �j�8�2�����;�\�#���#�G�4� �2� �`�8�)�8� �¿� ��� � �2�8�2�8�Ì�8�2�R¥K�8�2�À� � §)���`�2�8�,�`�2�
�2�#���8��� � ª

� ¹ M
²  #� �G�2�8�2���`�8�8�:� �°¦�� �8�2�����<�\�#���#�G�4���<�4� � �:�<�2��� �2� �`�8�)�8�r���G�:�8�,�Ë¤4�:�`�8�8�2� �±� � � � ¦��V�G  �`�8�#�G�Ì� � §)���`�2�8�,�`��¥

�:�2�,��� � � �<� �\�����#�;� ��� � � �2���<� ¦���� � f
· �����`�:��� �R¹ ��� � �2�4� �2� �G�#� �<¦�� �`��ª

Û � � _�F£L�F2I�C�ORk2TU_¸FRCED�Z�YED<C8In_¿W`x!J2T~x!F2I�YEW�L�J
W)x#J2T`x#F4I�F!xy@�M:CED h ÐEWEJUÊ�J2TUIKJ
L�L2z2T~YXM:C#NÚÑ � _¿F£W)x#J2T`x#F4I�FÏÐEW8J�Ê�J2TUIKJ
L
L�z4T~YXM:C8N¨Ñ¶È¿_�x!J2N�Q�É�I�WU],L�M�CU[ } J)ORQ�CKO4Q

A
YUW

B
Ð8WEJ�Ê�J4T�IÜL�J
W)x#J2T`x#F2IKFPF�Ð8WEJ�Ê�J2T�IKJ�L�L2z2T`Y!M:C#NVF�W)x#FRM:F4H¢W`x#J4T~x!F2In],L![

iXF!O4Q�_<W¶F!x\FÌÐEW8J�Ê�J2TUI�[­F2Z�CED�Q�N%CULdC8DGC#Z�C8_
a1b1a2b2 · · · anbn

F�DGF
L
Ý�W`x!F2iXF�L£Þ
ai ∈ A

[
bi ∈ B

Ç![�YEWPFVW`x!J2T~x!F hIn],L2M:F2NÏCKO4QXW)x!C8TUS,WUÉ�I�C8N�_©ÐEWEF�L\W`x#J4Z�W)x!Y:H4J
W¶FXx#J2N/J�W¢L�J2Z­Ê�J4N%C8N�W#M:C8Dp_nCUL4C8I6DGC } C8I�[6_;D�DGC#Ini
CPF!x
1 h C8I¬M)m2TUZ¶_fi�CEDGa
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� C�ORJ�DGH4m
W8� µ¿��µ­��� � ¥��8�`� � �2�)�`�2�
Z
² ¤ � ¤2�`�)�,������� � ���)�2��� � ���`�8���<�R� ¦ �8�`¯2� � �`� ¦ ��� � �)�8�2�)� � � � � �<� �8�`�2�Ã�2�4�`�8�2�)� � �� ���G�)�8���Ë�`�8�2�)� � � � � �<� �8�`�2�����G�:�8�,�¬¤4�)�)�8�8��ª©µ¿��� � ¯2�����<���8� � ���G�8�4�4���G�)�2� ��Â º �8�2�2�#� P

� � Ai
µ­��� � ¥��8�`� � �2�)�`�2�

�`� � §`�#���¿�#�:� � �)�`�#�~¥��`�8�2�)� � � �*� �2�4� � �4���#���)�#���   �4�)�������2� � �8�`�`� �K�Ã  � � �8�2�2�#� αi : P → Ai

� � �£� �8�  8� �8�   � �� �\� � � P �y�<�����#�j� � �#�  #¦ �8� � � i �<�����E���Ï�2�4� � �4���#���   �¶�)�#����� � �nª �¿� βi : C → Ai

¦ �4���4�\�2�`Õ��#�P���`�2�
� �2�<� �\� � � C µ­��� � ¥��8�`� � �2�)�`� ���Ü� ���2�2�¢���EÕ/���<� � §)��� � ϕ : C → P

¦ �4�\�4���2�`Õ��#�����)��³��2� �±¦ �2�2� � �¶���<�����#�
c ∈ C ¥ ¦ �8� P ¥����8� � �8� � ��� � �#�   �¿�)�#����� � � ��� ��� � �����8� i. �2�4� � �4���#���`� βi(c)

ª?®Ã�,�2�2� αi ◦ ϕ = βi
�y�<�����#�

i ¥K�)� � �`� ¦ ���¿� �2� �2� � � � ���G�:�8�,�Ë�`�8�2�:� � �`�2�¿� ��� �)���%ªµ¿� A
  � B �8�`� � �2�)���`� � � � �v�`�8�2�)� � �)��� � �#�G� ¦�� ��§)���l³��2�g�<� �¨¦ �2�2� ¦�� A ∼= F (X)/N

  � B ∼= F (Y )/M�`� � � � �À�8�`� � �2�)�`�2� ² � �,�`�2� � � ·¸�2¦ � � X ∩ Y = ∅
¹��­� �,�2�2� A ¥�� � �   � B ¥����8� � � A ∗ B �)� � � � ���`�8�2�)� � �)���

�\�8�2� ����¦�� ��§`���v³��2� �Ã¦ �2�2� � � F (X ∪ Y ) �`� � � � �v�8�)� � �2�)�`�2� � � ² � ���`�2�:�G�#� � §)��� � � N ∪ M � � � �2� �2�#���8��� � �
���2�:��� � �4�`�8�`�!� �2� ª­®Ã���%�P�`�8�:�   �`�8�8�`�#�?�\�����4�'�%�#���2� � �8�����G� A

  � B
� �\�8�)� 〈X〉 ∩M = 1

  � 〈Y 〉 ∩N = 1 ª���V� �#���G�^� � �£�8�2� C �8�)� � �2�)� �±  � β1 : A → C
�
β2 : B → C

�°� �,�2�2� � ϕ : X ∪ Y → C
�
x 7→ β1(Nx)

�
y 7→ β2(My)

� �8�  8� �8�   �����G�`�8�n§~�#�`�8� ¦ �8�`¯^�8�2� F (X ∪ Y ) → C
¦ �4���4�\�2�`Õ��#�P���)�)� �°  �­�#�����8� � � � �!§`��� � �

���#�����P� � � N ∪ M
� �`� ¦ ����� �2� � � �������8�2� A ∗ B → C

¦ �4�\�4���2�`Õ��#�����)���<� ��� �\� � �Ì���G� �G  �4�G�)� � �2�4�)�8�2�)� � �
���EÕ/���<�8�G�
§)���8ª
µ¿�¢�8�2�   �)�`� � �P���   �d���<�����   �Ë�#�`�8�`���#���R��� � �
�2�R� �2� ��ª

4∗
� s/]�H`eU],L![ } J)O4Q

Z[x]
Z¶_fN%HRC8N _�H,C)m�D eEF i
Y�O,CEW8C8N O,C#N%C8T~m�D�I�[¼HRCqN%C8Z A8|2_¸HRC)m2D ORQ
S�TUS�a ��F4N h CÙZ¶_fN/H,C8N

nI�C8TUZ�YUW)x!C8I�CEW�W`x!m2Z } J!x�J2DpQ2F2Nj_¸HRC)m2D
Z[x] h M:C8N�[6F2Z�CED�Q4C8I n

CED<C8Z¶Z�CEDÜD<C } C8I´O,C8N�C8T~m�DpN/_<[6H,C�L2C8i�CUW#C!M!M�CEDÜN%C#Z£Ñ
� C�ORJ�DGH4m
W8� º �8�2�2�#� R = Z[x]

�4  � I = (2, x) �<���#� � R ¥K���#�°ª��6� � ����§)��� �R¦ �2�2� In �2�#���8�:� �<¦�� �`� n+1 � � �#����� �n���� n � � �#����� � ���#�Ìª
½¿��� � ���2�4� �2� � �¢¦ �2�2� In = (2n, 2n−1x, . . . , 2xn−1, xn)

� �`� ¦ ��� In ¥K�8� n + 1 � � �#� �2�#���8�:� � § � ª In� �8�2���%� �Ú� ∑

aix
i
� � � �<���4�\�2���%� � � �<�K�°� ��� � �2�8�,�:� 2i �4�`�8�`�
§ � an−i

¥����8� i = 0, 1, . . . , n ¥K�:� � ���2� � ���<���8�8�8��4��� � ���2�Ï���#�����d� � ��� � � � �2�#���8�:� � �P�<���#� � � � � � ���2�`�   �`�8�P�<���#� � � �2� �2�2�)� � �%ª R �<���#� � § � �G�¢�`�8���<�R� ¦ �8��§���� R ¥�\����� � ���`�2��� � �%ª?µ¿� In/In+1 �\����� � ���`� � ���R� �<� � � § � I
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R/I = Z[x]/(2, x) ∼= Z/2Z ∼= F2
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² ¤ � ¤2�`�8ª In/In+1 ¥K���#� �
2n, 2n−1x, . . . , 2xn−1, xn
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¹ �%�#������� � � In+1 ¥K�%�#� ��� ���2�2���y�<�����#���8�2�
���`� ¦�� �`� 0 ª·�� �8�:�   �`�8�8�`�#�`�#�l�2�#���8�:���`�2�)�)�#�����)�8�8�)� �Ö  ���<�2�������#�<�`�¢�;� �2� �2�2�)� � � ¹ ª�
 �2� In/In−1 ���<�R�?�2�8�,�`�2�)�   � n + 1 ¥���<�\�#���#�<�4� � �`� ¦ ��� R ¥�������� � ���)�   �4���`�#� �2�#���8�:� �;¦�� �`� (n + 1) ¥��  #� �2�8�2�#�)�8���Ï� � �#���\� �K�%  �?�#��� � �`� In ¥����8�
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W8� Ô'�G�2� � �8�2� �2� �   �´�  8�%  ���8�P���<�\�#���#�G�
§ � �8�2� U → W

� �;���#���:�<� � �8�  8� �8�   �)�  #� ���#� � � ¦ �8�´� � �2�2�2��� �
���<�R� U � � �2� V ���<�\�#���#�G�
§ ���/� �   �2�#�Ë� � ���4³Ì�`� � ���`� ² �2�:���2�8�G�2� ¦��2� � � � � �#���)� � �`� � ���`� ² �2�:���2�8�<�2�,� �2� � �2� �
§`�2����¥�� � �2� � �2� �`�8�2�)�#�2�`� � ªÀµ¿�r¤4�)�`�8�8�4���8� � � �<� �8�`�2�Ì�
� � ¤4�R���   �4���8� � � � ���!§ �j� �#���<� � �8� ² ¤ � §`�8��� � � � ���2�2�
¤4�)�`�8�8�2�2ª
E/I �8�2���`�8�8�:� � ���8�)���y�<�����#�Ó���#� �`�:�G���<� � �<�¬� � �#�\� � �¶�8�   �`� E/I ¥K�?�2�#���8�:� � § ��Â�¦�� �8�2� ϕ

� �<�°ª � �8�  8� �8�   �
���#� �   �2�#�¢� � ���4³ �¡� �,�2�2� � �  8� �   ���8�2� · ���8�4�`�#�2� � � �<¦�� �`� � �Ï�   �2�`� � �#� ¹ �����#�<�:�2� � �£� � �#�\�#�G� V �8�2�'� � ¯2�)�
�)¤2�2�#�G�`�8�`�¿�����#�<�)�2� � � B � � �#�\�#�G�����  8� �8� ¦ �8��§����r�8�2� α

� �<�°ª � �8�  8� �8�   �)�`� �n��  � � �  8� �   �¿�8�8�#�r�����#�<�)�2� � �Ì�8�2�
¯4�`�  8� � ·¸� �\� � �r�4��� � ���2�r�`�#�<�R�   � ² ���2�2�8� � �#� ¹ �8�2�d�y�2�)�G� � �8�  8� �8�   �)�  #�Ö� B � � �#���#�<���8�d�  8� �#�G� � � ¦�� ��§ � �8�2�
β
� �8�  8� �8�   �)�  #�K� �`� ¦ ��� α ◦ϕ ◦β = id

��  �6�G�2� ϕ
� ���8�   �)� E ¥K� � � �<� �8�`�2� E/I ¥K�%�#� � ���8�   �`� E/I ¥K���2�#���8�:� � § � ª

E/I ���#� � � ���<����� ² � � �   �`� � �#�   �����#� �y�<���<�P��� ² � � �   �`� � �#� � ���8�)� � �8�2� �j� �<�°ª � �8�  8� �8�   �`�8� ��� ��� � �2�8�R¥
���8�Ì�  8� �`�8�)�¶�8�2� � ���2�`� �2� �   �)�����#�)�<��§`�2�����<���#� � � �2� �2�2�)� � � ��  � � ���8�4�`�#�2� � � �<¦�� �`� � �£�   �2�`� � �#�Ó���<���#���#�G�4�
�2�8���`�2�)�   �)���#� �G  �`�8�#�<� �2� �`�8�:�8�����8�Ì�   �2�`� � �#�'��¤!�2¯   �¬�   �2�`� � �#� ² �2�2�2�V�`�2�)�2� � � � �<�8ª
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M = 〈u1, . . . , un〉
�/� �,�2�2� M
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E = End(M)
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End(RR) ∼= R
a

� C�ORJ�DGH4m
W8�q�R¹ �?�G�)�8��� ² � � �%�4�R�)�2� � ���2�2�?� � � ��¦�� � � � E ¥K�%�#� � � id
� �8�  8� �8�   �`�#�£���<�	� � �;���#� � �2�`�#����� � �#�rª

®¨�2�£���G�)�8��� ² � � ���4�4�)�2���8�2���G�'�2�4� � �4���#���   �)��� �2� �d�2�8�)�G�   ���4��� � ���2�4� �2� � � �Ï� � �2�#� ��  � ² �2�:���G�`� ���Ü¦�� π �;���#�¶¥� �2�`�#��� ��� �,�2�2� M = Kerπ⊕ Imπ
� ���2� � ���<� ¦�� u ∈ Kerπ∩ Imπ

��� �,�2�2� u = π(v) = π2(v) = π(u) = 0
�

�`�!��������� u ∈ M ¥K�)� u − π(u) ∈ Kerπ
� �\�8�)� π(u − π(u)) = π(u) − π2(u) = π(u) − π(u) = 0� ¹ ®¨�2� R ¥K��� � ��� � �#���\� � � �2� �­§`�2�����`�8�2�)�#�2�Ë�R��� � �
�2�V�#�����4�\�2�`Õ��#�P��� � RR ¥����8� ��  �6�8�8�8�V���<���V�
� � ¤4�4��¤2�8¯2�· �\�8�)� 1 ¥K�#�B���2�`�  8���À¦�� �)� � � ¹��­  � � � R

� �8�  8� �8�   � End(RR) ¥K���'�P���2� � �8�`� � �)�`��ªÙÔ'�2�`�   �`�'�`�8�)�`�8¯ � �8�2�#�
ϕ ∈ End(RR) ¥K�)�   � r = ϕ(1) ¥K�)� ϕ(x) = ϕ(x · 1) = x · ϕ(1) = xr ª � � ¦ ��� R � �2� �2� � � � �`� � §`�#�
End(RR) ¥K�2� � �G�8�4�\�2� ² ª
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0 6= a ∈ R

�¡� ���2�2� � � aR ≥ a2R ≥ . . . ≥ AnR ≥ . . . �`�2�)�2� � ��� �2�<�2¦ � �� �#� �<�K�/� � � �¶� � �'� � � � � n
�%¦ �2�2� anR = an+1R ª ��� � �,�2�2� 1 ∈ R ��� � �`� an ∈ an+1R

��� � � � an = an+1r� �2�<� �\� � � r ¥K�:�2ª6®Ã���%¯ � an(1 − ar) = 0
��  ���R� �;� �4�`�8�`�4�\�#�R�`�#�)�   �Ì��� � �`� 1 − ar = 0
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