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Algebra 2. 7. feladatsor 2009. &prilis 1.

A feladatokban a gyirik egységelemesek, a modulusok unitérek.

. Irjuk le a 2 x 2-es valés matrixok gytrtijében a a jobbidealokat. Tegyiik meg ugyanezt a

f6ls6 haromszogmatrixok gytrijére is.

. Legyen M egy végesen generalt C|z]-modulus.

a) Bizonyitsuk be, hogy M komplex vektortér, amelyen az z-szel valo szorzas linearis
transzformécioként hat.

b) Mik az M részmodulusai?

c) Mik az M egyszerii részmodulusai?

d) Melyek a féligegyszerti C|z]-modulusok?

. Mi a kategoriaelméleti szorzat és koszorzat az Abel-csoportok kérében? Mi a szorzat a cso-

portok korében? Bizonyitsuk be, hogy egy A és B csoport koszorzata a csoportok kérében
a szabad szorzatuk, vagyis az a csoport, amelynek elemei aibia2bs - - - a,b, alaka szavak
(a; € A, b; € B), és a szorzatukban egyszer(siteni csak szomszédos azonos komponensbe-
lieket lehet, illetve az 1-et barmivel.

Tudjuk, hogy Z[z] minden ideélja végesen generalt, de nem f6idealgytir. Van-e minden n
természetes szamhoz olyan ideal Z[x|-ben, amelyet n elemmel lehet generalni, de kevesebbel
nem?

. Legyen V egy megszamlalhatéan végtelen dimenzids vektortér, és £ = End(V') a V' linearis

transzforméciéinak gytrtije. Bizonyitsuk be, hogy a véges rangi transzformécidk egy [
idealt alkotnak E-ben, és az R = E/I gytirii egyszer(, de Rr nem maximumfeltételes, és
nem is minimumfeltételes.

. Bizonyitsuk be, hogy ha Rr maximumfeltételes, akkor minden végesen generélt Mpr mo-

dulus is maximumfeltételes.

. Legyen F = End(M) egy M modulus 6nmagiba mend homomorfizmusainak (endomorfiz-

musainak) gyfirije. Bizonyitsuk be, hogy

a) Epg-nek, illetve pFE-nek akkor és csak akkor van nem trividlis direkt felbontésa, ha
M-nek van;
b) End(grR) = R.

. Mutassuk meg, hogy ha egy R kommutativ nullosztémentes gytir minimumfeltételes, ak-

kor R test.

. Legyen R (kommutativ) Noether-gytirtd, I < R, és tegyiik fol, hogy az I-beli elemek nilpo-

tensek. Mutassuk meg, hogy van olyan n € N, hogy 1™ = 0.

Legyenek A, B és C részmodulusok az M modulusban, és tegyiik fol, hogy A > C. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.

Legyen R = A® B az A és B gyfrtik direkt 6sszege. Bizonyitsuk be, hogy R minden
idealja A; @ B, alaku, ahol A1 < A és By < B.

Legyen M egy minimum- és maximumfeltételes modulus, és f : M — M endomorfizmus.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan n, amelyre M = Ker f* ®Im f". (Utmutatas: tekintsiik a
Ker f <Ker f2<...é Imf >1Im f? > ... moduluslancokat.)



