Matematika EP2
Elsorendi differencidlegyenletek, 3. és 4. gyakorlat
2015/16. tavaszi félév

1. Elméleti osszefoglalo
Mik is azok a differencialegyenletek?

A mindennapi életben lejatsz6dé mozgdsokat, folyamatokat és jelenségeket fiiggvényekkel lehet leirni. Olyan egyenle-
teket frhatunk fel, amelyekben a folyamatot leiré fiiggvény és annak valahanyad rendd derivéltjai szerepelnek. Az ilyen
fliggvényegyenleteket differencidlegyenleteknek nevezziik és célunk a megolddsfiiggvény megtaldldsa. Az egyenlet-
ben szerepl6 legmagasabb derivalt rendjét a differencidlegyenlet rendjének hivjuk. A differencidlegyenlet dltaldnos
megolddsa nem més, mint az osszes megolddst tartalmazé halmaz. Altaliban ezt az ltaldnos megoldast keressiik.
Ugyanakkor vannak feladatok, melyekben egy tovabbi, ugynevezett kezdeti feltételt kielégitd, partikuldris megolddst
keresiink. Egy differencidlegyenletet a hozza tartoz6 kezdeti feltételekkel egyiitt Cauchy-feladatnak vagy kezdetiérték-
problémdnak neveziink.

A differencidlegyenletekkel kapcsolatosan felmeriilé kérdéseink egyike, hogy milyen feltételekkel 1étezik egyaltalan
megoldas, és ha ezt mdr tisztaztuk, akkor mikor mondhatjuk, hogy ez a megoldas egyértelmi. Mivel a differencidl-
egyenletek csak kozelitik a valésagot, de sosem irjdk le pontosan, igy nem hivatkozhatunk arra, hogy a megoldas azért
létezik és egyértelmi, mert konkrét jelentéssel bir a gyakorlatban. Ugyanakkor pontos matematikai tételek 1éteznek
azzal kapcsolatban, hogy mely feltételek teljesiilése esetén lesz a Cauchy feladatnak egyértelmii megoldésa. A tovab-
biakban feltessziik, hogy a fiiggvényeink kelléen "szépek", és a megoldas 1étezését nem vitatjuk.

Elsorendii szétvalaszthato valtozoju (szeparalhato) differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérend(i szétvalaszthat6 véltozdji egyenletnek hivunk, ha felirhaté a kovetkez alakban:

y' = f(x)g(y)
A megoldds menete: ElGszor megkeressiik azokat az azonosan konstans y fiiggvényeket, melyekre g(y) = 0. Ezek
megoldasok. A kovetkezd 1épésben felirjuk, hogy

(% = f(z)g(y),

majd pedig szepardljuk az x-et és y-t tartalmazo fiiggvényeket az egyenlet két kiilonbozd oldaldra. Ezt kdvetSen

integralunk, azaz felirjuk, hogy
1
—dy = / f(z)dx.
/ 9(y) )

Ha mindkét oldal integralhatd, akkor x €s y kozott kapunk egy Osszefiiggést, amelybdl j6 esetben kifejezhets y.
(Amennyiben Cauchy-feladatot kell megoldani, tigy a partikularis megoldds meghatdrozasara ezen 1€pés utan van le-
het8ség.)



Elsorendii linearis differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérenddi linedris inhomogén differencidlegyenletnek hivunk, ha felirhaté a kovetkezd
alakban:

Y +plx)y = q(z).

Ha a fenti egyenlet jobb oldaldn g(x) = 0, akkor homogén els6rendii linedris differencidlegyenletiink van. Ez pontosan
a kovetkezd alakot jelenti: 4 + p(z)y = 0.

Megoldds menete: Az inhomogén egyenlet megoldadsa két részbdl 4ll. E16bb megkeressiik homogén egyenlet alta-
lanos megolddsat, majd ezt kdveti az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsanak megkeresése az dllandok
varidldsdnak médszerével. Azaz

Y, A = Yu, A T Y P-

A homogén egyenlet megolddsa mindig egy szepardlhat6 differencidlegyenlet, aminek persze az y = 0 megoldasa, igy
keressiik a tobbit. E16bb tehat szeparaljuk a valtozdkat, majd integralunk, végiil kifejezziik y-t és azt kapjuk, hogy

Y 4 = Ceffp(cr)dz’

ahol C € R.

Ezt kovetden az eredeti inhomogén egyenlet egy partikuldris (nem 4ltalanos) megoldasat a kovetkez6 alakban keres-
stik: yy 4 = C(7)yy 4, ahol a C(x) valds fiiggvényt tgy szdmoljuk ki, hogy az yyyy 4-t visszahelyettesitjiik az eredeti
inhomogén egyenletbe. Ezek utan kapjuk, hogy

v p = ¢~ J P / g(2)ed P gy,

(Amennyiben itt is Cauchy-feladatot kell megoldani, gy a végsé megoldds meghatdrozdsara ezen 1épés utin van
lehetség.)

2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkez$ szétvilaszthaté véltozoju differencidlegyenletek dltaldnos megoldésat!

@y*—1= 2y +ay)y (b)2(xy +x—y—1) = (2 —22)y

©V1—-y2=yV1+a? @ (z+zy*)y =3
e \1—y2=1y'(1—2?) O (@d—a2)e¥ .y =0-1
@ (z+2y?)y =3 () (22 =1) (12 +1) 2 y-y/ =1
Dyy =2’y+4y—2>—4 ()vV25—a2cos’y -y =1
2. Hatdrozza meg a kovetkezd Cauchy feladatok megoldasat (szétvédlaszthaté valtoz6ju egyenletek)!
@y -y =15, y(1)=1 O (z+1)y =y—2, y(=3)=1

© @*-1)y =2y, y(vV2)=-1 (dDyhyde+azdy=0, y(1)=1



. Keresse meg a 2y'(z + 4) + y = 0 differencidlegyenletnek azt a megolddsgorbéjét, amely alatti teriilet 20
teriiletegység a 0 < x < 12 intervallumban!

. Szo6rjunk m tomegii anyagot oldészerbe. az old6dds sebessége a még fel nem oldédott anyag mennyiségével

d
ardnyos, azaz az oldédast leir6 differencidlegyenlet d—g; = k(m — z), ahol z jeldli a ¢ 1§ alatt feloldédott anyag

mennyiségét, k ardnyossagi tényez8. Ha 1 perc alatt az anyag 20%-a oldddik fel, akkor 3 perc alatt hany szédza-
1éka? (Azaz x(0) = 0, (1) = 0,2m x(3) =7.)

. Azy' = 3(x — 1)y differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 2 helyen, ha y(1) =
17

Szy

5 differencial-

. Mennyi lesz az y fiiggvény értéke az x = 0 pontban, ha tudjuk, hogy v kielégiti a y' = Cj_
a+x
egyenletet és y(1) = 07?

. Azy = (x —1)® cos? y differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 2 helyen, ha
y(1)=07?

Az y = (P + 1) e~ 2% differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 1 helyen, ha
y(0) =07

. Hatérozza meg az 3y’ — 2y = 3¢’ elsérendd linedris differencidlegyenletek 4ltalanos megoldasat!
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1. abra. Irdnymezs az y' — 2y = 3e‘egyenletre.



10. Hatdrozza meg a kovetkez6 elsérenddi linedris differencidlegyenletek dltaldnos megoldasat!
@y +ry—x=0 byay — ==
©y =ay+a° (d) Y + ythz = 6e2°
@) (22 +4)y —2zy = (2? + 4)2 cosz (f)cosx -y =sinx -y -+ cos’x

(@) y +3tgr -y = ccos* x

11. Hatarozza meg a kovetkez6 Cauchy feladatok megolddsét (elsérendii linedris egyenletek)!
@4y cosz+ysinz =1, y(0)=1 (b)zy —2y=2a3e* y(1)=2
©@ay +2y =2, y(1)=-2 Dy +a?y =2 y(2)=1

() y +ycosy =2 y(0) =3



