Koérnyezetmérnok MatA3 fakultativ gyakorlat — feladatok a 7-11. gyakorlathoz

7. 2 X 2-ES HOMOGEN LINEARIS RENDSZEREK

Elméleti tudnivaldk

A KDE-rendszer:

oy a1(t)\ _ , [xa(?)
(t) = Ax(t), azaz (m(ﬂ) =A (m(t)) )

ahol A adott 2 x 2-es valds matrix.

Az altaldnos megoldds a kovetkezOképpen kaphaté meg. Legyenek A\; és Ay az A sajatértékei.

(i)

(iii)

Ha A\; # Ay valds. Legyenek u, v ezekhez tartozé sajatvektorok, azaz u,v € R? nemnulla-
vektorok tgy, hogy Au = \u, Av = Ayv. Ekkor

A1 Aot

b+ g ety (c1,c2 € R tetsz.)

z(t)=cre
(Megengedheté A\; = Ay is, ha van két fiiggetlen sajdtvektor: ekkor ezek lesznek u és v.)

Ha Ay = Mg =: ), de csak egy fiiggetlen sajatvektor van. Legyen ez u, azaz u € R?
nemnulla-vektor és Au = Aju, valamint legyen v € R%Zaz Av =X v+u egyenlet megoldéasa.
Ekkor

z(t) = (c1 + cot) Mu+coeMu (c1,c9 € R tetsz.)
Ha A; 2 = a%if komplex sajatértékek (5 # 0). Legyen p az (a+if3)-hoz tartozé (komplex)
sajdtvektor, azaz p € C* nemnulla-vektor, melyre Ap = (o + i3)p. Legyen u = Rep € R?
ésv=1Impe R?, azaz p = u+iv. Ekkor

2(t) = re® cos(Bt — o) u — re* sin(ft — @o) v (r >0, @o €[0,27) € R tetsz.)

Feladatok

1. Oldjuk meg a kovetkezo linedris rendszereket:

T1 = 2x1 + x9 T1 = 3x1 — X9 T1 = 221+ To
a) b) 9)

To = 311 + 4x9 To = 4x1 — T9 To = —x1 + 229

2. Oldjuk meg a fenti (a), (c) linedris rendszereket az aldbbi kezdeti feltétellel:

1'1(0) =-1 (C) xl(O) =3

@ o= 5 22(0) = 0



Hazi feladatok

1. Oldjuk meg a kovetkez6 linedris rendszereket!

T1 = —x1 + 8z 1 = 31 +4z 1= =z
a) .1 1 2 b) '1 1 2 0) 1 2

To = X1+ T2 T = —4I1 + 31‘2 i?g = —X1

2. Egy faj populdciéjdnak egyedszamat két éléhelyen az id6 fiiggvényében (folytonos kozelitéssel)
az x(t) és y(t) fiiggvények irjak le. Ha az elsé él6helyen a faj az egyszerii névekedési modell
szerint szaporodik, és mindkét iranyban az egyedszammal aranyos migracié folyik, akkor az

T =azr+ by
Yy =rx
rendszert kapjuk. Adjuk meg ennek altalanos megoldasat az a = r = 1 és b = 2 egylitthatdk

esetén! Mutassuk meg, hogy hossz id6 elteltével a két él6helyen vett populédciék hanyadosa
kb. allandé lesz!

3. Ha a fenti modellben a faj a mésodik élohelyen is az egyszerii névekedési modell szerint
szaporodik, akkor az

T =ax+by
Yy =rx+ sy

rendszert kapjuk. Adjuk meg ennek altaldnos megolddsit az a = r = s = 1 és b = 2
egylitthatok esetén!



8. A HATVANYSOR-MODSZER

Elméleti tudnivaldk

A 0 pont koriili kezdetiérték-feladat megoldasat keressiik a 0 pont koriili

/ /! "
YO YO o O 5

y(x) = y(0) + 1 9] T

Taylor sorral, ha a differencidlegyenletbdl felirhaté egy rekurzié az y(™ (0) egyiitthatékra. A
gyakorlatban a megoldast csak kozelitjiik Taylor-polinommal, amihez az els6 néhany egytitthatot
szamitjuk ki a differencidlegyenlet ismételt derivalasa segitségével.

Feladatok

1. Irjuk fel az y/(z) = —y(z), y(0) =1 feladat megolddsénak hatvanysorat!

2. frjuk fel az y megoldas harmadfokt Taylor-polinomjit a 0 pont koril:

a) y'(x) =y*(2), y(0) =1,
b) o (z) =sin3z 4 2e V), y(0) = 0.

Hazi feladatok

3. frjuk fel az y megoldds harmadfokt Taylor-polinomjat a 0 pont koril:

a) y'(t)—y(t)sint =t, y(0) = 2;
b) o' (z) =z’ (z) — o (x), y(0) =2, ¢(0)=1.

4. Egy ¢ hosszi inga kitérésének szogét az id6 fliggvényében a 0(t) fiiggvény adja meg. A
mozgasegyenletbdl az m tomeggel egyszertisitve a 6(t) + 9sinf(t) = 0 egyenletet kapjuk.
Jeldlje w := \/%. Fliggbleges helyzetbél v sebességgel meglokve a 0(0) = 0, 0(0) = v kezdeti

feltételeket kapjuk.  Szdmitsuk ki ekkor a megolddst kozelité polinomot a t3-6s tagig!

5. Egy kémiai reakciéban szerepld két anyag koncentraciéjat az id6 fiiggvényében az u(t) és v(t)
fliggvények irjak le. Ha a két anyag kolcsonhatasaval ardanyosan az egyik anyag a masikba
alakul, akkor az
u(t) = ku(t)v(t),

V' (t) = —ku(t)v(t)
egyenletrendszert kapjuk, ahol k > 0 dllandé6. Legyen k = 1 ésu(0) = v(0) = 1.  Szamitsuk
ki ekkor az u(t) és v(t) megolddsokat kdzelité polinomot a t3-6s tagig!



9. LAPLACE-TRANSZFORMACIO

Elméleti tudnivaldk

A Laplace-transzformécié egy alkalmas integrallal definidlt f Ly R fliggvénytranszformacio,
amely linearis. A f6bb elemi fiiggvények és a derivaltak transzformaltjai az aldbbiak.
(Az értelmezési tartomdnyokat nem irjuk ki, mindvégig a lehetd legb6vebben értjiik.)

f(©) F(p)
1 1
p
e (a eR4&ll) p—
t" (ne N 4lL) s
cosbt (b€ R 4ll.) L
sinbt (b€ R 4lL.) ey
e t" (a € R, n € N &ll.) T
e cosbt (a,b € R &ll) T
e sinbt (a,b € R 4ll) TR
f(t) pF(p) — f(0)
F(¢) p*F(p) —p f(0) — f'(0)
F) PPE(p) = p" 1 f(0) — ... = f7H(0)

Feladatok

1. F(p) =7, ha
(a) f(t) :== Tsin3t — 5cos 2t, (b) f(t) :=4de 2,
1 hal<t<2
(c) f(t) = . ;o (d) f() = d3(D).
0 kiilonben
2. f(t) =7, ha
2
(b) Flp) =55, (0) FO) = zy5rs:  (©) Flp) = 3% (d) F(p) = B4y
(Az utébbi ketténél hasznaljuk a p? — ¢® = (p — q)(p? + pq + ¢?) azonossigot.)

3. Laplace-transzformacié segitségével oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat:
(a) y"(t) +4y(t) =0, y(0) =0, y'(0) =3,
(b) ¥"(t) =8y(t) =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0) = -2
(€ ¥'(t) +y(t) =d2(t), y(0)=0, y'(0)=0.



Hazi feladatok

1. Laplace-transzformacié segitségével oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat:

(a) o"(t) +9y(t) =0, y(0)=2, y'(0) =5,

(b) y"(t) = 8y(t) =0, y(0)=1, y'(0) =2, y"(0) = 4.

(c) ¥"(t) +8y(t) = y(0)=0, ¥'(0)=1, y"(0)=2

(d) yW(t) - (t) =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0, y”(0)=-3
(e) ¥"(t) +y(t) =0x(t), y(0)=0, y'(0)=0.

1 hat>n
(e) y"(t) +y(t) = h(t), y(0) =0, ¢ (0) =0, ahol h(t) = { .
0 kiulonben.



10. AUTONOM RENDSZEREK FAZISKEPE

Elméleti tudnivaldk

y=g(z,y)

rendszer barmely megoldédsa esetén ¢t — V (z(t), y(t)) = dllandé. A fazisképet V szintvonalainak

Az autoném rendszer elsé integralja olyan kétvaltozés V fuggvény, melyre a

abrazolasa adja a mozgés iranyaval egytitt.

Feladatok

1. A kdvetkezd autoném rendszerek esetén adjuk meg az elsd integralt és vazoljuk fel a fazisképet:

i=— i=2 i=ux T =2
) oo ! ) d)

y= =z y=-—u y=1 y=3

i=2 i =eY i=1 i = —4y
e 9. oy, 9 . . h) 3.

y=e" Y= y = sin3x y= 3z

AUTONOM RENDSZEREK STABILITASVIZSGALATA

Elméleti tudnivaldk

Most azt is feltessziik, hogy (0,0) egyensulyi pont, azaz x(t) = y(t) = 0 konstans megoldas.

Ennek stabilitasat vizsgaljuk.

Ljapunov-mddszer: alkalmas V : R? — R segédfiiggvényt keresiink (ennek valtozéit is z,y-nal

jeloljiik). A Ljapunov-tétel szerint a stabilitdst a

V’(CL‘, Z/) ’ f([]?, y) - 8$V<m7 y) f1<$, y) + 8yv(x7 y) f2($, y)
skaldrszorzat el6jelébol lathatjuk az aldbbiak szerint:

e ha V'(z,y)- f(z,y) <0 (VY(z,y) # (0,0)), akkor a (0,0) egyensiilyi pont aszimptotikusan
stabil;

e ha V'(z,y) - f(z,y) >0 (Y(z,y) # (0,0)), akkor a (0,0) egyensilyi pont instabil.
A feladatokban a V' (in. Ljapunov-)fiiggvényt
V(z,y) = ax? + by?

alakban keressiik, ahol a,b > 0 allandék. Néha kényelmesebb %amQ + %by2 alakban keresni.



Feladat

Vizsgéljuk meg a (0,0) egyensulyi pont stabilitasat!

= y—a3 i =—2y+a°
1 2.

y=—z—y° y= =z +y°

i=—y+a3 t= 3y—=x
3 4.

= x+y°> y=—-2x—y

Hazi feladatok

Ami a feladatokbdl megmaradt.



11. ELSORENDU HOMOGEN LINEARIS PARCIALIS DIFFERENCIALECYENLETEK
Elméleti tudnivaldk
A vizsgélt egyenletek a(x,y) O,u(x,y) + b(z,y) Oyu(x,y) = 0 alakiak, tomor frasméddal
a(z,y) Opu+ b(z,y) Oyu=0.

Az altaldnos megoldashoz elészor kiszamitjuk az

autoném rendszer V (z,y) els6 integraljat. Ekkor az eredeti egyenlet altalanos megolddsa
w(@,y) = o(V(z,y))
alaki, ahol ¢ € C'(R) tetszéleges folytonosan derivalhaté egyvaltozds fiiggvény.
Feladatok
1. Adjuk meg a kovetkez6 elsérendii homogén linearis PDE-k altaldnos megoldasat:
a) 2y0,u— e Oyu =0, b 2?du+ 13 Oyu = 0.
2. Oldjuk meg a kovetkezo linedris PDE-ket a megadott mellékfeltétellel:
a) Opu+ydyu=0, u(z,1) = e %,
b) Oyu—20,u=0, u(z,x) = x.
Hazi feladatok
1. Adjuk meg a kovetkezo elsérendii homogén linearis PDE-k dltaldnos megoldasét:
a) €% u—y? Oyu = 0, b) y'O.u+ cosz Oyu = 0.
2. Oldjuk meg a kovetkezd linedris PDE-ket az adott mellékfeltétellel:

a) 30,u+40yu=0, u(z,0) = 22,
b) Opu — cos2x dyu =0, u(0,—y) = y.



