Kornyezetmérnok MatA3 fakultativ gyakorlat — feladatok az 1. anyagrészhez

1. INTEGRALAS (ISMETLES)

Par fontos tipus cimszavakban:

(07

1. %, €%, sinz, cosx primitiv fiiggvénye.

[\)

1
. Lineéris helyettesités: flax +b)dx = — F(ax +b), haa#0és F' = f.
a
1

1

71 . 2x -
Integraljuk: 5=, =, e .

, €

3. Nevezoben polinom: alerb, (xia)l(xfb), spec. ﬁ primitiv fiiggvénye.

W

. Kompoziciéderivalt integralasa: ﬁ is ilyen volt, ill. 1—1-%’ tg x primitiv fiiggvénye.

ot

. Parcialis integralas: pl. xe® primitiv fiiggvénye.

ELEMI FELADATOK

1. Rajzoljuk fel az irdnymezot:

3—
a) o (x) = 42, b) ¥/ (x) = 20— y(z).
2. Felhasznélva az @(t) = 0 < z(t) = ¢ (t € I intervallumon) alapelvet, hatdrozzuk meg az
Osszes megoldast:
a) &(t) = v, ahol v € R adott allandé.
Fizikai jelentés: x(t) az dllandé v sebességgel mozgd pont helyzete a ¢ 1d6 fiiggvényében.
b) &(t) = a, ahol a € R adott allandé.

Fizikai jelentés: x(t) az dllandé a gyorsuldssal mozgo pont helyzete a ¢ id6 fiiggvényében.

3. Oldjuk meg a kezdetiérték-problémakat:
a) #(t) =v, x(0)=zp.
b) &(t)=a, x(0)=wo, x(0)=zp.
c) (t)=9.8, x(0)=-3, =z(0)=0.5.

Hazi feladatok

1. Irdnymezd: a) y(x)=y(x)+ 3z,
b) y(x)= y(@) (az 4brabdl taldljuk is ki a megolddsokat), ¢) y(x)=sin(z +y(z)).
T

2. Felhaszndlva a 2/(x) = 0 & z(z) = ¢ (x € I intervallumon) alapelvet, hatdrozzuk meg az
Osszes megoldast:
(a) (z-y(z)) =0, (b) y™¥(z) =0 (negyedrendii derivalt),
(c) (r?2-4/(r)) =0 (égitestek graviticiés erterének potencialja).

3. Tekintsiink egy fiiggdlegesen feldobott kovet (Id. 3/b feladat, a = —g = —9.8m/s?).
(a) Ha vg = 14.7 m/s, akkor hany sec milva lesz a ké a tetéponton?

(b) Mekkora egy k& a kezdOsebessége, ha 1 mésodperc milva esik vissza a foldre? (Azaz
£(0) =?, ha =z(0) =z(2) =0)



2. SZETVALASZTHATO KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK/ 1.

Elméleti tudnivalék
e y/(z) = h(y(z)) - g(x) alaku egyenletek.

e Ha valamely a € R-re h(a) = 0, akkor y(x) = o konstans megoldas.

d
e Ha egy I intervallumon h(y) # 0, akkor a formadlisan felirt d—y = h(y) g(z) egyenletbdl
x

d
atosztva és integralva /h(y) = /g(:n)d:z:. Ha egy-egy primitiv fliggvény H(y) :=
Y
d
/h(y) és G(x) = /g(:ﬂ)dm, akkor az H(y) = G(x) + ¢ egyenletbdl kell kifejezni y-t
Y
x fliggvényében.
Feladatok
2
1. Keressiik meg az y/(z) = ;E( ) egyenlet dltaldnos megoldasat.
y3(x

2. Oldjuk meg az E'(r) = —% E(r) egyenletet  (itt E(r) > 0 egy térbeli tomegpont eréterének
nagysdga r tavolsdgban).

3. Lehil6 test hémérséklete a
T'(t)= K- (T, - T(t))
egyenlettel frhaté le, ahol T} (a kiilsé hémérséklet) és a K > 0 rata allandék. (A hiilés
sebessége aranyos a hémérséklet kiilonségével, ez Newton hiilési térvénye.)
a) Adjuk meg az dltaldnos megoldast.
b) Milyen T'(0) = Ty kezdeti feltétel mellett beszéliink lehiilésrél, illetve felmelegedésrol?

c¢) Kenyér esetén legyen T = 30 és K = 0,0366. Ha a kenyér kezdeti hOmérséklete
T(0) = 120 fok, akkor milyen meleg lesz a kenyér egy 6ra milva, azaz T'(60) =7

4. Egy tartalyban 10 1 viz van, percenként 2 1 30%-o0s séoldat émlik be és 2 1 elkevert oldat
folyik ki. Ekkor a s6 y(t) mennyiségére 3'(t) = 0.6 — 0.2y(¢), mert 0.61/perc folyik be és a
s6 0.2 része folyik ki.

a) Adjuk meg az dltaldnos megoldast!

b) Ha a kezdépillanatban a vizben nincs s6, azaz y(0) = 0, akkor mennyi s6 lesz 5 perc
mulva?

Hazi feladatok

1. Oldjuk meg a ¢/(z) = 2y(ar:) szétvalaszthatd egyenletet!
x

y(z)?

2

2. Oldjuk meg az y/(z) = egyenletet y(1) = 1 kezdeti feltétellel.

3. Az y/'(t) = y'*P(t) egyenlet (p > 0 4llandd) egy anyag y(t) > 0 koncentraciéjat jellemzi az idé
fliggvényében. Ez olyan autokatalitikus kémiai reakciét ir le, melyben az anyag linearisnél



gyorsabb mértékben gerjeszti onmagat. Adjuk meg az altalanos megoldast! Mutassuk meg,
hogy az anyag ilyenkor véges idon beliil ”felrobban”, azaz barmely y megoldas esetén van
olyan T' > 0, hogy lim y(t) = +oc!

t—T—

. A 500 m3 térfogati szobaban 0.15% szén-dioxid gdz van. A ventilldtor percenként 40 m3
0.04% szén-dioxidot tartalmazé levegdét fiij be. Feltessziik, hogy a szobdba bedramld géaz
térfogata egyenl6 a szobabdl kiaramld gaz térfogatdval. Mennyi idé milva cstkken a szoba
levegdjében 1év6 szén-dioxid mennyisége a felére? (Utm.: a diff.egyenlet a gyak. 4. fela-
datdhoz hasonléan irhaté fel.)

. Modellezziik egy z(t) fiiggvénnyel egy nagy halastoban a nagyméretli halpopulédciét az idé
figgvényében. Tegyiik fel, hogy ”lehaldszas” nélkiil a vizsgalt id6tartamban az @(t) = Kz (t)
egyenlet szerinti korlatlan szaporodasi modell érvényesiilne. Ha H > 0 alland6 halédszati
kvétat engedélyeznek, akkor az egyenlet @(t) = Kux(t) — H alaki lesz. Legyen a t = 0
kezdeti idépontban a halak mennyisége 2(0) =: xg. Mekkora H kvita engedélyezhetd az xg
kezdetiérték és a K > 0 szaporodasi rata fiiggvényében, hogy ne pusztuljanak ki a halak,
azaz x(t) értéke pozitiv korlat f616tt maradjon minden ¢ > 0 esetén?



3. SZETVALASZTHATO KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK/ 2.

Feladatok

1. Baktériumok korlatlan szaporodédsa : 4/(t) = Ky(t), ahol K > 0 allandé és csak az y > 0
megoldasokat keressiik. Oldjuk meg altaldnosan, majd az y(0) = yo kezdeti feltétellel is.

2. Az y/(t) = K -y(t) - (M — y(t)) egyenlet a baktériumok korldtozott szaporodését irja le M
eltartoképességii tertileten. Oldjuk meg. Abrazoljuk a megoldast K =1 és M = 10-re.

3. Egy radioaktiv izotép bomlasi sebessége egyenesen aranyos a meglévéd tomeggel, igy a ¢ id6
fliggvényében a tomeg N(t) értékét az N'(t) = —AN(t) egyenlet hatdrozza meg, ahol
A > 0 az in. bomlasi allandé.

a) Oldjuk meg az egyenletet altaldnosan, majd N(0) = Ny kezdeti feltétellel.

b) Mutassuk meg, hogy értelmes a felezési id6 fogalma, azaz van olyan T > 0 idétartam,
hogy barmely ¢ > 0 esetén az N(t + T') érték épp fele az N (t) értéknek! Fejezziik ki T’
értékét A-vall

Hazi feladatok
1. Tekintsiik a radi6aktiv bomlds egyenletét: N'(t) = —\- N(t), ahol A > 0 4llandé.

a) Ha az idét 6raban mérjiik, A = 1073 és a kezdeti tomeg N (0) = 271 kg, mennyi lesz az
N(t) tomeg 1000 6ra mulva?

b) Ha a rdadium felezési ideje 1600 év, hany éves az a minta, amelynek vizsgélata alapjan
a kiinduldsi anyag 4.2%-a bomlott el?

2. Egy bényakozet megvizsgalt darabja 100 mg urant és 14 mg 6lmot tartalmaz. Ismert, hogy
az uran felezési ideje 4, 5-10° év, és hogy 238 g urén teljes elbomldsakor 206 g lom keletkezik.
Tegylik fel, hogy keletkezése pillanataban a banyakdézet nem tartalmazott élmot. Allapitsuk
meg a banyakézet kordt! (Utm.: a radiéaktiv bomlés el6bb tanult egyenlete &ll fenn.)

3. Fényelnyelés hatasira egy homogén oldatba belép6 fény intenzitdsa a megtett uttal ardnyosan
csokken, éspedig az I'(x) = —kcl(x) egyenlet szerint alakul, ahol I(z) a fény intenzitdsa x
it megtétele utdn az oldatban, és k, ¢ > 0 dllanddk (c a koncentrécié, k ardnyossigi tényezd).
Jelolje Iy := I1(0) > 0 a belépéskor mért kezdeti intenzitast.

a) Szamitsuk ki I(x)-et!

b) Ha a fénysugar d it megtétele utan 1ép ki az oldatbdl I intenzitdssal, akkor igazoljuk
az In % = kcd Osszefiiggést (Lambert-Beer-torvény)!

4. Egy fényre érzékeny baktériumtorzs korldtlan szaporoddsat az y/(t) = (30 — cos %) y(t)

egyenlettel modellezziik. Adjuk meg az altalanos megoldast!



4. ELSORENDU LINEARIS KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Elméleti tudnivaldk

ElsOrendii linearis egyenlet:
y'(t) = at)y(t) + b(t). (L)

A megoldas menete:

e Homogén feladat (b= 0): y/(t) = a(t)y(t). Megolddsa: yp(t) = ceA® (c € R tetsz.),
ahol A'(t) = a(t).

(Tehét A(t) = /a(t)dt, ahol elég egy primitiv fiiggvény, azaz nem kell +c.)

e Inhomogén feladat (b # 0): az dllanddk varidldsdnak modszere. Keressiik az (L) egyenlet
megoldasat

y(t) = C()e'

alakban. Ha ezt behelyettesitjiik (L)-be, akkor C’(t) kifejezhetd, ebbdl C(t) megkaphaté
(itt mar kell a +c¢ konstans).

Feladatok
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket az allandék varidlasanak modszerével!

1. Tegyiik fel, hogy a kordbbi séoldatos feladatban a befolyd sémennyiség exponencidlisan
csokken. Ekkor az egyenlet: 1/(t) = 0.6e~% — 0.2y(t). Legyen a 0 idépontban y(0) = 0.5.

2. E'(r)=—-2E(r) + % (itt E(r) > 0 egy térbeli tomegpont erdtere %—es kiils6 er6 mellett).

T

3. y'(ac):y(::)—i—x

4. N'(t) = =AN(t) + L, ahol A, L > 0 allanddk.

Hazi feladatok
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket az dllanddk varidldsdnak mdédszerével!

1. Tegyiik fel, hogy a korabbi séoldatos feladatban a befolyé sémennyiség igy valtozik: a KDE
y'(t) = 3e 021 —0.2y(t). Legyen a 0 idépontban y(0) = 3.

2. RC-dramkorokben az dramerdsséget a ¢t id6 fliggvényében az I(t) fliggvény irja le. Az
alabbi KDE 4ll fenn: ~ RI'(t) + £1(t) = F(t), ahol R,C > 0 éllandék (C a kondenzétor
kapacitdsa és R az ellenéllds), és F'(t) irja le a kiilsé gerjesztést.

a) Adjuk meg a megoldast, ha I(0) =: Iy adott, és nincs kiilsé gerjesztés, azaz F(t) = 0!
b) Adjuk meg az 4ltaldnos megoldast, ha R = C = 1, valamint F(t) =2te".

3. E'(r)=-2E(r)+ %4 (itt E(r) > 0 egy térbeli tomegpont erétere T%—es kiils6 erd mellett).

T



4. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenleteket:
(a) 29/ (z) — 2y(z) = 22* (elébb rendezziik 4t); (b) ¥'(z) = 2y(x) + 1.

5. Két anyag koncentraciéjat x(t) és y(t) irja le az id6 fliggvényében. Ha az els6 anyag k
sebességli reakcioval alakul at a mésodikba, amely kozben ettél fliggetleniil 11 sebességgel
lebomlik, akkor ezt az @(t) = —kx(t) és y(t) = kx(t)—py(t) egyenletek irjak le. Adjuk meg
az ¢ és y fliggvényeket, ha k > u, és kezdetben csak az els6 anyagbdl van jelen egységnyi,
azaz z(0) =1, y(0) = 0.

(Utm.: el6bb az els6t, majd a mésodikat oldjuk meg.)



5. MASODRENDU HOMOGEN LINEARIS ECYENLETEK

Elméleti tudnivaldk

A vizsgédlt KDE-k altaldnos alakja:
ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0

vagy tomorebben ay” + by’ + cy = 0, ahol a,b,c € R,a # 0 dllandok. Az dltaldnos megoldds
mindig y = c1y1 + coy2  alakid (c1,c2 € R &ll.), amit a kdvetkez6képpen kaphatunk meg.
Tekintsiik az

ad> +bA+c=0 (K)

masodfoka karakterisztikus egyenletet. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
(i) Ha a (K) egyenletnek két valés gyoke van: \; # Ag, akkor

A1t Aot

y(t) = c1e™’ + cae (c1, c2 € R konstansok).

(ii) Ha a (K) egyenletnek egy db kétszeres valés gyoke van: A, akkor

y(t) = c1e™ + cote (c1,c2 € R konstansok).

(iii) Ha a (K) egyenletnek két komplex gyoke van: « + i3, akkor

y(t) = c1e™ cos Bt + coe™ sin Bt (c1,¢c2 € R konstansok).

A kar. egyenlet gyoOkei alapjan a harom megolddképlet valamelyikét hasznaljuk.

Megjegyzés. Ha a kar. egyenlet gyokei komplexek, akkor a fenti (iii) megoldéképlet felirhaté az
alabbi faziseltoldsos alakban is:  y(t) = Ae® cos(Bt — pp) (A >0, ¢o € [0,27) tetsz.)

Ha itt o = 0, akkor ez a harmonikus rezgést irja le.

Feladatok

1. Adjuk meg a kovetkezo egyenletek dltaldanos megoldasat. (frjuk fel faziseltolasos alakban is,
amikor lehetséges.)

(a) y"+y —6y=0, (b) ' —4y +4y =0, (c) o' —6y +13y =0,
(d) o' +4y=0, (e) ¥ —4y=0, (f) ¥ =4y =0.

2. Harmonikus rezgémozgds egyenlete: y”(t) + w?y(t) = 0.
Rugé esetén my” (t) + Dy(t) = 0, ahol m, D > 0, ekkor w = \/g a rezgés korfrekvencidja.
(Hasonlé: inga, LC-aramkér.)
Adjuk meg az altaldnos megoldast!

3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a megadott kezdeti feltétellel.
(a) ¥+ 9y =0, y(0)=0¢ésy'(0)=6. (b)y" —4y =0, y(0)=1¢ésy(0) =6.



Hazi feladatok

1. Adjuk meg a kovetkezé egyenletek altalanos megoldasat:

/
(a)2y" 46y ~8y =0, (B)y"+ T+ L =0, (4 +9=0, (dy" 2 +17y=0.

2. Rezgdkordk. Tekintsiik a mar emlitett &ramkort, ha tekercset is betettiink (melynek L > 0 az
indukciés egyiitthatéja), és ha nincs kiilsé gerjesztés. Ekkor az LI"(t)+ R1I'(t)+ &1(t) =0
egyenletet kapjuk, ahol C' > 0 a kondenzator kapacitdsa és R > 0 az ellenéllds (R = 0 esetén

nincs a korben ellendllas). Adjuk meg az dltaldnos megoldast, ha:
(a) R=0, L,C >0, (b)) R=0, L=C=2,
(c)L=1, R=3,C=04, (dL=2, R=10, C=0,08, (e) L=2, R=4,5, C=1.

3. Egy inga kis kilengéseit az Z(t) + %x(t) = 0 egyenlet irja le, ha a kozegellendllast el-
hanyagoljuk. Legyen g = 10m/s?, ¢ = 2.5m.
(a) Adjuk meg az &ltaldnos megoldést!
(b) Adjuk meg a megoldast x(0) = 0.3 és ©(0) = 0 kezdeti feltétellel!
(c) Csillapitds esetén az #(t) + si(t) + J2(t) = 0 egyenletet kapjuk. Legaldbb mekkora
legyen az s > 0 csillapitasi egyltthato, hogy ne legyen oszcillacio, azaz az inga ne lengjen
oda-vissza az egyensulyi helyzet koril?

4. Adjuk meg az alabbi KDE-k megoldédsat a megadott kezdeti feltételek mellett:

(@) y"+16y=0, y(0)=3, ¢/ (0)=-2, (b) 2" +6y —8y=0, y(0)=1, 3 (0)=1.



6. INHOMOCEN MASODRENDU EGYENLETEK

Elméleti tudnivalék
Az egyenlet:
ay”(t) + by (t) + cy(t) = f(1),
ahol a, b, c dllandok, a # 0, az f(t) Gn. jobboldal (vagy inhomogenités) irja le a kiils6 gerjesztést.

A fenti inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa

y(t) = yn(t) + yp(?t)

alakd, ahol yp(t) a homogén egyenlet altaldnos megoldésa (5. gyak.) és y,(t) az inhomogén
egyenlet egy db (in. partikuldris) megolddsa. Utébbit a prébafiiggvény mddszerével keressiik
meg az alabbi tablazat alapjan:

1) e
1. 1épés: probafv. 2. 1épés: rezon. ell.
red Ae® n=a
P(t) n-edfoku pol. Q(t) n-edfoki pol. uw=0
r cos bt Acosbt + Bsin bt w=1b
ssin bt Acosbt + Bsinbt w=1b
r cos bt + ssin bt Acosbt + Bsinbt W =1b
e (rcosbt + ssinbt) | e (Acosbt + Bsinbt) uw=a-+ib

Ennek jelentése, hogy két 1épésben keressiik meg a préobafiiggvényt:

o Az els6 1épésben kivélasztjuk az ”1. 1épés” oszlopabdl a megadott alakd f(t) jobboldalhoz
javasolt y,(t) fliggvényt.

e A 2. lépésben (a rezonancia ellenérzése) megnézziik, hogy a megadott u érték gyoke-e a (K)
karakterisztikus egyenletnek. Ha nem gydke, akkor az eddigi y,(t) j6 lesz prébafiiggvénynek.
Ha gyoke, akkor viszont a prébafiiggvényt még meg kell szorozni: vagy t-vel (ha p egyszeres
gyoke (K)-nak), vagy t2-tel (ha u kétszeres gyoke (K)-nak)

Végiil a prébafiiggvényben 1évé ismeretlen egyiitthatokat az egyenletbe valé behelyettesitéssel

szamoljuk ki.

Feladatok
1. Oldjuk meg az y"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = f(t) egyenletet a kovetkezd f(t) fiiggvények esetén:
a) €, b) 4e*, c) 2%+ 1.
2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

a) y'(t) —dy'(t) +4y(t) =3e*, b) y'(t) +y(t) =5sin2t, ¢) y'(t)+ y(t) = cos3t.



3. Adjuk meg a kovetkezo egyenletek esetén, hogy az y, partikuldris megoldast milyen alakban
keressiik:

a) y'(t) -2y (t) +y(t) =t> +2t -3, b) y"(t) — 2y (t) + 5y(t) = sint,
¢) y'(t) — 2y (t) + 5y(t) = e'(cos 2t + 2sin 2t), d) y'(t) - y(t) = e,
e) y'(t) =2y (t) +5y(t) =t +€*, ) Y =2 +yt) =t +e.

Hazi feladatok
1. Oldjuk meg az y"(t) + 2y/'(t) + y(t) = f(t) egyenletet a kovetkezd f(t) fliggvények esetén:
a) 5eé, b) et c) 3t—3, d) 2cos4t.
2. Gerjesztett RLC-aramkorokben az idében valtozo6 I(t) dramerésséget az aldabbi KDE irja le:
LI'(t)+ RI'(t)+ §1(t) = F(t),

ahol R, L, C' > 0 allanddk (az ellendllas nagyséaga, a tekercs induktivitdsa, ill. a kondenzator
kapacitdsa). Legyen L=1, R=3, C =0.5.

Trjuk fel, milyen alakban keresendé az I,(t) partikuldris megoldés, valamint az (a), (b), (g)
esetekben oldjuk is meg (azaz szamitsuk ki a paramétereket), ha F(t) := ...

(a) 3et; (b) 2e7t (itt mutassuk meg azt is, hogy nem jénne ki a megoldés a t
szorzo6 nélkiil);
(c) 2t+1; (d) ¢ (e) 2% (f) 3 (g) sin2t; (h) e 'sin2t;

(i) e* —cost; (j) 4+et

3. Egy inga gerjesztett lengését az y"(t)+4y(t) = f(t) KDE irjale. Mi az &ltaldnos megoldés,
ha:

(a) f(t) =2t (b) f(t) = 4t2, (c) f(t) = cos2t ?



