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Ubungen zu ,,Geometrie und Algebra vollstindig integrabler Systeme*

Die folgenden Aufgaben sind am Donnerstag, den 3. Mai, in der Vorlesung
oder bis 12 Uhr direkt bei Patrick Graf (Zimmer 408) abzugeben.

Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum. Fiir einen Untervektorraum Y C V definieren wir
sein symplektisch orthogonales Komplement

Y ={veV]wu) =0 fir alle u € Y}.

Y heifit symplektisch, falls w|y xy nichtentartet ist.

Y heifit isotrop, falls Y C Y (d.h. w|yxy =0).

Y heif3t koisotrop, falls Y¥ C Y.

Y heiflt Lagrangesch, falls Y isotrop ist mit dimY = %dim V.

Aufgabe 1 Seien Y und W Untervektorrdume von V. Zeigen Sie:
i) dmY +dimY“ =dim V.
i) (Y¥)@ =Y.
i) YCW e WY CcYv.
Aufgabe 2 Sei Y ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie:
i) Y ist symplektisch & Y NY¥Y=0&V =Y @ Y¥.
ii) Falls Y isotrop ist, dann gilt dimY < %dim V.

iii) Y ist Lagrangesch < Y ist isotrop und koisotrop < Y = Y*.

Aufgabe 3 Sei Y ein Lagrangescher Unterraum von (V,w). Zeigen Sie: Jede Basis eq,..., e,
von Y kann zu einer symplektischen Basis e1, ..., en, f1,..., fn von (V,w) erginzt werden.

Sei ab jetzt V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum.

Aufgabe 4 Sei w € /\2 V*, und sei uj,...,uz,el,...,en, f1,..., [ eine Basis von V*, die dual
ist zu einer Basis von V, beziiglich derer w die Standardform hat. Zeigen Sie: w = e] A f{ +---+
er N fr.

Aufgabe 5 Eine symplektische Form ist eine nichtentartete 2-Form w € /\2 V*. Zeigen Sie:
Wenn w eine symplektische Form auf V' ist, und dim V' = 2n, dann ist w* = wA - - Aw (n-mal)
nicht Null.

Aufgabe 6 Sei umgekehrt w € /\2 V* eine 2-Form. Zeigen Sie: Falls w”" # 0, dann ist w
symplektisch.



