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1. Mutassuk meg, hogy ha egy ¢ linearis transzforméciénak v a; sajatértékhez
tartozé atalanositott sajatvektora, akkor ez legfeljebb m; indexii sajatvektor,
ahol m; ¢ karakterisztikus polinomjéban (z — a;) kitevdje.

2. (HF) Legyen 6 € Der(A) egy A algebra deriviciéja. Legyen a,b § két
sajatértéke, x,y € A. Mutassuk meg, hogy
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3.(Cartan-kritérium) A trace-lemma segitségével lassuk be: Legyen L < gl(V)
Lie-algebra, dimpV < oo, F' algebrailag zart, 0 karakterisztikdju test. Mutas-
suk meg, hogy ha minden z € [L,L] és y € L esetén Tr(zy) = 0, akkor L
feloldhato.

4. Mutassuk meg, hogy ha L véges dimenziés Lie-algebra F' algebrailag zart,
0 karakterisztikdju test felett, akkor ha Tr(adzady) = 0, minden x € [L, L] és
minden y € L esetén akkor L feloldhato.

5. Legyen L Lie-algebra I idedl L-ben. k legyen L Killing-formdja, x; pedig az
I Lie-algebra Killing-formaja. Mutassuk meg, hogy kK1 = KrxJ.

6. (HF) Szamitsuk ki az sl(2, F') Killing-form4jdnak matrixdt a standard bézisban
(z, h,y). Mutassuk meg, hogy ez nem elfajuld, ha a test karakterisztikdja nem 2.

7. Mutassuk meg, hogy algebrailag zart, 0 karakterirsztikaju test feletti véges
dimenziés Lie-algebra pontosan akkor féligegyszerii, ha Killing-forméja nem elfa-
julé.

8. Mutassuk meg, hogy az a 3 dimenziés L = (x,y,z) Lie-algebra, mely
[x,y] = 2, [z, 2] = v, [y, 2] = 0 azonossdgokkal van definidlva, feloldhatd, azaz
rad(L) = L, de rad(x) < L, ha a test karakterisztikdja nem 2.

9. Mutassuk meg, hogy ha V vektrotér, U < V altér és f : V xV — F bilinearis
fliggvény, akkor

a) dimU+ > dimV — dimU.

b) Ha (U, f) nem elfajuls, akkor U @ U+ = V.

10. Legyen L véges dimenzids, féligegyszerii Lie-algebra (azaz, rad(L) = 0).
Mutassuk meg, hogy

a)L véges sok egyszerii ideal direkt osszege: L = ®!_|L;.

b) Mindeni L-beli egyszerii ideadl valamelyik L;-vel egyezik meg

¢) L; Killing-forméja xr,xr,-



11. Mutassuk meg, hogy ha L véges dimenziés, féligegyszerli Lie-algebra, akkor
[L,L] = L.

12. Mutassuk meg, hogy ha L véges dimenziés, féligegyszerli Lie-algebra, akkor
minden idedlja és homomorf képe vagy 0 vagy féliegegyszerli, és minden idedl
néhany L; direkt Gsszege.

13. Mutassuk meg, hogy ha § € Der(L) és x € L, ahol L Lie-algebra, akkor
[0, adx] = ad(dx).

14. Mutassuk meg, hogy ha L véges dimenzids, féligegyszerii Lie-algebra akkor
a Killing-forma megszoritdsa minden idealra nem elfajuld.

15. Mutassuk meg, hogy ha L féligegyszerii, akkor ad(L) = Der(L).

16. Mutassuk meg, hogy minden L — gl(V) Lie-algebra reprezenticié egy
L-modulust definidl, és minden L-modulus egy reprezentdciét definidl, és ez a
megfeleltetés bijektiv.

17.Legyen M L Lie-algebra feletti véges dimenziés modulus. Mutassuk meg,
hogy ekvivalensek:

a)M modulus véges sok irreducibilis modulus direkt Gsszege

b) Minden részmodulushoz van M-ben direkt kiegészito.

18.(Schur-lemma) Mutassuk meg, hogy ha F algebrailag zért test, L Lie-algebra
F felett, ¢ : L — gl(V) reprezentécid, amely irreducibilis (azaz a megfelelé mod-
ulusnak nincs valédi részmodulusa) és a € End(V') felcserélhaté ¢(1)-lel, minde
l € L-re, akkor a = « - id, ahol o € F.



