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4. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/cafoljuk meg az aldbbiakat.
e Minden f:[0,1] — [0, 1] leképezésnek van fixpontja.
Minden f:[0,1) — [0, 1) leképezésnek van fixpontja.
7T1(Sl X DZ) ~ 7.
Ha M C R"™ egy konvex nyilt részsokasdg, akkor minden i > 1 esetén Hbp(M,R) = 0.
Ha M Gsszefiiggd sima sokasag, akkor HY (M, R) = 0.

Legyen R tetszbleges gytrt, f : A — B egy R-modulus-homomorfizmus. Ekkor a 0 — A EN
B sorozat pontosan akkor egzakt, ha f injektiv.

o Az el6z6 feladat jeldléseivel az A ENy I 0 sorozat pontosan akkor egzakt, ha f sziirjektiv.

2. Legyen f : S? — S? olyan leképezés, amelyre f(z) # f(—x) minden z € S? esetén. Igazoljuk,
hogy f sziirjektiv.

3. Mutassuk meg, hogy minden A € GL(3,R) métrixnak van pozitiv valés sajatértéke.

4. Tekintsiik a p, : S' — S!, z — 2" folytonos leképezést.
(1) Igazoljuk, hogy (pn)« : m1(St, 1) — 71(S™, 1) injektiv.
(2) Ha j:S' < R?\ {(0,0)} a bedgyazas, akkor bizonyitsuk be, hogy j o p, nem nullhomotép.

5. (de Rham-kohomoldgia) Legyen M sima (C*°) sokasag, és jelolje QP (M) az M-en értelmezett
sima differencial-p-formék valds vektorterét. A szokasos médon definidljuk loklis koordinatdkban
linedris kiterjesztés segitségével differencidlformak kiils6 derivaltjat (p > 0):

dy: QP(M) — QPYY(M)

w= fdry A...dv;, d(,ud:efdf/\claci1 A..dxg,
ahol df =), ggdxz

(1) Mutassuk meg, hogy d), lineéris leképezés, amelyre dp1 0 d, = 0.
(2) Ha w egy p-forma, u egy g-forma, akkor d(w A p) = dw A p+ (—1)Pw A dp.
A
of kerd, : QP(M) — QPHL(M)
H? (M,R) & P
prRUMLR) Imd,_1 : QP~1(M) — QP(M)

abel-csoport az M sokasag tn. de Rham-féle kohomoldgiacsoportja.

DEFINIC1O. Egy w € QF(M) differencidlformdt zdrtnak hivunk, ha dw = 0, vagyis w € Kerd,. Az
w forma egzakt, ha létezik olyan n € QP~Y(M), amelyre dn = w, masképp fogalmazva w € Im dp—1.

6. * Tekintsiik az S! C R? egységkort, legyenek x, %y a koordindtdk a sikon. Ellendrizziik, hogy a
darctan(y/z) egy joldefinialt 1-forma S'-en, amely zért, de nem egzakt. Szamitsuk ki a H°(S', R)
csoportot.

7. Bizonyitsuk be az egzakt sorozatokra vonatkozd aldbbi allitasokat.

(1) HaaO%AgBiC—>0ésaO—>CgDﬂEHOSorozatokegzaktak,akkora

0—A 2B DA B 0

sorozat is egzakt.
(2) Ha A RNy NG egzakt, f sziirjektiv, g injektiv, akkor B = 0.



(3) Legyen 0 — A — B — C — 0 véges rangi R-modulusok révid egzakt sorozata. Ekkor
rkB =rkA+r1kC .

(4) Legyen 0 - A — B — C — 0 abel-csoportok egy rovid egzakt sorozata. Ha A, B, és C
koziil kettd szabad abel-csoport, akkor a harmadik is.

8. * (3 x 3-lemma) Tekintsiik az aldbbi kommutativ diagramot, amelyben minden oszlop egzakt.

0 0 0
0 A B’ C’ 0
0 A B C 0
0 A" B" c’ 0
0 0 0

(1) Mutassuk meg, hogy ha az als6 két sor egzakt, akkor a felsé is.
(2) Mutassuk meg, hogy ha a fels6 két sor egzakt, akkor az alsé is.



