BEVEZETES AZ ALGEBRAI TOPOLOGIABA / 2009 TAVAsZ / KURONYA ALEX

8. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/céafoljuk meg az aldbbiakat.
° HaaOHAgBiC’—>Oésa0—>CngEHOsorozatokegzaktak, akkor a
00— A i> B a_zﬁ) D L EF—20

sorozat is egzakt.

e Ha A ENYS RN C egzakt, f szirjektiv, g injektiv, akkor B = 0.
e Legyen 0 - A — B — C — 0 véges rangi R-modulusok révid egzakt sorozata. Ekkor

tkB =1kA+1kC .

e Legyen 0 - A — B — C' — 0 abel-csoportok egy révid egzakt sorozata. Ha A, B, és C
koziil kettd szabad abel-csoport, akkor a harmadik is.

2. (i) Lassuk be, hogy lanckomplexusok egy sorozata pontosan akkor egzakt, ha minden n-re
A, BB, = o,

egzakt.
(7i) Legyen 0 — Ay — Bo — Co — 0 komplexusok egy rovid egzakt sorozata. Igazoljuk, hogy ha
A,, Bo, Co koziil kett6 egzakt, akkor a harmadik is.

2. * (3 x 3-lemma) Tekintsiik az aldbbi kommutativ diagrammot:

0 0 0 )
0 A B’ o 0
0 A B C 0
0 A" B” c” 0

0 0 0

amelyben minden oszlop egzakt.
(i) Ha az alsé két sor egzakt, akkor a felsd is.
(i) Ha a fels6 két sor egzakt, akkor az alsé is.

3. ** Hatdrozzuk meg kozvetlen szdmoldssal a Hb ,(S'; R) de Rham-kohomolégiacsoportokat.

4. (Asszociativ algebrdk Hochschild-kohomoldgidja) Legyen R egy gylirti, A egy R-algebra, M
pedig egy kétoldali A-modulus. Egy
o A" — M

fuggvény R-multilinedris, ha R-linearis minden komponensében.

(7) Lassuk be, hogy az R-multilinedris leképezések C™(A, M) halmaza a (megfeleléen értelmezett)
osszeadasra és R-beli elemekkel valé szorzésra nézve R-modulust alkot. A C°(A, M) modulust M-
mel azonositjuk. A C"(A, M) R-modulus elemeit A-n értelmezett M -beli n-kolancoknak nevezziik.
(i) Az n-edik kohatar-homomorfimzus az aldbbi médon definiélt

5 . ™A, M) — C"H(A, M)



leképezés: ha n = 0, akkor
(5(0)u) (x) L ,

egyébként pedig (ha n > 1)

def
(5(")<I>) (T1,22, -+ Ty Tpt1) = x1P(x2, ... Ty, Tyy1)

n
+ Z(*l)i‘b(%, e TiTigis - Tng) + (=) Ry, )T
i1

Az n <0 esetben minden modulus és leképezés nulla. Igazoljuk, hogy
(5(")<I>) (x1,22) = x1P(22) — ®(21, 22) + P(21)22 ,
és
((5(”)CI>) (x1,m2,23) = x1P(x9,23) — P(x122,23) + (21, 223) + P(21, 22) 23 |

tovabba, hogy minden n < 0 esetén
5t — o

Az ily médon definidlt komplexus kohomoldgidja az un. Hochschild-kohomolédgia.

6. * Legyen f : Ae — A, egy ldncleképezés. Minden n-re legyen
My =Api1 ® A;z ’
illetve
A, : M, — M,
(an-1,aln) +— (=dn_1an_1,dya;, + fn_10n-1) .

Igazoljuk, hogy (M., As) egy komplexus, az f leképezés in. leképezési cilindere.

7. Egy (adott esetben mindkét irdnyban végtelen)

¢. .
e A T A A

sorozat pontosan akkor egzakt, ha minden ¢ € Z-re
0—im¢pig — A —ime¢p; — 0

egzakt.

8. * (i) Legyen fo : Ae — Be egy komplexusok kozti lancleképezés. Mutassuk meg, hogy fe
i-hatarokat i-hatarokba és i-ciklusokat i-ciklusokba képez, tovabba minden i € Z-re indukal egy

)

H;(A.) —=" H;(B.)

R-modulushomomorfizmust.
(7i) Bizonyitsuk be, hogy ha fe : Ae — Be,ge : Be — Co komplexusok kozti lancleképezések, akkor

Hi(go f) = Hi(g) o Hi(f) ,
tovdbbd tetszbleges Aes komplexus esetén H;(ida,) = idg,(4,)-

9. ** Legyen G = (V, E) egy véges graf, I az incidenciamétrixa. Tekintsiik a kovetkez6 komplexust:

a szabad R-modulus a V' halmazon hai=0
C; def a szabad R-modulus az F halmazon hai=1
0 egyébként.

Az egyetlen nemtrivialis differencidlt az incidenciamatrixszal valé szorzas adja meg. Szamitsuk ki
a fenti komplexus homolégiajat.



