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7. HAZI FELADAT

1. Ellendrz6 kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az alabbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus
tér.
e Ha X egy trividlis topologikus tér, akkor minden zy € X esetén (X, xg) = 1.
e Ha X n-elemii diszkrét topologikus tér, akkor alapponttdl fiiggetleniil 71 (X, z¢) izomorf az
n-eleml szimmetrikus csoporttal.
e Egy Osszehuzhatd topologikus tér retraktuma is Gsszehizhato.
e Legyen Y tetszOleges topologikus tér, f,g: X — Y homotdp leképezések. Ha f homeomor-
fizmus, akkor g is az.
e Ha f: (X,z9) — (Y, y0) homeomorfizmus, akkor

f* : 7T1(X7 $0) — ﬂ-l(Y)yO)

izomorfizmus.
e Ha Y Gsszehuizhaté topologikus tér, akkor minden f: X — Y leképezés nullhomotdp.

2. Az f : X — Y folytonos leképezések alabbi tulajdonsagai koziil melyek invaridnsak homotdépiara
nézve: injektiv, szirjektiv, nyilt, zart?

3. Az aldbbi topoldgiai tulajdonsigok koziil melyek invaridnsak a homotdp ekvivalencidra nézve:
kompakt, Osszefiiggd, ut-Osszefiiggd, My, Mo, T; (0 < i < 4)7?

4. Mutassuk meg, hogy ha G topologikus csoport, akkor m1 (G, 1) abel-csoport.

5. Legyen ¢ : G — H topologikus csoportok kozti leképezés.
(i) Igazoljuk, hogy ker ¢ C G egy zart norméaloszto.
(ii) Mutassuk meg, hogy ha G kompakt és ¢ sziirjektiv, akkor

G/ker¢ ~ H

mint topologikus csoportok (azaz a ¢ &ltal indukélt 5 : G/ ker ¢ — H leképezés topologikus terek
kozti homeomorfizmus és csoportok kozti izomorfizmus is egyben).

6. * Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges olyan f,g : S* — S" leképezésekre, amelyekre Vo € S™
f(z) # —g(x), szitkkségképpen f ~ g.

7. ** (Homotdpia-kiterjesztési lemma) Legyen X egy topologikus tér, amelyre X x I normélis;
legyen tovabbd A C X egy zart altér, f : A — Y C R" Y nyilt. Mutassuk meg, hogy ha f
nullhomotoép, akkor kiterjesztheté egy nullhomotép g : X — Y leképezéssé.

8. (f« funktoridlis tulajdonsdgai) Legyenek f : (X, z0) — (Y,90) és g : (Y,y0) — (Z, 2z0) folytonos
leképezések. Igazoljuk, hogy fi : m1 (X, z9) — m1 (Y, y0) csoportok kozti homomorfizmus, és

(gof)e=gso fs.
Mutassuk meg, hogy fi(idx) = idx, (x,z0)-

9. Legyenek zg,z; € X ugyanabba az utosszefiiggdségi komponensbe tartozé pontok, v : I — X
egy Ut xo-bdl xj-ba. Igazoljuk, hogy 7, csak v homotdpiaosztalyatdl fiigg.



10. Lassuk be, hogy ha X tt-0sszefiigg6 topologikus tér, f : X — Y folytonos leképezés, akkor f,
az aldbbi értelemben fiiggetlen a bézispont vélasztasatol: legyenek xo,xf € X, v: 1 — X egy 1t
xo-bol xj-be. Ekkor a

T

(X, o) m1(X, z)

| |

T (Y, f(w)) — 2 m (Y, f(ah))

diagramm kommutativ.

11. * Bizonyitsuk be, hogy ha f : S’ — X nullhomotép leképezés, akkor f kiterjed egy ¢ : D? — X
folytonos leképezéssé, ahol S = oD?.



