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6. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az alabbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus
tér.

e Ha f: X — Y és g: Z — W nyilt azonositdleképezések, akkor f x g: X XY — Z x W is
az.
Ha ¢ : X — Y hényadosleképezés, A C X, akkor ¢|4 : A — ¢(A) szintén hanyadosleképezés.
Ha ¢ : X — Y hanyadosleképezés, X Hausdorff, akkor Y is Hausdorff.
Minden hanyadosleképezés vagy nyilt, vagy zart.
Egy nyilt sziirjektiv leképezés hanyadosleképezés.
Egy zart sziirjektiv leképezés hanyadosleképezés.
Két hanyadosleképezés kompozicidja is hanyadosleképezés.
Ha ~ egy ekvivalenciareldcié X-en, amelynek minden osztalya zart, akkor X/ ~ T} tér lesz.
Ha ~ egy olyan ekvivalenciarelicié X-en, amelynek minden osztdlya nyilt, akkor X/ ~
Hausdorff tér.

2. Legyen X topologikus tér; tekintsiikk az alabbi ~ relaciét X-en: x ~ y pontosan akkor, ha
minden U € 7 esetén © € U <= y € U. Dontsiik el, hogy X/ ~ minden esetben Tj-tér-e.

3. A G topologikus csoport egy S C G részhalmazit szimmetrikusnak nevezziik, ha S~! = S.
Mutassuk meg, hogy az 1 € G egységelem szimmetrikus kornyezetei 1 egy kornyezetbazisat adjak.

4. TIgazoljuk, hogy a GL(n,R) altaldnos lineéris csoport topologikus csoport a szokdsos mat-
rixszorzdsra és inverzképzésre nézve (a topolégiat a GL(n,R) C Mat,(R) ~ R™ bedgyazasbol
szarmaztatjuk).

5. Minden G topologikus csoportban az egységelem Osszefiiggdségi komponense zart normaéloszto
G-ben.

6. * Legyen G topologikus csoport, H < G zart részcsoport. Igazoljuk, hogy a baloldali mellékosz-
télyok
def
G/H = {gH|geG}
halmaza a hanyadostopolégidval (amit a 7 : G — G/H természetes vetités hataroz meg) egy Haus-
dorff topologikus tér. A G/H tér pontosan akkor diszkrét, ha H < G nyilt.

7. Bizonyitsuk be, hogy az alabbiak ekvivalensek egy G topologikus csoport esetén:

(1) AA:G— G xG, Azx) e (x,z) diagondlis leképezés zart.

(2) {1} < G zart részcsoport.
(3) Az egységelem Osszes kornyezetének a metszete pontosan {1 }.

8. * Mutassuk meg, hogy egy topologikus csoportban minden nyilt részcsoport zart, és minden
véges indexi zart részcsoport nyilt.

Definicié. Legyenek X.Y topologikus terek, A C X zart részhalmaz, f : A — Y tetszOleges
leképezés. Legyen

vup X 2 (xITy) /~.

ahol ~ a {(a, f(a)|a € A} részhalmaz &ltal generdlt ekvivalenciareldci6. Az Y Uy X tér X-nek az
f mentén torténd hozzdragasztisa Y -hoz.



9. Mutassuk meg az el6z6 definicé jeloléseivel, hogy u,v € X UY esetén pontosan akkor all u ~ v
ha az alabbiak legalabb egyike teljesiil: (i) v = v; (i) u,v € A és f(u) = f(v); (i) ue A, veY,
és f(u) =v.

10. Igazoljuk, hogy az Y — Y U; X természetes bedgyazds Y-t sziirjektiv modon képezi le egy zdrt
altérre, mig az X — A — Y Uy X injektiv leképezés képe nyilt. .

11. Legyenek X, Y be normadlis topologikus terek, A C X zart altér, f: A — Y egy zart leképezés.
Bizonyitsuk be, hogy Y Uy X szintén normalis. (** Mutassuk meg, hogy az 4llitds akkor is igaz,
ha f nem feltétleniil zart.)

12. Bizonyitsuk be, hogy két hanyadosleképezés szorzata nem feltétleniil hanyadosleképezés.

Definicid. Legyen ~ egy ekvivalenciarelacié6 X-en, A C X egy altér. Ekkor A szaturdcidja:
sat(A)d:ef{aﬁeX]EiaeA:xwa} :
13. * Legyen ~ egy ekvivalenciarelci6 az (X, 7) topologikus téren, A C X egy olyan altér, amely
metszi ~ minden ekvivalenciaosztalyat. Mutassuk meg, hogy létezik egy joldefinialt
k:Af~v— X/~

folytonos fliggvény, amely homeomorfizmus, ha minden A-beli nyilt halmaz X-beli szaturaciéja
nyilt X-ben.

14. Tekintsiik az alabbi ekvivalenciarelaciét R%-en: (xz,y) ~ (2,7'), amennyiben z + y? = 2’ + y%.
Irjuk le az R?/ ~ hanyadosteret.



