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5. HAZI FELADAT

1. Ellendrz6 kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az alabbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus
tér.

e Ha Y topologikus tér, akkor a m : X XY — X és m : X XY — Y vetitések nyilt
leképezések.
Ha A C X és B C Y zart halmazok, akkor A x B C X x Y is zart.
Tetszéleges A C X és BC Y esetén Ax B=AxBC X xY.
Igaz-e az el6z6 allitas végtelen sok tényezls szorzatra?
Ha Xj,..., X, topologikus terek, akkor (X7 x - X Xp—1) X X;p & X7 X -+ x X,
Véges sok Hausdorff topologikus tér szorzata is Hausdorff.
Ha X lokélisan kompakt, f : X — Y folytonos, akkor f(X) C Y is lokdlisan kompakt.
Egy diszkrét topologikus tér mindig lokdlisan kompakt.
Minden metrikus tér lokalisan kompakt.

2. * (Csé-lemma) Legyen X tetszOleges, Y kompakt topologikus tér, z € X tetsz6leges pont,
N C X XY egy nyilt halmaz, amelyre {x} x Y C N. Igazoljuk, hogy létezik olyan U kornyezete
z-nek X-ben, amelyre N D W x Y.

3. Legyenek F,G C X diszjunkt kompakt alterei az X Hausdorff-térnek. Mutassuk meg, hogy
léteznek diszjunkt U,V C X nyilt halmazok, amelyekre FF C U és G C V.

4. Bizonyitsuk be, hogy egy izolalt pont nélkiili nemiires kompakt Hausdorff-tér nem megszamlalhato.
5. Igazoljuk, hogy egy legaldbb két pontbdl all6 Gsszefliggd metrikus tér nem lehet megszamlalhato.

6. Legyen X egy M topologikus tér, A C X egy nem megszamlalhato részhalmaz. Mutassuk meg,
hogy A-nak megszamlalhaténél tobb pontja lesz A hatdarpontja.
7. * Bizonyitsuk be, hogy egy X topologikus tér pontosan akkor Hausdorff, ha

Ax Yz 2)|ze X} C X xX

zart részhalmaz.

8. Legyenek f,g: X — Y folytonos fliggvények, Y Hausdorff. Ekkor

{reX|f(x)=yg(@)} X
zart részhalmaz. Lassuk be tovdbba, hogy ha az f és g fliggvények megegyeznek X egy siiri
részhalmazan, akkor f = g.

9. Legyen f : X — Y egy szurjektiv zart leképezés. Mutassuk meg, hogy ha X normalis, akkor Y
is az.

Definicié. Legyen X topologikus tér, x € X. Azt mondjuk, hogy X lokdlisan kompakt x-ben,
ha létezik olyan C' C X kompakt halmaz, amely tartalmazza x egy kornyezetét. Az X tér maga
lokdlisan kompakt, ha minden x € X pontban lokalisan kompakt.

10. * Mutassuk meg, hogy R™ lokalisan kompakt, de Q nem az.

11. Legyen X egy lokdlisan kompakt Hausdorff-tér, A C X. Igazoljuk, hogy ha A nyilt vagy zart,
akkor A is lokalisan kompakt.



12. Legyen ¢: A — B (egységelemes) kommutativ gytiriik kézti homomorfizmus.
(1) Mutassuk meg, hogy a

¢: SpecB — SpecA
P ¢7(P)
hozzarendelés egy joldefinialt folytonos fliggvény (a Zariski-topoldgidra nézve).

(2) Ha ¢ sziirjektiv, akkor ¢ a Spec B teret homeomorf médon képezi le a V' (ker ¢) C Spec A
zart altérre.

(3) Amennyiben ¢ injektiv, akkor qg(Spec B) C Spec A slirti részhalmaz.

13. ** Legyen R Boole-gyfirii (azaz a>

kompakt Hausdorff-tér.

= a minden a € R esetén). Bizonyitsuk be, hogy Spec A

Definicié. Egy G topologikus teret topologikus csoportnak neveziink, ha adott rajta egy csoport-
struktira dgy, hogy a i : G X G — G szorzas és 1 : G — G inverzképzés folytonos fiiggvények. Egy
H C G altér (topologikus) részcsoportja G-nek, ha H absztrakt részcsoport a G-beli miiveletekre

nézve. Egy topologikus csoportok kozt mené f : G — H fiiggvény homomorfizmus, ha folytonos és
csoporthomomorfizmus.

14. Legyen G egy topologikus tér, ami absztrakt csoport is egyben. Igazoljuk, hogy G pontosan
akkor topologikus csoport, ha az (z,y) — xy~! fiiggvény (z,y € G) folytonos.

15. Igazoljuk, hogy az aldbbi csoportok a klasszikus topoldgidra nézve topologikus csoportok:

(Zv+)7 (Q7+)7 (R+7')’ ({Z € (C||Z| = 1}7')‘



