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4. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az aldbbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus tér.

e Egy diszkrét topologikus térben pontosan a véges halmazok a kompaktak.

e Minden (X, d) metrikus térhez és i nyflt fedéshez létezik olyan legkisebb pozitiv valds szdm, amely
a Lebesgue-lemma feltételeit kielégiti.

e Egy T topologikus tér minden részhalmaza is T;.

e Legyenek (X, 7),(X,0) topologikus terek, tegyiik fel, hogy o C 7. Ha (X, o) kompakt, akkor (X, 7)
is.

e A kovéges topoldgidban minden altér kompakt.

X véges sok kompakt alterének az unidja is kompakt.

e Ha A, B C X diszjunkt kompakt alterek, akkor 1étezik olyan U,V C X diszjunkt nyilt halmazpar,
amelyre A CU és BC V.

e Egy kovéges topologikus tér pontosan akkor Hausdorff, ha diszkrét.

2. Minden 0 <4 < 3 esetén adjunk példat olyan topologikus térre, amely T; de nem T;1.

3. Mutassuk meg, hogy egy lokalisan utosszefiiggd topologikus térben minden Osszefiiggd nyilt halmaz
Utosszefiiggo is egyben.

4. Legyen (X, 7) kompakt topologikus tér, {A, |a € I} C 2% zirt halmazok egy tetszSleges rendszere, amely
zart a véges metszetek képzésére nézve. Mutassuk meg, hogy ha egy U € 7 halmazra N,A, C U, akkor
létezik o € I, amelyre A, C U.

5. Legyen (X, d) metrikus tér, A C X tetsz6leges rogzitett részhalmaz. Minden x € X esetén legyen
def .
d(x,A) = inf d(z,y) .
(x, 4) = Inf d(z,y)

Igazoljuk, hogy az = — d(x, A) fliggvény folytonos.

Definicié. Ha (X, d) metrikus tér, A C X, akkor A dtmérdje:
diam(A) def sup {d(z,y) |Vz,y € A} .

6. (Lebesgue-lemma) Legyen (X, d) kompakt metrikus tér, 4 X egy nyilt fedése. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik
olyan (U-t6l fiigegd) d > 0 pozitiv valés szdm, hogy minden §-ndl kisebb &tmérdjii A C X halmaz esetén van
olyan U € i nyilt halmaz, amelyre A C U.

7. Ha (X,dx), (Y,dy) metrikus terek, X kompakt, f : X — Y folytonos fiiggvény, akkor ldssuk be, hogy f
egyenletesen folytonos! is egyben.

8. Legyenek (X, 7) és (X, o) kompakt Hausdorff topologikus terek ugyanazon az X alaphalmazon. Mutassuk
meg, hogy amennyiben o C 7 vagy 7 C o, akkor o = 7.

9. * Igazoljuk, hogy tetszbleges f,g: X — Y folytonos fliggvények esetén ha Y Hausdorff, akkor

{reX|[f(x)=9g(x)} C X
zart halmaz.

10. ** (Baire kategéria tétele) Legyen X kompakt Hausdorff tér, {Y,} pedig X-beli iires belsejii zért
részhalmazok egy megszamlélhato rendszere. Mutassuk meg, hogy

intUYn =0.

1Azaz minden e > 0 esetén van olyan ¢ > 0, amelyre minden x1,z2 € X vélasztdssal

dx(z1,22) < 8§ = dy (f(z1), f(z2)) < €.



11. Bizonyitsuk be, hogy egy normaélis tér minden zart altere is normalis.
12. Igazoljuk, hogy minden kompakt Hausdorff tér normaélis.
13. Lassuk be, hogy minden metrikus tér normalis.

14. * Legyen (X,7) egy normélis topologikus tér, F,G C X diszjunkt zért részhalmazok. Ekkor léteznek
olyan diszjunkt U,V C X nyilt halmazok, amelyekre F CU, G CV,éUNV = 0.

15. Igazoljuk, hogy ha f : X — Y folytonos fliggvény, X kompakt, Y Hausdorff, akkor f zart leképezés.

16. ** Legyen X kompakt Hausdorff tér, {C; |i € I} pedig X-beli Osszefiiggd zart halmazok egy rendszere,
amely teljesen rendezett a tartalmazasra nézve. Mutassuk meg, hogy N;c;C; is Osszefiiggd.



