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3. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az aldbbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus tér.
e Minden végtelen halmaz 6sszefiiggd a kovéges topologiara nézve.
e Legyen (X, 0) egy mésik topologikus tér az X halmazon, amelyre o C 7. Igaz-e, hogy ha (X, 1)

Osszefiiged, akkor (X, o) is? Es forditva?

Minden Y C R”™ konvex halmaz Osszefiiggd.

Legyen A C X oOsszefligg6 altér, ekkor int x A is Gsszefliggo.

Egy Hausdorff topologikus tér minden altere is Hausdorff.

Minden kompakt metrikus térnek van megszamlalhaté stirii részhalmaza.

Egy Hausdorff tér minden véges részhalmaza zart.

Egy diszkrét topologikus térben minden Osszefiiggd altérnek legfeljebb egy eleme van.

Egy trividlis topologikus tér minden altere Gsszefiiggé.

Definicié. Az (X,7) topologikus téren jelolje = azt az ekvivalenciareldciét, amelyre = y pontosan
akkor, ha d(z) = d(y) minden d diszkrét értékii leképezés esetén. A = reldcié ekvivalenciaosztélyait X
kvdzikomponenseinek nevezzik.

2. * (i) Mutassuk meg, hogy = valéban ekvivalenciarel4cid.

(7i) Lassuk be, hogy egy topologikus tér kvizikomponensei zartak, tovabbd minden X-beli 6sszefiiggd halmaz
részhalmaza egy kvazikomponensnek.

(7i1) Legyen

def >
XE{{00},{On} ulJ {2} xR,
n=1
Ekkor a (0,0) és (0,1) pontok komponensek, de nem kvézikomponensek.

3. Legyen (C,) X-beli 0sszefiiggd halmazok egy végtelen sorozata, amelyre teljesiil, hogy C, N Cpy1 # 0
minden n € N esetén. Bizonyitsuk be, hogy (J5—, C,, is sszefiiggd'.

4. (i) Mutassuk meg, hogy a [0, 1], [0,1), és (0, 1) topologikus terek kozt nincs két homeomorf.
(#i) Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 esetén R % R™.

5. Léssuk be, hogy minden f : [0,1] — [0, 1] leképezésnek van fixpontja (azaz olyan x € [0, 1], amelyre
f(z) = ). Vizsgaljuk meg, hogy igaz-e ez az allitds a [0,1) térre.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha X egy ttosszefliggd topologikus tér, A C X 0Osszefiiggs, akkor A utosszefiiggd is.

7. **2 Legyen R kommutativ egységelemes gytirti, és legyen

Spec R Lef {p C R|p primidedl R-ben } .

Egy I C R idedlra tekintsik a

V() %ef {p €SpecR|p DI}

halmaszt.

Igazoljuk, hogy a V' (I) alaku halmazok (ahol I végigfut R idedljain) egy topoldgia zart halmazait alkotjak.
Ezt a topoldgiat a Spec R halmazon definidlt Zariski-topoldgidnak nevezik, a Spec R-t pedig az R gyurii spek-
trumdnak. Irjuk le a Zariski-topolégidt az R = Clz] és R = Z esetekben.

8. ** Lassuk be, hogy tetszbleges kommutativ egységelemes R gylirii esetén Spec R kompakt a Zariski-
topoloégiara nézve..

9. Mutassuk meg, hogy ha egy X topologikus térben van megszamlalhaté stirti halmaz, akkor minden & C 7
halmazrendszer, ami paronként diszjunkt halmazokbdl all, szintén megszamlalhato.

LAz X-18] 6r6ksls altértopolégiara nézve.
2Ezt a feladatot legyenek szivesek csak azok beadni, akik nem jartak kordbban a “Kommutativ algebra és algebrai geometria”
c. elbadasra.
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. . . ¢ . , Y . def
10. Tekintsiik a valés szdmok R halmazdt a kovéges topolégidval. Mely pont(ok)hoz konvergél az a,, = -

sorozat?

Definicid. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy f : X — X fiiggvényt izometrianak hivunk, ha minden z,y € X
esetén
d(f(z), f(y)) = d(z,y) .

Egy f: X — X fliggvény kontrakcio, ha létezik olyan ¢ > 0 valés szdm, amelyre minden x,y € X esetén

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y) .

11. * Mutassuk meg, hogy ha f : X — X egy kompakt metrikus tér izometrigja, akkor f homeomorfizmus.
Igazoljuk példaval, hogy nem feltétleniil kompakt metrikus terekre nem igaz az allitas.

12. Bizonyitsuk be, hogy egy kompakt metrikus téren értelmezett kontrakciénak mindig van fixpontja.

13. ** (Kuratowski-probléma) Legyen X egy topologikus tér, ekkor az A — A és az A — X — A miiveletek a
2% halmaznak 6nmagéra valé halmazleképezései. Mutassuk meg, hogy az iménti lépésekkel egy adott A C X
részhalmazbdl legfeljebb 14 kiilénb6z6 X-beli részhalmazt kaphatunk meg. Adjunk meg egy olyan R-beli

alteret (a klasszikus topoldgidra nézve), amelyre elérjiik a 14-et.

14. ** Ha egy X # () kompakt Hausdorff térnek nincsen izoldlt pontja, akkor X nem megszdmlalhato.



