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2. HAZI FELADAT

1. Ellendrzd kérdések: bizonyitsuk be/céfoljuk meg az aldbbiakat. Minden esetben (X, 7) topologikus tér.

e Legyenek A C B C X részhalmazok. Ekkor 7|4 = (7|5)|a. Ha A zart B-ben, B zart X-ben, akkor
A zért X-ben is.

e Egy f: X — Y topologikus terek kozti fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden A C X
részhalmazra f(A) C f(A).

e Ha f: X — Y leképezés, A C X tetszOleges altér akkor az f|a: A — Y, fla(x) = f(z) (haz € A)
definiciéval adott fliggvény folytonos.

e Legyen Y topologikus tér, Y1 C Yo C Y alterek, f : X — Y5 folytonos fiiggvény. Ekkor f mint
X — Y fliggvény szintén folytonos. Ha f(X) C Y7, akkor f mint X-b6l Yi-be mend fiiggvény ismét
csak folytonos.

e Folytonos fiiggvények kompozicidja folytonos.

e A C X akkor és csak akkor nyilt, ha A = int(A); A pontosan akkor zért, ha A = A.

e Legyen f: X — Y topologikus terek kozt mené fiiggvény, S pedig YV egy szubbézisa. Ekkor f akkor
és csak akkor folytonos, ha minden U € S-re f~}(U) C X nyilt halmaz.

o Az [z,y) és (x,y] tipusi halmazok (ahol x,y € R) dltal generélt topoldgia R-en a diszkrét topoldgia.

o Tetszbleges végtelen topologikus tér Osszefiiggd a ko-véges topoldgidra nézve.

2. Legyen (X, 1) topologikus, (Y, d) metrikus tér, f, : X — Y folytonos fliggvények egy sorozata. Mutassuk
meg, hogy amennyiben f,, egyenletesen konvergal' egy f : X — Y fiiggvényhez, akkor f folytonos.

3. Legyen A C X egy (X,d) metrikus tér egy tetszéleges részhalmaza. Igazoljuk, hogy A = A-beli sorozatok
hatarpontjainak a halmazéval.

4. * Bizonyitsuk be, hogy véges sok seholsem stirti halmaz unidja seholsem sfirfi.

5. Egy f : X — Y topologikus terek kozti fliggvény pontosan akkor folytonos, ha X-nek létezik olyan
{U; |i € I'} nyilt halmazokbdl 4116 fedése, amelyre

folytonos minden ¢ € I esetén.

6. Legyen (X, ) topologikus tér, A, B C X tetsz6leges részhalmazok. Igazoljuk az aldbbi allitdsokat.
(1) int(A) ={x € X|3U C X nyilt, amelyre x e U C A} .

(2)A {z € X|3U C X nyilt, amelyre UNA=0}.

(3) X —int(4) =X — A, és X — A=int(X — A).

(4) int(A) Nint(B) =int(ANB), AUB =AU B.

(5)

ﬂ int(Ay) 2 int <m Aa> = int (ﬂ int(Aa)> , U int(A,) C int (U Aa> .
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(6) Ha A C B akkor int(A) C int(B) és A C

7. Mutassuk meg, hogy egy (X, d) metrikus térben pontosan akkor van 74-nek megszdmlalhaté bézisa, ha
van X-ben megszamlalhaté stiri halmaz.

8. Legyen X topologikus tér, X = A U B, ahol A, B C X zart részhalmazok; legyenek adva tovabbd
f: A=Y g: B —Y folytonos fiiggvények (Y topologikus tér). Ha minden x € AN B esetén f(x) = g(x),
akkor létezik olyan h: X — Y folytonos figgvény, amelyre f|4 =g és flp = g.

9. Egy topologikus teret teljesen dsszefiiggéstelen-nek hivunk, ha csak az egyelem részhalmazai 6sszefliggoek.

Igazoljuk, hogy minden diszkrét topologikus tér teljesen Osszefiiggéstelen. Igaz-e ennek az allitdsnak a meg-
forditasa?

Lyagyis minden € > 0 esetén létezik N, természetes szdm, hogy Vz € X-re d(fn(z), f(z)) < ¢ amennyiben n > N.



10. (i) * Egy (X, 1) topologikus teret irreducibilis-nek hivunk, ha minden olyan esetben, amikor X = FUG,
F,G C X zart, X = F vagy X = G teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha X irreducibilis, § # U C X nyilt,
akkor U is irreducibilis (az altértopoldégidra nézve).
(7i) Az X topologius tér noether, ha zart halmazok minden leszallé ldnca véges sok 1épésben stabilizalédik.
Igazoljuk, hogy egy X noether topologikus tér kifejezhetd

X=X,U---UX, ,

alakban, ahol minden 1 < ¢ < r-re X; C X irreducibilis zart halmazok, és semelyik kett6 nem tartalmazza
egymaést. Bizonyitsuk be, hogy a fenti felbontas a tagok atrendezésétdl eltekintve egyértelmii.
(7i1) Léssuk be, hogy R a ko-véges topoldgidval egy irreducibilis noether topologikus tér.

11. * Legyen A C X tetszbleges, C C X osszefiiggd altér. Bizonyitsuk be, hogy ha AN C # ( és
(X — A)NC # 0, akkor OA # (.

Definicié. Legyen p € Z prim, x € Z — {0}, ekkor

def | a legnagyobb k egész, amelyre pFlx  ha z # 0
ord,(z) =
00 haz=0.

Haoo= " ¢ Q*, akkor legyen
Y

T\ def

ordy(a) = ordp(g) = ord,(x) — ord,(y) .

12. Igazoljuk, hogy ord, () jéldefinidlt. Mutassuk meg, hogy minden x,y € Q esetén

(1) ord,(xzy) = ord,(x) + ord,(y)
(2) ord,(x +y) > min{ord,(x),ord,(y)} , ahol egyenléség pontosan akkor all, ha ord,(z) # ord,(y).
Szamoljuk ki a p-adikus rendjét az 5,100, 24, —4—18, —% szamoknak a p = 2, 3,5 esetekben.

Definicio. Megtartva eddigi jeloléseinket, legyen «, 6 € Q. Ekkor
def {0 ha =0,

dy(a, B) = .
p( 7ﬂ) m otherwise.

az a és B szamok p-adikus tdvolsdga.

13. Mutassuk meg, hogy (Q, d,) metrikus tér, amely nem-arkhimédeszi, azaz minden z,y, z € Q esetén

dp(,y) < max{dy(z, 2), dp(2,9)} -

Bizonyitsuk be, hogy (Q, d,)-ben minden hdromszég egyenld szaru.

14. ** Adjunk meg olyan U C R nyflt halmazt (a klasszikus topoldgidra nézve), amelyre U # int U.



