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6. HAZI FELADAT

1. Legyen V = Q?, tekintsiik az o, 8 : V — V linedris leképezéseket, amelyek az e; = (1,0), ez =

(0,1) rendezett bazisban az
_(12) 4 (21
T 3 4) 7710

matrixokkal vannak adva. Adjuk meg az a ® § és a B ® a leképezések matrixait az e; ® e1,e1 ®
€2, 69 ® e, ea ® eo rendezett bazisra nézve.

2. * Legyen V egy véges-dimenzids k-vektortér, k tetszéleges test, vy, ..., v, egy rogzitett bazis.
Mutassuk meg, hogy Zlgi,jgn a;jv; ® v; € V @V pontosan akkor elemi tenzor (azaz frhaté u ® w
alakba, ahol u,w € V'), ha minden 1 <4, 7, k,! < n indexkombindciéra ajom = agou;.

3. * Igazoljuk a tenzorszorzat aldbbi alapvetd tulajdonsigait.

i) Ha (m,n) = 1 természetes szamok, akkor Z/mZ ®y Z/nZ = 0.
ii) Tetsz6leges R gytirii esetén R @ R ~ R.

iii) Hatérozzuk meg a C ®r C tenzorszorzatot.

iv) Legyen R tetszszlleges gytiri, I < R, M R-modulus. Ekkor

(R/T) @p M ~ M/IM .

(v) Igazoljuk a Nakayama-lemma segitségével, hogy ha R lokdlis gytirti, M ,N végesen generalt
R-modulusok, akkor amennyiben M ®r N =0, igy M =0 vagy N = 0.
(vi) Legyenek I, J C R ideédlok. Ekkor

R/I®rR/J~R/(I+J).
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(vii) Tetszéleges k test esetén

Elxi,...,zm] @k kY1, ... yn] =2 k[T1, .. Ty Y1y -+ YUn) -

DEFINICIO. Egy M R-modulust laposnak neveziink, ha az M ®pg funktor egzakt, azaz R-modulusok
minden 0 - A — B — C — 0 rovid egzakt sorozatara a

0 M®RrA—->MrB—-MerC —0

sorozat is egzakt.
4. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges R gylrii felett minden projektiv modulus lapos.

5. Mutassuk meg, hogy egy M R-modulusra az alabbi allatasok ekvivalensek.
(1) M lapos R-modulus.
(2) Ha f: M — M’ injektiv R-modulus-homomorfizmus, akkor f ® Id : M @ g N - M’ @p N
szintén injektiv.
(3) ATn: M — M ®r N,f — f ®Id funktor egzakt sorozatokat egzakt sorozatokba visz.
(4) Ha f: M — M’ végesen generdlt R-modulusok kozti injektiv R-modulus-homomorfizmus,
akkor f®@Id: M ®r N — M’ ®r N szintén injektiv.

6. *(Leképezés fibruma) Legyen f : R — S egy gylirthomomorfizmus, P € Spec R. Bizonyitsuk
be, hogy

Spec(S @r #(P)) = (f7)"1(P)
ahol R — x(P) a P primidedl maradéktestjébe mend természetes homomorfizmus és f# : Spec S —
Spec R a spektrumokon indukalt folytonos leképezés.

7. * (Lokalizaci6 és tenzorszorzat) Legyenek M, N tetsz6leges R-modulusok, S C R multiplikativ
rendszer, P € Spec R.
(i) Mutassuk meg, hogy létezik pontosan egy

f:ST'RerM = S™1Mm
izomorfizmus, amelyre minden r € R, s € S, m € M esetén

f((r/s) ©@m) = (am)/s .



(ii) Igazoljuk, hogy létezik pontosan egy
g:ST'M®¢-15S7IN 5 S7H (M ®g N)
S~ R-modulus-izomorfizmus, amelyre minden m € M,n € N, s,t € S esetén

f((m/s) @ (n/t)) = (m&mn)/(st) .
Specialisan Mp QRp Np ~ (M KRR N)p

8. Legyenek M, N, P R-modulusok. Mutassuk meg, hogy minden aldbbi esetben létezik pontosan
egy izomorfizmus az el6irt tulajdonsaggal.

(1) MRrN >NrM,zQy—yQz,

(2) M®rN)®rP > M®r(N®rP). @0y)@2z— 128 (y® 2),

3) R¥p M — M, a® x — ax,

4) M@ N)@rP— (MarP)®(NOrP), (2,9) @2 (0 2,y©2).

9. (i) Legyen (M) | A € A) R-modulusok egy csalddja, M def DreaM,. Igazoljuk, hogy M pontosan
akkor lapos, ha minden A € A esetén M) lapos.
(ii) Lassuk be, hogy tetsz6leges R gytirii esetén az R[x] egyvéltozds polinomgyiirt lapos R-algebra.

10. * Mutassuk meg, hogy a lapossdg lokalis tulajdonsag, azaz egy M R-modulus pontosan akkor
lapos, ha minden P € Spec R esetén Mp lapos, tovabbé ezen tilmenve a lapossagot elég maximélis
idedloknal vett lokalizaltakon tesztelni.

11. Legyenek V, W véges-dimenzids k-vektorterek, és tekintsiik a
V*eW 5 Homg(V,W)
természetes izomorfizmust. Bizonyitsuk be, hogy egy x € V*®W tenzor pontosan akkor irhaté fel k

darab elemi tenzor 6sszegeként, ha a természetes izomorfizmusban neki megfeleld ¢, € Homy (V, W)
linearis leképezés rangja k.



