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5. HAZI FELADAT

1L.A0O— M LM% M - 0 sorozat pontosan akkor egzakt, ha f injektiv, g sziirjektiv, és g egy
g : Coker f s /im f — M" izomorfizmust indukal.

2. * (i) Legyen M’ % M % M”"” — 0 R-modulusok egy sorozata. Mutassuk meg, hogy ez
pontosan akkor egzakt, ha minden N R-modulusra

0 — Hom(M”,N) % Hom(M, N) %% Hom(M’, N)

egzakt.
* (ii) Igazoljuk, hogy R-modulusok egy 0 — N’ % N % N” sorozata pontosan akkor egzakt, ha
minden M R-modulusra

0 — Hom(M, N') % Hom(M, N) > Hom(M, N")
egzakt.

DEeFINicIO. Legyen C R-modulusok egy osztdlya, A : C — Z egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy A
additiv, ha minden olyan 0 — M’ — M — M" — 0 rovid egzakt sorozatra, amelynek mindhdrom
tagja C-beli,

MMy = XN(M) + X(M") .

3. (i) Ellendrizziik, hogy ha R = k test, C a véges-dimenzids k-vektorterekbél all, akkor V' +— dimy V'
additiv figgvénye C-n.

(ii) Legyen 0 — My — My — --- — M, — 0 R-modulusok egzakt sorozata, gy, hogy a sorozat
minden tagja, tovabba a szereplo Osszes homomorfizmus magja is C-beli. Igazoljuk, hogy ha A
additiv fliggvény C-n, akkor

> (=1)AM;) = 0.

=1

4. (i) Ha 0 - M' — M — M"” — 0 R-modulusok rovid egzakt sorozata, amelyben M’ és M”
végesen generalt R felett, akkor M is.

(ii) Legyenek Mj, My egy adott M R-modulus részmodulusai. Igazoljuk, hogy ha M; N My és
My + My végesen generalt R-modulusok, akkor M és M, is.

5. * (i) Legyen R egy lokélis gytirti. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges m,n természetes szamokra
R™ ~ R™ mint R-modulusok pontosan akkor teljesiil, ha m = n.

* (ii) Igazoljuk az el6bbi allitast arra az esetre, ha R tetsz6leges kommutativ gytirii.

** (ii1) Igaz marad-e az (i) rész allitdsa abban az esetben, ha R nem feltétlentil kommutativ gy{ri?
(iv) Mutassuk meg, hogy ha ¢ : R™ — R" sziirjektiv, akkor m > n.

(v) El6fordulhat-e, hogy ¢ : R™ — R™ injektiv, de m > n?

6. Mutassuk meg, hogy ha I C R egy végesen generalt idempotens idedl (azaz I? = I), akkor I
generalhaté egyetlen idempotens elemmel.

7. * (Cayley—Hamilton-tétel) Legyen R tetsz6leges gytirti, M végesen generdlt szabad R-modulus.
Igazoljuk, hogy minden ¢ € Endr(M) endomorfizmus kielégiti a karakterisztikus polinomjét.

8. ** Legyen X = SpecR, f € R, Dy C Spec R az f altal meghatarozott nyilt halmaz. Mutassuk
meg, hogy
OX (Df) ~ Rf .



9. Legyen 0 — M’ RN VA VA egy rovid egzakt sorozat. Igazoljuk, hogy az aldbbiak

ekvivalensek:
(i) Létezik egy M" — M' ® M" izomorfizmus, amelyre nézve f(m) = (m,0) és g(m/,m"”) =m".
(ii) Létezik egy olyan s : M — M homomorfizmus, amelyre g o s = Id .
(iii) Létezik egy olyan r : M — M’ homomorfizmus, amelyre r o f = Id .
Ha a fenti feltételek teljestilnek, akkor a fenti rovid egzakt sorozatot felhasadd egzakt sorozatnak
hivjuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha R = k test, akkor minden rovid egzakt sorozat felhasado.



