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4. HAZI FELADAT

1.* (i) Minden P C R primidedl tartalmaz egy minimalis primide4lt.
* (ii) Legyen R olyan gylir(i, ami tartalmaz nemnulla nullosztét. Mutassuk meg, hogy vagy van
R-ben nemnulla nilpotens elem, vagy R-nek legalabb ketté minimalis primidealja van.
* (iii) Igazoljuk, hogy
V)= () P, illetve,hogy VI = (| P,
PecSpecR PeV(I)
ahol I C R tetszoleges ideal.

2. Bizonyitsuk be, hogy k[z ](x) = { hek(x)|h=y, fg¢€klz]z fg }, illetve k[[x]] lok&lis gytiriik.
3. Egy R gylri pontosan akkor redukalt, ha izomorf testek egy szorzatanak egy részgytriijével.

4. Mutassuk meg, hogy tetszéleges S C R multiplikativ halmaz esetén az R — S~ R lokalizécié-
leképezés epimorfizmus a kommutativ gytirik kategoridjaban.

5. ** Legyenek R,S gyflirtik, amelyekre R[x]| ~ S[y]. Igaz-e, hogy R ~ S?7
6. Mutassuk meg, hogy tetszéleges f € R esetén Ry ~ R[X|/(Xf —1).
7. Soroljuk fel az 6sszes Z C R C Q koztes gyfirtit.

8. * Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ : R — S gy{irtthomomorfizmus, a € R, I C R ideal, akkor
]') ( ) (D ):Dd)(a)a

(

(2) (¢)H (VD)) = V(Se(I)),

(3) ¢*(SpecS) C Spec R pontosan akkor siirii, ha ker ¢ C \/7
(4)

ha ¢ sziirjektiv, akkor ¢* homeomorf médon képezi le a Spec S teret a V(ker ¢) C Spec R
zart halmazra.

Adjunk példédt olyan ¢ homomorfizmusra, amelyre ¢* bijektiv, de nem homeomorfizmus.
9. Mutassuk meg, hogy ha R Boole-gytir{i, akkor Spec R kompakt Hausdorff tér.

10. Legyen R gytirti, S,7 C R multiplikativ halmazok, jelélje tovabba U a T halmaz képét S—!R-
ben. Igazoljuk, hogy

(ST) 'R ~ U YS™Y).
DEFINiCIO. Gylirii egy bizonyos X tulajdonsagat lokdlisnak hivjuk, ha X pontosan akkor igaz egy
R gyfirtire, ha minden Rp (P € Spec R) lokalizaltjara igaz.

11. Mutassuk meg, hogy 'redukaltnak lenni’ lokalis tulajdonsig, de ’integritasi tartomanynak lenni’
nem.

12. ** Legyen X kompakt Hausdorff topologikus tér, jeldlje C(X) az X-en értelmezett valos értékii
folytonos fiiggvények gytirtijét a pontonkénti miiveletekkel. Tetszbleges x € X esetén legyen
def

m, = {feCX)[f(z) =0}
az r ponthoz tartozé maximalis ideal. Mutassuk meg, hogy a
pw:X —  m-SpecC(X)
T o my

fiiggvény homeomorfizmus (tehdt egyebek kozt igaz az, hogy helyre lehet éllitani X-et C'(X)-b6l).



