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1. HAZI FELADAT
Beadasi hataridé: December 8.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebb-
nek szamitanak.

1. Legyen P € C def V(f) € AZ sima pont. Azt mondjuk, hogy P a C gorbe inflexios pontja, ha a
P pontbeli ¢ érintGegyenesre ordé(ﬁ) > 3.

(1) Legyen C def V(y — x™) ahol n pozitiv egész. Milyen n értékekre lesz P inflexios pont a C'
gbrbén?

(2) Legyen C def V (y+ax?+ magasabbfoki tagok). Mutassuk meg, hogy (0,0) pontosan akkor
lesz C inflexiés pontja, ha a = 0.

2. Legyen (R,m) DVR K hanyadostesttel. Bizonyitsuk be, hogy ha o € K \ R, akkor a~! € m.

3. Legyen p € Z primszam, tovabba
Zy def {aeQla= %, ahol a és b egészek, és p [b} .
(1) Mutassuk meg, hogy Z, DVR Q hanyadostesttel.
(2) Igazoljuk, hogy minden olyan R DVR, amelynek Q a hanyadostestje, izomorf a fentiek

egyikével.

4. Legyen K tetszOleges test. Egy K-n értelmezett rend-fiigguény egy olyan ¢: K — Z U {oc}
fliggvény, amelyre teljesiilnek az alabbiak: Minden a,b € K esetén
(1) ¢(a) = oo if and only if a = 0,
(2) ¢(ab) = ¢(a) + ¢(b),
(3) ¢(a+b) > min{¢(a), ¢(b)}.
Igazoljuk az alabbi allitasokat.
def

(1) Az R = {a € K | ¢(a) > 0} egy DVR m = {a € K | ¢(a) > 0} maximalis ideallal és K
hanyadostesttel.
(2) Adott (R,m, K) DVR esetén a ordr: K — ZU{oo} fiiggvény rend-fliggvény a fenti értelem-

ben.
5. Tetsz6leges k test esetén szdmitsuk ki a
T

dimy k[z1, ..., zn)/ (21, ..., 2p)

értéket mint n és r fiiggvényét.
6. Tetszsleges k test esetén igazoljuk, hogy k[[z]] DVR x uniformizalé paraméterrel.
7. Let (R,m, K) be a DVR, ord a hozza tartozo rend-fiiggvény. Ellendrizziik az alabbiakat.

(1) Minden «, 8 € K, ord(a) < ord(f) esetén ord(a + ) = .
(2) Ha ai,...,a, € K, és létezik 1 < ¢ < r, amelyre ord(c;) < ord(ca;) minden j # i esetén,

akkor ;
Z (073 75 0.
i=1

8. Legyen R tetszéleges gytirt, a = > ;o a;t' € R[[t]] formalis hatvanysor. Igazoljuk, hogy «
pontosan akkor lesz egység R|[[t]]-ben, ha ap € R*.



9. Legyen R egy integritasi tartomany K héanyadostesttel. Azt mondjuk, hogy R K egy értékelési
gytirije, ha minden o € K* esetén legalabb o € R vagy a~! € R teljesiil. Legyen R és K mint
fent.
(1) Igazoljuk, hogy R lokalis gytiri.
(2) Mutassuk meg, hogy ha R’ integritasi tartoméany, R C R’ C K, akkor R’ is értékelési gytrtje
K-nak.
10. * + * Legyen k tetszoleges test, C C A2 irreducibilis affin varietas, P € C egy pont. Igazoljuk
az Oc¢ p lokalis gytriire vonatkozo alabbi allitasokat.
(1) Legyen t € O¢ p uniformizal6 paraméter, o € R tetsz6leges. Ekkor minden n € N esetén
léteznek egyértelmiien meghatarozott ag,...,a, € k és o, € O p elemek, amelyekre
a = ap+ait + -+ ant™ + ant" .
(2) Igazoljuk, hogy a fenti konstrukcio egy injektiv

v Ocp — Klla]

(o)
a E a;z"
=0

k-algebra-homomorfizmust ad, amit c-nak a ¢ szerinti formalis hatvanysorfejtésének neveziink.
(3) A fenti homomorfizmus kiterjed egy injektiv Oc p < k((z)) homomorfizmussa, ahol k((x))
a k[[z]] integritasi tartoméany hanyadostestje.
(4) Legyen C az affin egyenes, P € C az origd. Valasszunk egy ¢ uniformizalé paramétert, és
adjuk meg az ﬁ elem szerinte vett formélis hatvanysorfejtését.



