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6. HAZI FELADAT
Beadasi hatarids: Oktober 27.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebb-
nek szamitanak.

1. Dontstik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok.
(1) Véges sok seholsem stirti halmaz uniéja seholsem stirt.
(2) Stird halmazok véges metszete szintén stird.
(3) Legyen X irreducibilis noether-féle topologikus tér, U C X nemiires nyilt halmaz. Ha B C U
stirt, akkor B C X is az.
4) Egy AZ-beli irreducibilis részvarietas képe egy reguléris leképezés szerint szintén irreducibilis.
C

2. Legyen R olyan gy(lrd, amelyben minden a € R elemhez létezik olyan n, > 2, amelyre a™* = a.
Igazoljuk, hogy minden R-beli primideal maximalis.

3. (Gytri spektruma) Legyen R gytird, jelolje Spec R az R-beli primideélok halmazat. Tetszdleges
S C R esetén legyen

V(S) ¥ {PeSpecR|SCP}.

Lassuk be az alabbi allitasokat.
(1) V({0}) =SpecR, és V({r}) =0 har € R*.
(2) V(S) =V((5)) = V(V(9)).
(3) Ha {S; | i € I} R-beli részhalmazok egy tetszdleges csaladja, akkor

V(UierSi) = [ V(S) -
i€l
(4) Ha I,J < R, akkor V(IJ)=V(INJ)=V({I)UV(J).
(5) A{V(S) | S C R} halmaz egy topologiat hataroz meg Spec R-en, ez az an. Zariski-topoldgia.
(6) Irjuk le a Zariski-topoloogiat a Z, R[xz], Clx] gytirtk spektrumain. Mely pontok lesznek
zéartak?

3. Legyen X topologikus tér, A, B C X tetsz6leges részhalmazok.
(1) Mutassuk meg, hogy int(A) = {z € X |3U C X open for whichz € U C A} .
(2) Bizonyitsuk be, hogy A = {z € X |VU C X nyilt, amelyre € U : UNA# 0 }.
(3) Igazoljuk, hogy A pontosan akkor nyilt, ha A = int(A), tovibba A pontosan akkor zart, ha
A=A
(4) Ellenérizziik, hogy X —int(4) = X — A, és X — A = int(X — A).
(5) Igazoljuk az alabbi allitasokat: int(A) Nint(B) = int(ANB), AUB = AUB.
(6) Lassuk be, hogy

m int(Ay) DO int (m Aa> = int (ﬂ int(Aa)> , U int(A,) C int < Aa> .
acl

acl acl acl acl
(7) Ellenérizziik, hogy ha A C B, akkor int(A) C int(B) és A C B.

4. Legyen V' C A{ nemiires affin varietas, ¢ € C[V]. Mutassuk meg, hogy Vi/(¢) = 0 pontosan
akkor, ha ¢ invertalhato C[V]-ben. Mi torténik az R alaptest felett?

5. Legyenek X, Y affin varietasok. Mi a viszony az X x Y-on értelmezett Zariski-topolégia és a
szorzattopoldgia kozott?

6. Legyen X tetsz6leges topologikus tér. Mutassuk meg, hogy X pontosan akkor Hausdorff, ha
A(X) C X x X zart halmaz.



7. * Legyen X irreducibilis affin varietas egy algebrailag zéart test felett, U C X nemiires nyilt
halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ¢ € k(X) racionalis fliggvény reguldris U-n, ha minden P € U
pontban értelmezve van. Az ilyen fiiggvények k-algebrajat Ox (U)-val jeloljiik.
(1) Bizonyitsuk be, hogy Ox(U) = Ox p mint k(X) részhalmazai.
(2) Lassuk be, hogy ¢ € k(X) pontosan akkor regularis U-n, ha minden P € U esetén létezik
olyan P € V C U nyilt halmaz és f,g € k[x1,...,z,] polinomok, amelyekre
(a) g(Q) # 0 minden @ € V esetén, és
(b) ¢(Q) = f(Q)/9(Q) minden Q € V' pontra.

7. * Hatéarozzuk meg az Op2 (AZ\ {(0,0)}) k-algebrit.

8. ** Legyen X egy irreducibilis affin varietas. Keressiik meg a gytirtikéve definiciojat, és igazoljuk,
hogy a
UCXnyilt — O0x(U)

hozzarendelés egy gytrikévét definial az (X, 77,;) topologikus téren.



