KOMMUTATIV ALGEBRA ES ALGEBRAI GEOMETRIA / 2014 0sz / KURONYA ALEX

5. HAZI FELADAT
Beadasi hatarids: Oktoéber 20.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebbnek szami-
tanak.

1. Donstiik el, hogy az alabbi allitasok igazak vagy hamisak.

(1) Legyen X topologikus tér, Y, Z C X irreducibilis alterek. Ekkor Y N Z szintén irreducibilis.
(2) A V(zy) C AZ affin varietés irreducibilis.

(3) A komplex affin sik minden nyilt részhalmaza irreducibilis.

(4) A V(zy—1) C A2 affin varietés irreducibilis.

2. Ellenérizziik, hogy minden primideal elgall, mint egy testbe mené homomorfizmus magja.
3. Mutassuk meg, hogy egy irreducibilis topologikus tér minden nemiires nyilt részhalmaza sird.

4. Azonositsuk a k testet az A} affin egyenessel, és igazoljuk, hogy minden f: X — k regularis fiiggvény
(V affin varietas) folytonos a Zariski-topologiadra nézve. Igaz marad-e az allitas, ha tetszGleges regularis
leképezéseket tekintiink?

5. Adjunk példat olyan f: A} — A? reguléris leképezésre, amely homeomorfizmus a képére, de nem izomor-
fizmus a megfelels varietdsok kozott.

6. Hatarozzuk meg, hogy a V(2% +y%—1) C A? kérvonal mely pontjaiban lesz reguléris a ¢ = UT_l racionalis

fliggvény.

7. * Hatarozzuk meg, hogy az X = V(y? — 2 — 2?) C A? gorbe mely pontjaiban lesz az ¢ = ¥ racionalis
fliggvény regularis.

8. Bizonyitsuk be a noether-féle topologikus terekre vonatkozo alabbi allitasokat.

(1) HaY C X tetsz6leges altér, akkor Y is noether-féle, tovabba dimY < dim X.
(2) Legyen {U;|i € I} az X tér egy nyilt fedése. Ekkor

dim X = supdimU; .
il

(3) Ha U < X siir nyilt halmaz, akkor dimU = dim X.
(4) Legyen X véges-dimenzios irreducibilis topologikus térm Y C X zart altér. Ekkor ha dimY = dim X,
akkor Y = X.

Definicié. Egy I < k[zy,...,x,] idedlt nulla-dimenzidsnak neveziink, ha

dimy, k[z1,...,2,]/] < 00 .

9. Igazoljuk, hogy egy I ideél pontosan akkor nulla-dimenziés, ha V (I) véges.

10. Legyen k tetszbleges test, {p1,...,pm} C A} egy véges halmaz. Konstrualjunk olyan f polinomot,

amelyre
1 ha:=1
f(pi)_{o hai>1.

11. Bizonyitsuk be, hogy
dime Clzy, ..., 2,/ < #V(I)
minden nulla-dimenziés I idedlra, ahol egyenlség pontosan akkor all, ha I radikal.



12. Legyen I C C[z1, ..., ;] nulla-dimenzids idedl, f € Clz1,...,z,], jelolje tovabba pys : Clay, ..., z,]/] —
Clx1,...,zn]/I az f-fel valé szorzast mint linearis leképezést.
(1) Ellenérizziik, hogy pr valoban linearis leképezés. Mutassuk meg, hogy u; = p1, pontosan akkor, ha

f—gel
(2) Bizonyitsuk be, hogy fif1+g = ftf + f1g € f1fg = pif - 1y minden g € Clzq,. .., x,] esetén.
(3) Lassuk be, hogy p,(r)y = h(uy) minden h € C[t] polinomra.

13. Az el6z6 feladatok jeloléseivel mutassuk meg, hogy 11 sajatértékei egybeesnek az f: V(I) — C fiiggvény
értékkészletével.

14. Bonstsuk fel az V(22 — yz,2z — x) C A affin varietést irreducibilis komponenseire.

15. * Legyenek X, Y C A" affin varietasok, A def V() —y1,...,Tn — yYn) € A%". Mutassuk meg, hogy
p: XNY - (X xY)NA,z— (z,2)
izomorfizmus.

16. Hatarozzuk meg az f : A2 — A2 f(xz,y) def (x, zy) reguléris leképezés képét, és irjuk le topologikus
szempontbol.



