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4. HAZI FELADAT
Beadasi hatarids: Oktoéber 13.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebbnek szami-
tanak.

1. (Homogén polinomok) Legyen k tetszoleges test, f € k[z1,...,xy], d egy pozitiv egész. Azt mondjuk,
hogy f d-edfoki homogén polinom, ha minden \ € k esetén

FOz, o ) =2 (.2
Egy d-edfokt homogén polinomot gyakran d-edfoki formdnak is neveziink. Igazoljuk az alabbi allitasokat.

(1) Egy f polinom pontosan akkor d-edfokt homogén, ha d-edfoktt monomok k-linearis kombinacioja.

(2) Minden f polinomot egyértelmiien irhatunk fel homogén polinomok Gsszegeként. Ezeket f homogén
részeinek hivjuk.

(3) * (Euler tétele) Legyen chark = 0. Ekkor egy f € k[z1,...,2,] polinom pontosan akkor d-edfoku
homogén, ha

ixi-amf:d-f.
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(4) Legyen f: R — R végtelen sokszor differencialhato fliggvény. Igaz-e, hogy f pontosan akkor d-edfoku
homogén, ha

S @i Opf=d-f?
i=1
2. Legyenek I, J, K < R; mutassuk meg az alabbi, hanyadosidealokra vonatkozo6 allitasokat.
(1) (I: R)=R.
(2) 1J C K pontosan akkor, ha I C (K: J).
(3) (J: I) akkor és csak akkor, ha (I: J) = R.
(4) Legyen {I, | & € A} R-beli ideélok egy csaladja. Ekkor

(I: Y I)=(U: L) -
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(5) ((I: J): K)=(: JK).
3. Bizonyitsuk be, hogy ha f € k[z1,...,x,] irreducibilis polinom, akkor V(f) C A} irreducibilis affin

varietas.

4. Legyen I < k[zq,...,x,] egy valodi ideal, k algebrailag zart. Ekkor
Vi=\M,
M

ahol M végigfut az dsszes I-t tartalmazo maximaélis idealon.
5. Igazoljuk, hogy ha k végtelen test, akkor A} minden lineéris altere irreducibilis varietés.

6. Legyenek V' C W C A7 affin varietasok. Mutassuk meg, hogy V' minden irreducibilis komponense benne
van W egy irreducibilis komponensében.

7. Legyen R tetszGleges gytird, { Py, ..., P.} primidealok egy halmaza. Igazoljuk, hogy P;N---N P, pontosan
akkor, ha létezik 1 <7 < r, amelyre P; része minden Pj-nek.

8. Legyen k algebrailag zart, f € k[x1,...,x,] irreducibilis faktorokra toérténd felbontasa

f=Rr
Igazoljuk, hogy
V() =V({f)u---uV(f)
V(f) irreducibilis komponensekre valo felbontasa, tovabba I(V(f)) = (f1,..., fr)-



9. Legyen V(f) egy d-edfoku sikgorbe egy algebrailag zart test felett, amelynek van egy d multiplicitasa
pontja. Bizonyitsuk be, hogy V(f) d kiilonbozd egyenesbél All.

10. Talaljuk meg az alabbi komplex sikgérbék szingularis pontjait, és adjuk meg a szingularis pontokban az
0sszes érint()’egyenest.
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11. Legyen R tetszlleges gytrt, I pedig olyan ideal, amely maximalis a nem végesen generaltak kozott.
Mutassuk meg, hogy I prim.

12. Legyen R tetszéleges gytird, I pedig olyan ideal, amely maximalis a nem principalis idedlok kozott.
Mutassuk meg, hogy I prim.

13. Legyenek I,...,I,, R-beli idedlok, P < R prim, amelyre P 2 N>, I;.
(1) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan 1 < i < m, amelyre P D I;;
(2) ha P =N, 1I;, akkor P = I; valamely 1 <1 < m esetén.

14. Legyen C C A2 irreducibilis sikgorbe. Igazoljuk, hogy C-nek véges sok szingularis pontja van.



