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3. HAZI FELADAT
Beadasi hatarids: Oktéber 6.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnél nehezebb-
nek szamitanak.

1. Mutassuk meg, hogy ha tetsz6leges I és .J idedlokra (I: J) = (I: \/J). Igaz-e az (I: J) = (V/1: J)
allitas?

2. Hatarozzuk meg az alabbi részhalmazok Zariski-lezartjat a megadott affin térben.

1) A masodik kvadransa A%-ben.

2) Az 6sszes racionéalis koordinataju pont Aﬁ x-tengelyén.

3) Az 8sszes raciondlis koordinatajt pont Aj-ben.

4) Az 6sszes olyan pont A(lc-ben, amelynek nulla képzetes része és irracionélis valos része van.
) Az Ssszes egész koordindtaji pont A2-ben.

) Az Osszes egész koordinataja pont A%—ben.

) Az AZ-beli nyilt egységkorlemez.

) A szinuszfiiggvény grafja A%-ben.
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3. Legyen I <1 R, és jelolje
m: R — R/I
r = r+1
a természetes sziirjekciot. Bizonyitsuk be, hogy az
R/I-beli idedlok — R-beli I-t tartalmaz6 idealok
J = 1Y)

hozzarendelés bijektiv és megdrzi az idedlok tartalmazasat.

4. Legyen ¢: R — S egy gytirthomomorfizmus. Mutassuk meg, hogy

(1) ker ¢ o {r € R | ¢(r) = 0} idedl R-ben, tovibba minden R-beli ideal el6all az emlitett
alakban.

(2) im¢ & {¢(r) | r € R} részgytirtje S-nek, de nem feltétlentl ideal.

(3) A ¢ leképezés egy

¢: R/I —im¢
r4+1 > o(r)

izomorfizmust hatéroz meg.

5. Ellendrizziik, hogy az R-beli nilpotens elemek idealt alkotnak, az R gy{rd dGn. nilradikaljat.
Mutassuk meg, hogy R/ Nil(R)-ben nincsen nullatél kiilonbozs nilpotens elem.

6. Lassuk be, hogy VI megegyezik az I-t tartalmazo primidealok metszetével.

7. Az R gytirt Jac(R) Jacobson-radikdlja az R-beli maximalis idedlok metszete. Bizonyitsuk be,
hogy egy r € R elemre r € Jac(R) pontosan akkor, ha minden s € R esetén 1 — sr € R*.

8. Ellenérizziik, hogy egy nilpotens elem és egy egység Osszege ismét egység lesz.

9. * Mutassuk meg, hogy egy ap + a1z + ... + a,z™ € R[z] polinom pontosan akkor egység, ha
ag € R*, és minden més egytitthatd nilpotens.



10. Igazoljuk, hogy egy ag + a1z ...+ ana™ € k[z] polinom (ahol k egy testet jeldl) pontosan akkor
nilpotens, ha minden egyiitthatéja nilpotens.

11. Legyen (X, 7) topologikus tér, A C X pedig tetsz6leges részhalmaza. Az A halmazon 7 altal
indukalt 74 altértopologiat az alabbi médon definialjuk:
B € 74 pontosan akkor, ha létezik U € 7, amelyre UN A= B .

Igazoljuk, hogy (A, 74) valéban topologikus tér, tovabba 74 a legkisebb olyan topoldgia A-n amelyre
nézve az t: A — X természetes bedgyazas folytonos.



