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2. HAZI FELADAT
Beadasi hataridé: Szeptember 29.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebb-
nek szamitanak.

1. Igazoljuk, hogy tetsz6leges V, W C A7 affin varietasok esetén
(1) V. C W pontosan akkor, ha I(V') D I(W);
(2) V. =W akkor és csak akkor, ha I(V) = I(W).

2. Mutassuk meg, hogy v/T radikél ide4l minden I < R esetén.
3. Hatéarozzuk meg az Osszes prim- és maximalis idealt a Z, R|x], és C[z] gytrtikben.

4. Legyen I <1 R tetsz6leges ideal. Igazoljuk, hogy
(1) I pontosan akkor prim, ha az R/I hanyadosgytr( integritasi tartomény;
(2) I pontosan akkor maximalis, ha R/I test.
5. Egy r € R elemet nilpontensnek neveziink, ha létezik olyan n természetes szdm, amelyre r"™ = 0.

Bizonyitsuk be, hogy egy r € R pontosan akkor nilpontens, amennyiben minden R-beli primideal-
nak eleme.

6. Igazoljuk az alabbi k[z,y|-beli azonossagokat:

(1) (222 +3y? — 11,22 —y? = 3) = (22 — 4,y% — 1)

(2) (z+ay,y+ay,2%,y°) = (2,y).
7. * Legyen k végtelen test, C def {(t,3,t*) | t € } C A}. Mutassuk meg, hogy C' affin varietas, és
hatarozzuk meg az eltiinési idealjat.

8. Bizonyitsuk be, hogy minden algebrailag zart test végtelen.

9. Legyen I = (2> +y? — 1,y — 1) C R[z,y]. Adjunk példat olyan f polinomra, amelyre
fel(V(I))\ I

10. Ellendrizzik, hogy /(x™,y") = (z,y) C k[x,y] minden m és n pozitiv egészek esetén.

11. Igazoljuk az idedlok Osszegére vonatkozo alabbi allitasokat:

(1) R-beli idealok egy tetszdleges halmazanak az Osszege ismét csak R-beli ideal lesz.
(2) Idealok osszege megegyezik a szerepls idedlokat tartalmazo legkisebb ideallal.
(3) Ha {I, | o € A} k[z1,...,zy]-beli idedlok egy halmaza, akkor

V(Z Ia) = mOéEAV(IOc) :
acA

12. Mutassuk meg, hogy VI NJ = I N+ J tetszbleges I, J <I R esetén.

13. Legyenek I, J C k[z1,...,x,| tetsz6leges idealok; lassuk be, hogy
VINJ) = V) UV(J) = V(L) .



14. Igazoljuk az idealok radikaljara vonatkozé alabbi allitdsokat.
(1) Ha I C J egy m > 0 természetes szamra, akkor /T C v/J.
2) VI+J=VVI

(3) VIJ = \/Iﬂ ) de altaléuban VIJ # VIVJ. Adjunk példat arra, hogy radikal idealok

szorzata nem mindig lesz radikal.

15. Azt mondjuk, hogy az I, J C R idedlok komazimdlisak, ha I + J = R. Mutassuk meg, hogy
(1) ha I és J komaximalis, akkor IJ = 1N J.
(2) amennyiben R = C[zy,...,z,], akkor I és J pontosan akkor komaximalisak, ha V(1) N
V(J)=10.

16. Egy I < k[x1,...,xy,] idealt monomidlisnak mondunk, ha van monomokbél allo generatorrend-
szere. Igazoljuk hogy ha I monomiélis ideal, akkor az I-beli monomok I-nek mint k-vektortérnek
egy bazisat adjak.



