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1. HAZI FELADAT
Beadasi hataridé: Szeptember 22.

A csillaggal megjelolt feladatokat kell beadni. A kétcsillagos feladatok a szokasosnal nehezebb-
nek szamitanak.

1. Igazoljuk, hogy tetszGleges R integritasi tartoméany és n > 1 egész szam esetén R[z1,...,Ty,] is
integritasi tartomany, de soha nem test.

2. Ellendrizziik, hogy minden {a} € A} egyelemt halmaz affin varietds. Mutassuk meg, hogy amen-
nyiben k egy véges test, akkor A} tetsz6leges részhalmaza affin varietés.

3. Legyen f € C[zy,...,x,). Igazoljuk, hogy f a nulla polinom, amennyiben eltiinik minden egész
koordinatakkal rendelkez6 pontban. Mi torténik, ha C helyett a valés vagy a racionalis szamtestet
tekintjiik?

4. Legyen f € Clzy,...,zy], és jelolje d az f polinom legmagasabb z;-fokat (1 < ¢ < n). Mutassuk
meg, hogy f a nulla polinom, amennyiben f(ai,...,a,) = 0 minden olyan (ai,...,a,) € AZ pont
esetén, amelyre 1 < a; < d+ 1 minden 1 < i < n esetén.

5.% Jelolje S aef {(a,a) | a € C*}; dontsiik el, hogy S C AZ affin varietds-e. Vélaszoljuk meg a
kérdést az Ig test felett is.

6. Dontsiik el, hogy a Z" C A részhalmaz vajon affin varietas-e.
7. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok igazak vagy hamisak.
(1) Affin varietasok tetszSleges unidja szintén affin varietés.
(2) Egy affin varietas komplementuma szintén affin varietés.
(3) Két affin varietas halmazelméleti kiilonbsége megint csak affin varietas.

8. Legyenek V C A} és W C A}" affin varietdsok. A Descartes-féle szorzatukat az alabbi modon
definialjuk:
Vx WY {(a,b) e AT |a € V,be W} C AT

Mutassuk meg, hogy V x W C A?™ affin varietds lesz.

9.%* Legyen k egy algebrailag nem zart test, X = V(f1,..., fm) C A} egy véges sok polinom é&ltal
megadott affin varietas®. Bizonyitsuk be, hogy X megadhat6 mint egy darab polinom nullhelyeinek
halmaza.

10. Irjuk le az alabbi idealok kozos nullhelyeinek halmazat:

(1) (zy,2z,yz) € klz,y, 2],
(2) az Osszes d-edfoki négyzetmentes monom altal generalt ideal a k[z1, ..., x,] gytrtben, ahol
1<d<n.

11.  *** Talaljunk olyan haromvaltozos valosegytitthatés polinomot, amely a valtozok minden
értékére nemnegativ, de nem &ll el§ mint polinomok négyzeteinek pozitiv linearis kombinacidja.

Hamarosan l4tni fogjuk, hogy ez utobbi feltétel a Hilbert-féle bazis tétel miatt minden affin varietasra teljesiil
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