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4. GYAKORLAT

1. Mutassuk meg, hogy ha R kommutativ noether-gytirii, akkor minden S C R multiplikativ
halmaz esetén S~ R is noether.

2. Hatdrozzuk meg az Ox 0,0,0) lokdlis gyfirfit, ahol X C A3 a harom koordindtatengely
unioja.

3. Tetszoleges k test esetén irjuk le a k[z]) gytirii spektrumat.

4. Legyen R gytri, f,g € R. Igazoljuk az aldbbi allitasokat:

1) Dy N D, = Dy,.

2) Dy = () pontosan akkor, ha f nilpotens.

3) Dy = Spec R pontosan akkor, ha f € R*.

4) Dy = D, pontosan akkor, ha \/(f) = \/(9).

5) Dy kompakt halmaz.

6) U C Spec R pontosan akkor kompakt, ha véges sok Dy alaki halmaz unidja.

5. Legyen ¢ : R — S gylrtthomomorfizmus, ¢* : SpecS — Spec R az altala indukélt
fiiggvény. Mutassuk meg az alabbiakat:

(1) Ha f € R, akkor (¢*)"(Dy) = Dyy).

(2) ¢* folytonos fiiggvény a Zariski-topologidra nézve.

(3) Ha I < R, akkor (¢*)~"Y(V(I)) = V(¢(I)S), ahol ¢(I)S az I idedl S-beli képe &ltal
generalt ideal S-ben.

(4) Ha J < S, akkor ¢*(V(J)) = V (¢~ (J])).

(5) Amennyiben ¢ sziirjektiv, akkor ¢* Spec S-t homeomorf médon képezi le a V (ker ¢) C
Spec R zart altérre.

(6) ¢*(SpecS) C Spec R pontosan akkor siirdi, ha ker ¢ C Nil(R).

(7) Ha vy : S — @ szintén egy gytrithomomorfizmus, akkor (1) o ¢)* = ¢* o 9)*.

DEFINiC16. Legyen 7 egy modulusokon értelmezett tulajdonsdg. Azt mondjuk, hogy T
lokdlis tulajdonsdg, ha T pontosan akkor teljesiil egy M R-modulusra, ha minden P € Spec R
esetén igaz az Mp Rp-modulusra.

6. Mutassuk meg, hogy M = 0 lokalis tulajdonsag. Pontosabban, igazoljuk, hogy az alabbi
allitasok ekvivalensek tetszéleges M R-modulus esetén.

(1) M =0.

(2) Mp =0 minden P € Spec R esetén.

(3) My =0 minden m < R maximalis idedlra.

HAZI FELADATOK

6. Igaz-e, hogy ha R (kommutativ, egységelemes) noether-gytirti, akkor az R[[z]] formélis
hatvanysorgytri is noether?



7. Adjunk példat olyan ¢ : R — S homomorfizmusra, amelyre ¢* bijektiv, de nem homeo-
morfizmus.

8. Legyen ¢ : M — N egy R-modulushomomorfizmus. Az aldbbi allitdsok ekvivalenciajaval
bizonyitsuk be, hogy injektivnek/sziirjektivnek lenni lokélis tulajdonsédg.

(1) ¢ injektiv/sziirjektiv.

(2) Minden P € Spec R esetén ¢p injektiv/sziirjektiv.

(3) Minden m < R maximalis idedlra ¢y, injektiv/sziirjektiv.

9. Legyenek I,J < R, J végesen generdlt, S C R egy multiplikativ halmaz. Mutassuk meg,

hogy
SHI:J)=(ST'T:57)).

10. Legyen X C A™ affin algebrai halmaz, G egy véges csoport, ami hat X-en (vagyis:
minden g € G esetén adott egy a(g) : X — X automorfizmus igy, hogy a(lg) = idg és
a(gh) = a(g)oa(h)). Egy f € k[X] regularis fiiggvényt G-invaridnsnak hivunk, ha minden
g € G és minden = € X esetén

Fo(@)) = f(a)
Az X-en értelmezett G-invaridns reguldris fiiggvények k-algebrajat k[X]%-vel jeloljiik.

(1) Ellendrizziik, hogy k[X] valéban k-algebra.

(2) Mutassuk meg, hogy k[X]¢ végesen generalt.

(3) Tekintsiik a k[X]¢ — k[X] k-algebrdk kozti homomorfizmust, illetve a neki megfelels
7™ 1Y — X reguldris leképezést (ahol Y egy, a k[X]“ algebrdnak megfelelé affin
algebrai halmaz). Igazoljuk, hogy

(a) 7 sziirjektiv;
(b) tetszbleges x, 2’ € X esetén w(x) = m(z’) pontosan akkor teljesiil, ha x és '
ugyanabban a G-orbitban vannak.

Az Y algebrai halmazt X/G-vel jelolik, és az X algebrai halmaznak az o : G x X — X
csoporthatés szerinti hanyadosanak nevezzik.

11. Legyen u, C C a komplex n-edik egységgyokok csoportja. Tetszoleges m > 1 esetén
tekintsiik az

Qpm t o x C" — C™
(€, (21,--y2m)) +—  (€z1,...,€2m)

csoporthatast. Mutassuk meg, hogy C/u, ~ C mint affin varietasok, de C*/u,, # C?, ha
n > 2.



