ALGEBRAI KOMBINATORIKA / 2009 6sz / KURONYA ALEX

1. GYAKORLAT

Legyen R egy tetsz6leges (kommutativ egységelemes) gytirti. Egy f € R[X] polinomot formdlisan
n-edfokunak neveziink, ha deg f < n. A formalisan m-edfoku f és a formadlisan n-edfokd g R-beli
egylitthatés polinomok rezultdnsdt az alabbi médon definidljuk: amennyiben

fX)=anX"+ - +a1 X +ap ésg(X) = b, X"+ +01 X + by,

akkor
Ay Q1 . . ap
Qo Qm—1 . . ag
Ay Am—1 . . Qo
def Am am—1 - . ag
res(f,g) =
(f.9) by bui . . b
by  bo1 . . b
by bui . . bo
by  bp1 . . bo

A nem megnevezett elemek vagy pontok &dltal jelolt helyeken nulldk allnak.
Ha f € R[X] egy m-edfoki nemkonstant normalt polinom, akkor f diszkrimindnsa az alabbi
moédon hatarozhatd meg:

Ay & () mD2 res(f, 1)

ahol f' az f polinom derivaltjat jeloli.

1. A determinansokkal valé szamolési szabalyok segitségével igazoljuk a rezultansok aldbbi tulaj-
donsagait.

(1) Ha r,s € R, akkor res(rf, sg) = r"s™ - res(f, g).

(2) res(g, f) = (_1)mn res(f, g)
(3) Legyen ¢ : R — S egy gytriithomomorfizmus, és jelolje ¢o f, illetve ¢pog az f és g polinomok
¢ szerinti képét S[X]-ben. Ekkor

res(¢ o f,pog) = dpores(f,g) .

2. Bizonyitsuk be az f € R[X] polinomok diszkrimindnsaira vonatkozo6 alabbi klasszikus eredményeket.
(1) Ha f = X2+ pX + g, akkor Ay = p? — 4q.
(2) Ha f = X3+ pX? + ¢X +r, akkor Ay = p?q® + 18pqr — 4pr — 4¢3 — 2712
(3) Ha f = X™ 4+ aX + b és m > 2, akkor Ay = (—1)™m=D/2((1 — m)™~La™ + m™pm ).

3. frjuk fel az X7 + X5 + X5 € R[X1, X2, X3] szimmetrikus polinomot mint a megfelel elemi
szimmetrikus polinomok egy polinomjat.
4. Legyen R[X] egy egyvaltozds polinomgyfirt,

h=a X"+ ap, 1 X" ' +---+ay € R[X]

olyan polinom, amelyre a,, € R*.
(i) Gondoljuk meg, hogy R[X]-ben miikddik a h-val valé maradékos osztas.
(ii) Igazoljuk, hogy minden f € R[X] egyértelmiien irhaté

f=faa X" T+ AX + o



alakba, ahol f; € R[h]. Tovdabbad minden f; egyértelmiien irhaté
fi = Zaijhj , Q5 € R
j=>0
alakba.
(7i7) Bizonyitsuk be, hogy h algebrailag fiiggetlen R felett, és {l,X, X2, .. .,X”fl} egy szabad
generdtorrendszere R[X]-nek mint R[h]-modulusnak.

HAZI FELADATOK

5. Szamitsuk ki a kovetkez6 res(f, g) rezultdnsokat (m illetve n jeloli az f és g polinomok formélis
fokét):

(1) m=1, g €R.

2)m=n=1, f=aX +ag, g=0X +bp.

(3) f=axX?+a1X +ag, g=0bX%+bX + by.

6. Igazoljuk, hogy ha f, g € R[X] normélt polinomok, akkor
Apg = A Ag-res(f, 9)2 .

7. Igaz-e az alabbi éllitds: ha f € R[X] egy 1-féegyiitthatds polinom, ¢ € R, akkor
A = Bf(xX+) -

8. Legyen M egy szabad R-modulus (azaz tegyiik fel, hogy létezik M-nek szabad generdtorrendszere).
Igazoljuk, hogy ekkor M minden szabad generatorrendszerének ugyanaz a szamossiga. Ezt a
szamossagot M rangjanak nevezzik.

9. Legyen k test, ¢ € k(X1, ..., X,) szimmetrikus raciondlis tortfliggvény. Ekkor ¢ € k(s1, ..., Sn),
azaz kifejezhetd az elemi szimmetrikus polinomok raciondlis tortfiiggvényeként.

10. Legyenek R C §,5 C T gytliriibovitések, G; C S egy szabad generatorrendszere S-nek R felett,
Go C T pedig T egy szabad generatorrendszere S felett. Mutassuk meg, hogy

def
G1G2 = {19291 € G1, g2 € Go}

T egy szabad generatorrendszere R felett.

11. Egy f € k[X] nullatdl kiilonb6z6 polinom esetén az o € k elem pontosan akkor tobbszoros
nullhelye f-nek, ha f'(a) = 0.



