HOMOLOGIKUS ALGEBRA / 2005 Sz

8.-9-10. HAZI FELADAT

1. * Legyenek m,d természetes szamok, d|m, és tekintsiik az R = Z/m gyfiriit. Igazoljuk,
hogy minden B R-modulus esetén
B/dB ifn=0
Tor”™(Z)d, B) = { (4B) /(m/d)B ifn>0,2 In
(maB) /dB  ifn>0,2n.

2. Legyen G tetszéleges csoport, A G-modulus, Z trividlis G-modulus. Mutassuk meg, hogy
AG =7 Rza A és AG = HOng(Z, A) .

3. * Legyen G tetszdleges csoport, A G-modulus, I a ZG csoportalgebra augmentdcios
idedlja. Bizonyitsuk be, hogy a

Homg(/,A) — Der(G,A)
def

¢ — Dylg) = olg—1)
leképezés abel-csoportok kozti természetes izomorfizmus.

4. * Legyen M egy jobb-R-modulus. Ekkor egy d pozitiv egész szamra az aldbbiak ekvi-
valensek:

(1) pdy (M) < d,
(2) Exty(M, B) = 0 minden n > d és B bal-R-modulus esetén,
(3) Ext% (M, B) minden B bal-R-modulus esetén,
(4) ha0 — My — Pyy — -+ — Py — M — 0 M egy olyan felolddsa, amelyben minden
P; projektiv, akkor M, szintén projektiv.
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5. ** Ha 0 — A — B — C — 0 R-modulusok egy rovid egzakt sorozata, akkor

pd#1(B) < max { pd#1(A) } 7Pd#1(c> )
tovabbd az egyenlGtlenség valdjdban egyenléség, hacsak nem pdy, (C) = pdy, (A) + 1.

6. ** Mutassuk meg, hogy egy tetszbleges M R-modulusra igaz, hogy M végesen prezentalt
és lapos < M projektiv.

7. ** (a) Igazoljuk, hogy testek tetszOleges szorzata Neumann-regularis.

(b) Legyen K test, V egy K feletti vektortér. Bizonyitsuk be, hogy R dof Endg (V) Neumann-
regularis; tovabba R pontosan akkor féligegyszerti, ha dimg V' < oo.

8. * Legyen A egy abel-csoport. Léssuk be, hogy A = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
Homy(A,Q/Z) = 0.

9. ** Jgazoljuk a kovetkezdt: egy R gyliri pontosan akkor Neumann-reguldris, ha minden I
végesen generalt jobbidedlhoz létezik e € I idempotens, amelyre [ = eR.



