HOMOLOGIKUS ALGEBRA / 2005 8sz

3. HAZI FELADAT

1.* (Kigy6-lemma) Tekintsiik az aldbbi kommutativ diagramot, amelynek sorai egzaktak:
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Mutassuk meg, hogy létezik egy

ker  — ker B — ker~y 9, coker v — coker (8 — coker y
egzakt sorozat, ahol 0 : a” — i~'Bp~ta” +ima.
2. * (Mayer—Vietoris-sorozat, algebrai verzi6) Tekintsiik az aldbbi kommutativ diagramot,
amelynek sorai egzaktak:
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Ha minden 7, izomorfizmus, akkor az alabbi sorozat egzakt:
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3. ** (Mayer—Vietoris-sorozat, topoldgiai verzid) Legyen X egy topoldgikus tér (vagy sima
sokasdg), X1, X C X, amelyekre igaz, hogy a belsejiik uniéja X. Ekkor az alabbi sorozat
egzakt:

4. (Koszul-kohomoldgia) Legyen R egy kommutativ gytird, z,...,z, € R. Legyen Ky = R,
és K, = 0 ha p nincs 0 és n kozott. Amennyiben 1 < p < n, akkor K, = ®Re;,. ;, a
szabad (Z)—rangfl R-modulus {ei1...ip 11 <ip <+ <ip < n} bazissal. A d : K, — K,4
differencialt definialjuk az alabbi mddon:
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d(eiy..i,) = Z (=) wies, G

r=1

Mutassuk meg, hogy K,, az in, Koszul-komplexus valéban egy komplexus.

5. ** (i) Igazoljuk, hogy egy topolédgiai homotépia lanchomotdpiat indukél.
(77) Mutassuk meg, hogy homotép leképezések izomorf leképezéseket indukélnak a (szin-
guldris) homoldgiacsoportokon.

6. Ha f,g: A — A’ homotdép lancleképezések és I’ additiv funktor, akkor F'f, Fg: FA —
FA" szintén homotopok.
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7. * Legyen R kommutativ gytirti, I < R, M, N R-modulusok. Lassuk be, hogy
(R/I)®@r M M/IM |,
M ®@gr N/I(M ®g N) M/IM ®r N/IN .
8. * Keressiink példat az aldbbiakra:
(1) Hom (Hael Aq, B) 2 Hael Hom (A,, B).
(77) Hom (Hael Aa,B) ¥ [1.e; Hom (A,, B).
(
(

I

I

iii) Hom (B, [1,c; Aa) # [loe; Hom (B, A,).

i) Hom (B, [],c; Aa, B) % [1,c; Hom (B, A,).
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9. * Legyen K egy test, V egy tetszéleges vektortér K felett. A V vektortér dudlisét a

szokésos modon definialjuk:

V* < Homy (V, k)

Mutassuk meg, hogy V* nem mindig izomorf V-vel. (** Szamitsuk ki V* dimenzi6jat K
szdmossaganak és V' dimenzidjanak a fiiggvényében.)

10. * Legyen A jobb-R-modulus, { B;|i € I } bal-R-modulusok egy halmaza. Ekkor a
91A®RHB¢ — H(A®RBi)
a® (b)) — (a®by)
leképezés izomorfizmus (és hasonléképpen, ha az Gsszeg az els6 véltozéban van).

11. * Legyen A jobb-R-modulus, { B; |i € I } bal-R-modulusok egy halmaza. Adjunk példat
arra, hogy

Aer[[Bi2][(A®rB) .

12. Legyen A egy torzi6 abel-csoport. Mutassuk meg, hogy
AR;,Q=0.



