HOMOLOGIKUS ALGEBRA / 2005 8sz

2. HAZI FELADAT
1. Egy A ENy; N komplexust egzaktnak mondunk, ha kerf = im g.
(1) Lassuk be, hogy egy komplexus pontosan akkor egzakt, ha minden n-re
A, B, &

egzakt.
(17) Legyen 0 — A — B — C' — 0 komplexusok egy rovid egzakt sorozata. Igazoljuk, hogy
ha A, B, C kozil ketto egzakt, akkor a harmadik is.

2. * (3 x 3-lemma) Tekintsiik az aldbbi kommutativ diagrammot:

0 0 0
0 A B’ C’ 0
0 A B C 0
O A// B/I C// 0
0 0 0

amelyben minden oszlop egzakt.
(1) Ha az alsé két sor egzakt, akkor a felsé is,
(77) ha a felsé két sor egzakt, akkor az alsé is.

3. ** Hatdrozzuk meg a H},5(S';R) de Rham-kohomoldgiacsoportokat.

4. * (Asszociativ algebrak Hochschild-kohomolégidja) Legyen R egy kommutativ gytirii, A
egy R-algebra, M pedig egy kétoldali A-modulus. Egy

b A" — M

fliggvény R-multilinedris, ha R-linedris minden komponensében.

(1) Lassuk be, hogy az R-multilinearis leképezések C™(A, M) halmaza a (megfeleléen értelmezett)
osszeaddsra és R-beli elemekkel valé szorzsra nézve R-modulust alkot. A C°(A, M) modu-
lust M-mel azonositjuk. A C™(A, M) modulus elemeit A-n értelmezett M-beli n-koldncoknak
nevezzik.

(1) Az n-edik kohatar-homomorfimzus az alabbi médon definidlt

5 CM(A, M) — C™Y (A, M)

leképezés: ha n = 0, akkor

(5(0)u) () =uxr —zu ,
1



2
egyébként pedig (ha n > 1)

((5(")<I>) (1, T2y Ty Tpy1) = 1P(2o,. .., Ty, Tpy1)
+ Z (—1)@(951, e BTty Tpgr) (_1)n+1®($1, ey Tn) Tt -
i=1

Az n <0 esetben minden modulus és leképezés nulla. Igazoljuk, hogy
((5(1)<I>) (x1,22) = x1P(x9) — P(m122) + P(21)22 ,
és
((5(2)@) (x1,29,23) = x1P(22,23) — P(z122, 23) + P21, 223) — P(21, 2) 23,
tovabba, hogy minden n > 0 esetén

oM =

Az ily médon definialt komplexus kohomolégidja az in. Hochschild-kohomoldgia. Ha G egy
tetszoleges csoport, akkor a ZG csoportalgebra kohomoldgiacsoportjait a G csoport koho-
molégidjanak szokds nevezni.

5. Ha A egy komplexus, akkor legyen A[l] az a komplexus, amit gy kapunk, hogy A-ban
minden indexet 1-gyel megnoveliink, azaz

(A+)n d§f An—l '
Ekkor H,(A") = H, 1(A).

6. * Legyen f: A — A’ egy lancleképezés. Minden n-re legyen
M,=A,1® A, ,
illetve
A, M, — M,
(an-1,0a,) — (=dp10n_1,dpay, + fo1an1) -

(1) Igazoljuk, hogy (M, A) egy komplexus (az f leképezés un. leképezési cilindere), jeldlése:

M(f).
i) Ha f : A — A’ egy ldncleképezés, akkor az alabbi sorozat egzakt:

0— A S M) A1 —0),
ahol
in: A, — A, 1 DA
a, — (0,a,),
és
Pn - Anfl EB A;L — Anfl
(@n-1,03) —  ap-1.
(77i) Az iménti egzakt sorozathoz tartozé hosszu egzakt sorozat 6sszekoté homomorfizmuséra

an = f*m .



