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1. Bevezetés

Az alabbiakban az elemi analizis néhany olyan fogalmét és tételét ismételjiik
at — tobbnyire példakon keresztiil — amelyek sziikségesek a differencialegyen-
letek tanulmanyozéasahoz.

A feladatok és megoldésaik is idénként béviilnek és javulnak, ehhez kérem
a T. Olvaso segitségét is.

2. Feladatok

1. Legyen y C R x R tetsz6leges fiiggvény. Szamoljuk ki tetszGleges x €
Dy mellett: (a) (id,y)(x), (b) (yoid)(x), (c) (idoy)(x).

2. Legyen f C R x R tetsz6leges fiiggvény. Szamoljuk ki tetszGleges x,y €
Ds mellett: (a) (fopry)(x,y), (b) (fopry)(x,y).

3. Legyen g = (h, k) C R x R? tetszdleges fiiggvény. Szamoljuk ki tetszd-
leges x € Dg mellett: (a) (pryog)(x), (b) (pryog)(x).

4. Legyen T € R tetszbleges. Bizonyitsuk be, hogy a T pontot tartalmazo
nyilt intervallumok egyesitése T pontot tartalmazé nyilt intervallum.

5. Legyen tetszéleges a € R* mellett ya(x) := exp(—2x) (x € 10,a[.)
Szamitsuk ki: U Ya.

aeR™*
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Legyen z5(t) := aexp(—t) (t € R). Szamitsuk ki: U Za.

aceR™*

1
. Adjuk meg az R\ {0} 3 & — z fiiggvény néhany szigorian monoton

csokkend lesziikitését.

Mit mond ki Newton II. axiéméja?

Lehet-e egy fliggvény derivaltfiiggvénye
(a) az elGjelfiiggvény?
(b) a Heaviside-féle egységugras-fiiggvény?

Szamitsuk ki a derivaltjat (hol van értelmezve, hol derivalhat6?):
(a) x — In(tg(%)),

L
[
m_moo exp(—ALt) + 1

(b) t— (L, mp € R™ rogzitett),

Szamitsuk ki az els6 harom derivaltjat:
(a) t—=y(—exp(t)) (ye€C(Ry,R)),
(b) s+ z(cos(s)) (z € C3([0,1],R)),
Igaz-e, hogy ha egy kétszer derivalhato fiiggvény

(a) derivaltja mindeniitt nulla, akkor a fiiggvény alland6?

(b) derivaltja mindeniitt pozitiv, akkor a fiiggvény szigorian monoton
névekeds?

(c) masodik derivaltja mindeniitt negativ, akkor a fiiggvény (alulrol)
konkav?

Hol értelmezhets és mi a derivaltfiiggvénye az alabbi fliggvény inverz
fiiggvényének: R™ 3 x — x + In(x),

Bizonyitsuk be, hogy ha

R* > @(t) :==cosh(t) és R () :=sinh(t),
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akkor a @, fliggvénypar egy valos-valos y fliggvény paraméteres meg-
adasanak tekinthetd, azaz y := 1o ¢! fiiggvényt definial. Hatarozzuk
meg az Yy fliggvény értelmezési tartomanyét, és — ahol derivalhato, ott
— szamitsuk ki a derivaltfiiggvényét.
(a) Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot: p — 2(p — 1) + exp(—p).
(b) Legyen A,B,A,u € R*, és vizsgaljuk a @ — Ae” — Be™ ~
fliggvényt.
Legyen

R? 5 (x,y) — V(x,y) = x* +y?
@(t) :=cos(t), WYP(t):=sin(t), (teR).

Szamitsuk ki a Vo (@,\) Osszetett fliggvény derivaltfiiggvényét!

Mit mond ki a helyettesitéses integralas tétele hatarozatlan integra-
lokra, és mint mond ki hatarozott integralokra?

Hogyan sz6l (pontosan!) a Newton—Leibniz-tétel?

Legyen u(p) :==3exp(p+1) (p €R)és f(p,q):=q ((p,q) € R?).
Igazoljuk, hogy uw =3 + J fo (id,w).
1

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények 1 pontban eltiing primitiv fiigg-

véenyét: (a) Rt (& (x € CHR,RY)) (b)) R 3 ki cos®(k) sin(k).

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények —2 pontban eltiing integralfiigg-
vényét: (a) sign  (b) t — cos3(t)sin(t). Ezek koziil melyik primitiv
fiiggvénye valamely fliggvénynek?

Adjunk elégséges feltételt arra, hogy egy integralfiiggvény megfeleljen
primitiv fiiggvénynek!

Vannak-e az alabbi fiiggvényparoknak primitiv fiiggvényeik? Ha igen,
hatarozzuk meg koziiliik azt, amelyik az (1,1) pontban elttinik.

(a) R? 3 (x,y) — (P(x,1),Q(x,y)) == (sin(xy)+xy cos(xy), x? cos(xy)),

(b) (R")? > (x,y) = (P(x,1),Q(x,¥)) = (=257, 5227 )
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(©) R2\{(0,0)} 3 (x,y) = (P(x,u), Q(x,v)) =~z w2y -

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvény els6rendi parcialisderivalt-fiiggvényeit:
(x,y) — u(x,y) = In(3y? — x)e(x +y?), @ tetszSleges derivil-
hato fiiggvény. Ha ¢ értelmezési tartomanya az J«, B[ nyilt intervallum
(e, B € R;x < B), akkor melyik az a legbGvebb halmaz a sikon, amely
a fenti fliggvény értelmezési tartoméanyanak vehets?

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények Osszes els6- és masodrendii parcialisderivalt-
fiiggvényét (elGtte: értelmezési tartoméany!):

(a) \/x2+—y2’ (b) tg(%),  (c) %Y.

Tegyiik fel, hogy (alkalmas halmazon)

0 0
e R ARE e ] ()

Mit mondhatunk akkor az (alkalmas halmazon; hol?)

u(Iln(x),In(y + v14+v?) ==z(x,y)
Osszefiiggéssel értelmezett u fiiggvényrsl?
Mikor nevezziik vektorok egy halmazat linearisan fiiggetlennek?

Szamitsuk ki az aldbbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait:

2 —1 1
(a) T 0 1],
-3 1 =2
4 -5
o (1 73)
—1 1 1
o 1 -1 1],
1 1 -1
2 -1 1
@ 1 2 -1
1 —1 2
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Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert a minden t € R mellett
értelmezett di, d; fliggvényekre:

—dy(t) exp(2t) +4dy(t) exp(—3t) = 1+ 4t, (2)
di(t) exp(2t) 4+ da(t) exp(—3t) = %tz. (3)
Megoldasok

. Figyelembe véve, hogy id(x) =x (x € R), és felhasznélva a fiiggvény-

par és az Osszetett fliggvény értelmezését, tetszéleges x € R mellett
kapjuk, hogy

(a) (id,y)(x) = (x,y(x))

(b) (yeid)(x) =ylid(x)) =y(x),
(c) (idoy)(x) =id(y(x)) =y(x)
Figyelembe véve a projekciok (vetitések) értelmezését:

pri(xy) =%, pro(x,y) =y ((x,y) € R?),
és
(fopr)(x,y) = fpri(x,y)) = f(x),
(b) illetve
(fopry)(x,u) = flpra(x,y)) = f(y)  ((x,y) € R%x,y € D¢).
Felhasznalva a fentieket kapjuk, hogy

(a) (pryog)(x) =pri(g(x)) =h(x),
(b) (pryog)(x,y) = pry(g(x)) = k(x).

Egyrészt, kozos pontot tartalmazé nyilt intervallumok egyesitése nyilt
intervallum. Masrészt, a T € R pontot tartalmaz6 halmazok egyesitése
tartalmazza a T pontot.
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Az x—exp(—2x) fuggvény lesdkitései

1
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1. abra. a ]0,1[, 10, 2[ és ]0, 3[ intervallumra

U Ya = (]0, 400l 3 x — exp(—2x)). Részletezve: belathato, hogy mind-

acR+
két oldal részhalmaza a mésiknak.

U za = R x R, ugyanis a megadott fiiggvények grafikonjanak min-
acR*
den pontja a fels6 félsikban van, és a fels¢ félsik minden pontja rajta

van valamelyik fiiggvényen.

1
. Az R\ {0} 3 & — — fiiggvény két szigortian monoton csokkend lesziiki-

&

1 1
tése példaul: R* 3 & — E,R‘ >3&— E

Newton II. axiéméaja szerint a mozgasmennyiség valtozasa aranyos a
hato mozgato erdvel, és annak az egyenes vonalnak az irdnyaban megy
végbe, amelyben az er6 hat. Képlettel:

d(m(t)v(t))
dt

ahol v :=s’. (Az ardnyossagi tényez6 — a tomeg — igen gyakran allan-
donak vehetd.)

(mv) =F  avagy = F(t, s(t),v(t)),

Mivel egyik fiiggvény sem rendelkezik a Bolzano—Darboux-féle tulaj-
donséaggal, ezért mindkét kérdésre tagado a valasz.

(a) Az x — In(tg(3)) képlettel példaul a ]O, 7t[ nyilt intervallumon le-
het derivalhato fliggvényt értelmezni, mivel, ha x € ]0, 7t[, akkor

6
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5 € Dy, és tg(3) € Dy,. Az igy értelmezett fiiggvény derivalt-
fliggvénye pedlg az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya szerint:
10,5 x— = csc(x).

sm(x)

L
b) At— képlettel értelmezett fliggvény az L, m
(b) CoMe (AL 1 1 p ggvény 0

parameterekre tett megszoritas mellett az egész szamegyenesen ér-
telmezve van, hiszen (——1 )exp(—ALt) > —1, tovabba differenci-

LtL? (L-
alhato is; derivaltfiiggvénye t — e(XLp‘|(‘(eX}))( L'E)_lr;?])or)nzo

(inkabb: lassuk be), hogy a derivalt masrészt tetszéleges t € R
mellett ezzel egyenls: Af(t)(L — f(t)).

. Vegyiik észre

(a) A @ :t— y(—exp(t)) (y € C3(Ry,R)) akarhdnyszor derival-
hato fiiggvény egymas utan kdvetkezd derivaltjai:

@'(t) = —y'(—ee’ (teR),
©"(t) = y"(-ee* —y'(—ele' (teR),
(p"’(t) — —y”’(—et)e3t—|—3y”(—et)62t—y’(—et)et (tER).

(b) A :s— z(cos(s)) (z € C3[0,1],R)) akdrhanyszor derivalhato
fliggvény egymas utan kovetkezd derivéltjai:

P'(s) = —z(cos(s))sin(s) (s € R),
P"(s) = z"(cos(s))sin?(s) —z'(cos(s)) cos(s) (s € R),
P’ (s) = —z"(cos(s))sin®(s) + 3z"(cos(s)) sin(s) cos(s)

+ Z(cos(s))sin(s) (s € R).

Zéart intervallumon a derivalhatésdgot a szokésnak megfelelGen
ugy értjiik, hogy a fiiggvény a végpontokban ,beliilr6l" derival-
hato.

Mindharom allitds igaz intervallumon értelmezett fiiggvényekre.
Mindharom allitasra konnytd ellenpéldat adni, ha az értelmezési tar-
tomany nem intervallum, példaul az elGjelfiiggvény, a tortrészfiiggvény
és a reciprokfiiggvény segitségével, amint az dbra mutatja.

Mivel az R™ 3 x — f(x) := x + In(x) fiiggvény derivalhato, derivaltja
szigortian pozitiv, ezért szigortian monoton noévekedd, igy invertalhato.



Sign és derivaltja
1

0.5

-0.5

a
-

Tortrész és derivaltja
e

0.5

0.5

-1

Reciprok és derivaltja
400

200

—-20

—40

2. abra. Ertelmezési taromanyok!

Mivel Rf = R, ezért inverzének — legyen ez g — értelmezési tartoménya
az egész valds szamegyenes, és inverze mindeniitt derivalhato, ugyanis
az eredeti fliiggvény derivaltja sehol sem nulla. Tovabbé:

1

=77 1

g'(y)

Jol lathato, hogy a derivaltfiiggvény értékét egy adott helyen nem tud-
juk explicite elGallitani, csak a g inverz fiiggvény segitségével folirni.
Esetenként ez a formula mégis hasznéalhato.

14. Mivel a @ = cosh |g+ fiiggvény derivalhato, derivaltja szigortan pozi-
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tiv, ezért szigoriian monoton névekedd, igy invertdlhatd. Mivel R- =
[1,4+00[, ezért ez lesz inverzének értelmezési tartomanya, s ezen az in-
verz derivalhato, hiszen @ derivaltja sehol sem nulla. Az y : [1, +oco[ —
R fiiggvény tehat differencialhato fiiggvények kompozicioja lévén maga
is differencidlhato, és derivaltja az Osszetett és az inverz fiiggvény deri-
valasara vonatkozo tételek felhasznalaséval:

iy = ol _simhosih 0 _ _x sy, o)

@'(e~1(x)) cosh(sinh™(x)) /1 +x2

Ha nem hasznaltuk volna a hipebolikus fiiggvényekre és inverzeikre
vonatkoz6 tudasunkat, akkor csak idaig jutottunk volna:

y’(cosh(t)) = coth(t) (t € R™).

(a) Numerikus szamolasbol kideriil, hogy az R 3 p — f(p) := 2(p —
1) + exp(—p) fiiggvénynek két gyoke van: po = —1.67835,p1 =
0.768039 (szemben az el6adéson elhangzottakkal...). A fiiggvény
az egész szamegyenesen folyotons, sét végtelen sokszor derival-
hato, derivaltjai: R 2 p — f'(p) == 2 —exp(—p), R > p —
f"(p) := exp(—p); s az elsé nullahelyei: f'(py) = 0 & p, =
—In(2) = —0.693147, mig a masodik mindig pozitiv. Igy a fiigg-
vénynek a p, pontban minimuma van, attél balra szigorian mo-
noton csokkend, jobbra pedig szigortian monoton novs; tovabbé
mindeniitt alulrol konvex. Hatarértéke a +oo-ben egyarant +oco.
Mindezek alapjan a fiiggvény grafikonja:

(b) Legyen tehat A,B,A,u € R*. Egyszert szamolas mutatja, hogy

az R > @ — f(@) = @ — Ae™ ~ — Be™  fiiggvénynek egyet-
len gyoke van: @¢ = w, amelyiknek az elGjele megegyezik a
(A — B)(A — ) (Feltehets, hogy A # w, ugyanis ellenkez§ eset-
ben egyetlen exponencialis fiiggvényrsl van sz6.) A fiiggvény az
egész szamegyenesen folyotons, s6t végtelen sokszor derivalhato,
derivaltjai: R 2> @ — f'(@) = —AAe™ +uBe™ , R3¢
(@) :=A2Ae” = — u?Be” ;s ezek nullahelyei: f'(¢@y) =0 &

In(A) n(47)

@1 =—2=, "(@z) =0 & @1 = —2=". Igy a fiiggvénynek
a @1 pontban pontosan akkor van minimumbhelye, ha A > u, és
pontosan akkor van maximumbhelye, ha A < . A fliggvény az elsé
esetben a szélsGértékhelytdl balra szigorian monoton csokkend, a

9
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2(p—1)+exp(-p)
6

4

2

3 2\a1l_~1 2 3

3. abra. Egy linearis és egy exponencidlis fiiggvény Osszege

szélséértékhelytsl jobbra pedig szigorian monoton noévekeds. A
fliggvény a mésodik esetben a szélsGértékhelytsl balra szigoriian
monoton noévekedd, a szélsGértékhelytsl jobbra pedig szigortian
monoton csokkend. Mivel a @, pontban a fiiggvény harmadik
derivaltja nem tinik le, ezért ez a pont inflexios pont. A fiigg-
vény hatarértéke a +-co pontban nulla, a —oo pontban pedig —oco.
Mindezek alapjan a fiiggvény grafikonja:

Mivel V, @ és ) egyarant derivalhato, ezért a vizsgalt Osszetett fiiggvény
is. Tovabba

V(e(t),P(t)) :=cos(t)? +sin(t)> =1 (teR) (4)
miatt a derivalt az egész szdmegyenesen értelmezett nulla fiiggvény.

Egy-egy gyakran hasznalt valtozatot mondunk ki. Emlékeztetiink arra,
hogy fa f jeloli az a € R valos szamot tartalmazo intervallumon értel-
mezett f fiiggvény a pontban elting primitiv fiiggvényét, [f pedig az
f fiiggvény primitiv fiiggvényeibdl allo halmazt.

(a) Legyen I,] C R intervallum, és legyen f: ] — R, tovabba legyen
g : I — R olyan differencidlhat6 fiiggvény, amelyre Rg C J. Ha
az f fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor az (f o g)g’
fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, és tetszGleges a € [

esetén
J(fog)g':(J f)og.
a g(a)

10



@ = A exp(—A p)—-Bexp(—u ¢); adl<u eset

) | 2 4

@ A exp(—A p)—-Bexp(—u ¢); aAl>u eset

| os

4. dbra. Két exponencidlis linearis kombinécidja

Kovetkezmény: a két primitiv fiiggvényekbdl allo halmaz mege-

gyezése:
J(fo 9)g’ = (Jf> °g,

ahol a jobb oldalon a kompozicioképzés elemenként értendd.

(b) Legyen «, 3,a,b € R, és tegyiik fel, hogy « < 3,a < b. Ha az f
fiiggvény folytonos az ]a, b[ intervallumon, a ¢ : [«, ] — ]a, b[
fliggvény pedig folytonosan differencialhato, akkor

J:(( :f :J (fop)e'.

18. Legyen a,b € R;a < b, és tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény

11
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20.
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22.

integralhaté és 1étezik primitiv fiiggvénye. Ekkor

b
| f=Fi) - Fa)

a

ahol F az f fiiggvény barmely primitiv fiiggvénye: F € [f tetszGleges.

Irjuk f61 a jobb oldalon szerepld, —1 pontban elt@ing primitiv fiiggvényt
lokalis alakban:

P P

u(s)ds = J 3exp(s + 1)ds.

-1

J:(f o (id,u))(s)ds = J

-1

A végst integral kiszamitasaval kapjuk a bizonyitandé allitast.
3+ 3lexp(s+ 1P, =3+ 3(exp(p+1)—1) =3exp(p+ 1) = u(p).

(a) Nyilvan a R 5 t — z(t) := % (x € CYR,R")) fiiggvény primi-
tiv fiiggvényei R 35 t — In(x(t)) + K alakaak, ahol K € R tetszdle-
ges valos szam. Ezek koziil az 1 pontban a nullat pontosan az veszi
fol, amelyre In(x(1)) + K = 0, vagyis, amelynél K = —In(x(1)),
igy a kivant primitiv fiiggvény: R >t — In (%) .

(b) A fentiekhez hasonl6 moédon a primitiv fiiggvény:

cos?(k) — cos*(1)

R>k
Sk 7

a 3 x — abs(x) — 2, S t o @f0=cs'@) A acodi
R b ( ) 2 b) R cos (k)4cos 2) A ssodik
esetben az integralfiiggvény egyuttal primitiv fiiggvény is.

Legyen a,b € R;a < b, és tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény
folytonos. Akkor — akdrhogyan is valasztjuk meg az xg € [a, b] szamot,
az f fiiggvény X pontban eltiing F integralfiiggvénye, azaz

[a,b] © x— F(x) := JX f

Xo

egyuttal az f fiiggvény xo pontban eltiing primitiv fiiggvénye is.

12



23. A megadott fiiggvényparokkal azonos tartomanyon értelmezett, valos
értéki differencialhato fliggvényeket keresiink, amelyek parcialisderivalt-
fiiggvényei éppen a megadott fiiggvények.

(a) Mivel Dp.q) = R? egyszeresen Osszefiiggd tartomany és
2P = 1Q, (5)
ezért létezik olyan F € C2(R? R), amelyre
0, F=P

és

9:F = Q (6)
teljesiil. Egy ilyen primitiv fliiggvényt példaul tgy kaphatunk meg,
hogy tetszdleges rogzitett y mellett kiindulunk x — P(x,y) primi-
tiv fiiggvényeibdl, ezek nyilvan xsin(xy) + ¢@(y) alakaak valami-
lyen ¢ differencialhato fiiggvénnyel. Ezutan megkovetelve az (6)
osszefiiggést x? cos(xy) + @’ (y) = x? cos(xy) adodik, hogy ¢ al-
lando, akar nullanak is vehets. A keresett primitiv fliggvény tehat
R? 3 (x,y) — x?cos(xy).

(b) Figyelembe véve, hogy

y 1 1 1
P =—=—= =
(x,y) 2TE (7 Q(x,y) XTF (17
nyilvinvaléan (R*)? 5 (x,y) — F(x,y) := arctan(¥) megfelel
primitiv fiiggvénynek, s az 6sszes primitiv fiiggvény halmaza {F +
K;K € R}.

(c) Itt éppigy, mint az el6bb, teljesiil (5), viszont Dp.qy = R?\{(0,0)}
nem egyszeresen osszefiiggé. A primitiv fiiggvények most is csak
(x,y) = F(x,y) := arctan(‘;’) alakuak lehetnének, de ezek a filigg-
vények az egész elsé koordinatatengelyen nincsenek értelmezve,
igy ezen a halmazon az adott fliggvényparnak nem létezik pri-
mitiv fiiggvénye.

24. Az értelmezési tartomany a

H:={(x,y) e R%3y?—x > 0,a < x +y2 < B}

13



25.

halmaz tetszéleges részhalmaza, célszertien leginkdbb a fenti halmaz
résztartomanya.

Amint az 5. abrarodl leolvashaté, tartomanyt pontosan akkor kapunk,
ha o« < 0. Az egész H halmazon értelmezett parcialisderivalt-fiiggvények:

x +y? ,

diu(x,y) = ([))((_—332)+1n(—x+392)‘9 (x +v?) (7)
6y (x +y? ,

oou(x,y) = —ip(_—@zw+2yln(—x+3y2)cp (x+v?) (8

Ertelmezési tartomanyként célszerii tartomanyt (:—osszefiiggs, nyilt
halmazt) véalasztani.

(a) R\ {(0,0)} = a(x,y) := \/X2X+—y2 mindeniitt végtelen sokszor de-
rivalhato, derivaltjai:
N y? N Xy
oia(x,y) = W dz2a(x,y) = —m
3xy? x(2y? — x?)
02 = ——2 03 =
1(].(X,y) (X2+y2)5:2 ZG(X’y) (XZ +y2)5:2
2 2 4,2
012a(x,y) y(x—y_)
(x2 +y2)5=2

(b) {(x,y) € R%y > 2%} 5 b(x,y) = tan(%) mindeniitt végtelen
sokszor derivalhato, derivaltjai:

o1b(x,y) = 2x d,b(xy) — — 2
PRV Yeosthy) YT e ()
2 y + 4x% tan(x?/y)
alb(xyy) yZCOSZ(XZ/y)
2 /y) + x?sin(x? /y)
z L 2ucos(P/y)
azb(X>U) X y4COS3(X2/y)
2 2 2 . 2
ob(x,y) = Y cos(x/y) + 2x*sin(x*/y)
yicosd(x?/y)
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(c) R* xR = c(x,y) := x¥ mindeniitt végtelen sokszor derivalhato,

derivaltjai:
dic(x,y) =x¥* d2¢(x,y) = x¥ In?(x)
dexy) =x?(y*—y)  dbclx,y) =x'In’(x)
drc(x,y) = ¥ 7M1 +yln(x))
26. Legyen
Z(x,y) :=In(x) H(x, n(y+ /1 ) € R* x R).

A (Z,H) fliggvénypar invertalhato, és inverze az

X(&,m) :==exp(&) Y(&m):=sh(n) ((&n)eR?

osszefiiggéssel értelmezett fligvénypar. Ezekkel z =: wo (Z,H), vagyis
u =:zo(X,Y). Az sszetett fliggvény derivalasi szabélya szerint (globa-
lis alakban) ezt kapjuk: z’ = u’o(=, H).(Z, H)’, aminek megszokottabb
(lokalis) alakja:

O X
=

(01z(x,y), 02z(x,y)) = (01u(ln(x), In(y++/1 +y2), 0u(ln(x), In(y++/1 +y2))- :
V/ 1+y?

Mivel innen

x01z(x,y) = 01u(ln(x),In(y++/1+y2) 1+y202z(x,y)) = 0,u(ln(x),In(y++/1+y?)),

ezért az eredeti egyenlet igy modosul/transzformalodik:

d1u(&,m) + 0u(é,n) = exp(&)sh(n). (9)

Részletesebben: az tjonnan bevezetett u fliggvényre pontosan akkor
all fenn (9), amikor a z fiiggvényre az (1).

27. Akkor, ha a vektorok valamely linearis kombinécidja csak gy lehet a
nulla vektor, ha az egyiitthatok valamennyien nullak.
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28. Az eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza.

Karakterisztikus polinom Sajatértékek Sajatvektorok
A=

(a) A—A3 —1 (—1,-1,2)

1 (—1,0,1)

0 (—1,—1,1)

(b) 5 — 4N+ A2 241 (241,1)

2—1 (2—1,1)

(c) 43N\ )3 —2 (—1,0,1)

—2 (—1,1,0)

1 (1,1,1)

(d) 6—TIA+6A%—\° 3 (1,0,1)

2 (1,1,1)

1 (0,1,1)

A (c) esetben a kétszeres sajatértékhez talaltunk két linedrisan fiigget-
len sajatvektort. Keressiink példat arra az esetre, amikor egy kétszeres
sajatértékhez nem létezik két linearisan fliggetlen sajatvektor.

29. Az egyenletrendszer két egyenletét tetszéleges t € R esetén Osszeadva
kapjuk, hogy: 5d,(t) exp(—3t) =1+ 4t + %tz, ahonnan

_exp(3t)

dy(t) = 0 (248t +3t?) (teR).

Ezt felhaszndlva akar az elsG, akar a mésodik egyenletbdl adodik:

_ exp(—2t)

= (=1 —4t+6t%) (teR).

di(t)
Némi nehézséget annak megértése szokott okozni ennél a feladatnal,

hogy (3) minden t € R esetén egy-egy linearis algebrai egyenletrend-
szer.
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5. abra. A H halmaz o és 3 kiilonféle értékeinél
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