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1. Bevezetés
Az alábbiakban az elemi analízis néhány olyan fogalmát és tételét ismételjük
át � többnyire példákon keresztül � amelyek szükségesek a di�erenciálegyen-
letek tanulmányozásához.

A feladatok és megoldásaik is id®nként b®vülnek és javulnak, ehhez kérem
a T. Olvasó segítségét is.

2. Feladatok
1. Legyen y ⊂ R × R tetsz®leges függvény. Számoljuk ki tetsz®leges x ∈

Dy mellett: (a) (id, y)(x), (b) (y ◦ id)(x), (c) (id ◦ y)(x).

2. Legyen f ⊂ R×R tetsz®leges függvény. Számoljuk ki tetsz®leges x, y ∈
Df mellett: (a) (f ◦ pr1)(x, y), (b) (f ◦ pr2)(x, y).

3. Legyen g = (h, k) ⊂ R×R2 tetsz®leges függvény. Számoljuk ki tetsz®-
leges x ∈ Dg mellett: (a) (pr1 ◦ g)(x), (b) (pr2 ◦ g)(x).

4. Legyen τ ∈ R tetsz®leges. Bizonyítsuk be, hogy a τ pontot tartalmazó
nyílt intervallumok egyesítése τ pontot tartalmazó nyílt intervallum.

5. Legyen tetsz®leges a ∈ R+ mellett ya(x) := exp(−2x) (x ∈ ]0, a[ .)

Számítsuk ki:
⋃

a∈R+

ya.
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6. Legyen za(t) := a exp(−t) (t ∈ R). Számítsuk ki:
⋃

a∈R+

za.

7. Adjuk meg az R \ {0} 3 ξ 7→ 1

ξ
függvény néhány szigorúan monoton

csökken® lesz¶kítését.

8. Mit mond ki Newton II. axiómája?

9. Lehet-e egy függvény deriváltfüggvénye

(a) az el®jelfüggvény?
(b) a Heaviside-féle egységugrás-függvény?

10. Számítsuk ki a deriváltját (hol van értelmezve, hol deriválható?):

(a) x 7→ ln(tg(x
2
)),

(b) t 7→ L
L-m0
m0

exp(−λLt) + 1
(L,m0 ∈ R+ rögzített),

11. Számítsuk ki az els® három deriváltját:

(a) t 7→ y(− exp(t)) (y ∈ C3(R-
0 ,R)),

(b) s 7→ z(cos(s)) (z ∈ C3([0, 1],R)),

12. Igaz-e, hogy ha egy kétszer deriválható függvény

(a) deriváltja mindenütt nulla, akkor a függvény állandó?
(b) deriváltja mindenütt pozitív, akkor a függvény szigorúan monoton

növeked®?
(c) második deriváltja mindenütt negatív, akkor a függvény (alulról)

konkáv?

13. Hol értelmezhet® és mi a deriváltfüggvénye az alábbi függvény inverz
függvényének: R+ 3 x 7→ x + ln(x),

14. Bizonyítsuk be, hogy ha

R+ 3 ϕ(t) := cosh(t) és R+ 3 ψ(t) := sinh(t),
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akkor a ϕ,ψ függvénypár egy valós-valós y függvény paraméteres meg-
adásának tekinthet®, azaz y := ψ◦ϕ-1 függvényt de�niál. Határozzuk
meg az y függvény értelmezési tartományát, és � ahol deriválható, ott
� számítsuk ki a deriváltfüggvényét.

15. (a) Végezzünk teljes függvényvizsgálatot: p 7→ 2(p − 1) + exp(−p).

(b) Legyen A,B, λ, µ ∈ R+, és vizsgáljuk a ϕ 7→ Ae-�’ − Be-�’

függvényt.

16. Legyen

R2 3 (x, y) 7→ V(x, y) := x2 + y2

ϕ(t) := cos(t), ψ(t) := sin(t), (t ∈ R).

Számítsuk ki a V ◦ (ϕ,ψ) összetett függvény deriváltfüggvényét!

17. Mit mond ki a helyettesítéses integrálás tétele határozatlan integrá-
lokra, és mint mond ki határozott integrálokra?

18. Hogyan szól (pontosan!) a Newton�Leibniz-tétel?

19. Legyen u(p) := 3 exp(p + 1) (p ∈ R) és f(p, q) := q ((p, q) ∈ R2).
Igazoljuk, hogy u = 3 +

∫

-1

f ◦ (id, u).

20. Határozzuk meg az alábbi függvények 1 pontban elt¶n® primitív függ-
vényét: (a) R 3 t 7→ 
x(t)

x(t)
(x ∈ C1(R,R+)) (b) R 3 k 7→ cos3(k) sin(k).

21. Határozzuk meg az alábbi függvények −2 pontban elt¶n® integrálfügg-
vényét: (a) sign (b) t 7→ cos3(t) sin(t). Ezek közül melyik primitív
függvénye valamely függvénynek?

22. Adjunk elégséges feltételt arra, hogy egy integrálfüggvény megfeleljen
primitív függvénynek!

23. Vannak-e az alábbi függvénypároknak primitív függvényeik? Ha igen,
határozzuk meg közülük azt, amelyik az (1, 1) pontban elt¶nik.

(a) R2 3 (x, y) 7→ (P(x, y), Q(x, y)) := (sin(xy)+xy cos(xy), x2 cos(xy)),

(b) (R+)2 3 (x, y) 7→ (P(x, y), Q(x, y)) := (− y

x2+y2
, x
x2+y2

),
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(c) R2 \ {(0, 0)} 3 (x, y) 7→ (P(x, y), Q(x, y)) := (− y

x2+y2
, x
x2+y2

).

24. Számítsuk ki az alábbi függvény els®rend¶ parciálisderivált-függvényeit:
(x, y) 7→ u(x, y) := ln(3y2 − x)ϕ(x + y2), ϕ tetsz®leges derivál-
ható függvény. Ha ϕ értelmezési tartománya az ]α,β[ nyílt intervallum
(α,β ∈ R;α < β), akkor melyik az a legb®vebb halmaz a síkon, amely
a fenti függvény értelmezési tartományának vehet®?

25. Számítsuk ki az alábbi függvények összes els®- és másodrend¶ parciálisderivált-
függvényét (el®tte: értelmezési tartomány!):
(a) x√

x2+y2
, (b) tg(x2

y
), (c) xy.

26. Tegyük fel, hogy (alkalmas halmazon)

x
∂z(x, y)

∂x
+

√
1 + y2

∂z(x, y)

∂y
= xy. (1)

Mit mondhatunk akkor az (alkalmas halmazon; hol?)

u(ln(x), ln(y +
√

1 + y2) := z(x, y)

összefüggéssel értelmezett u függvényr®l?

27. Mikor nevezzük vektorok egy halmazát lineárisan függetlennek?

28. Számítsuk ki az alábbi mátrixok sajátértékeit és sajátvektorait:

(a)




2 −1 1

1 0 1

−3 1 −2


 ,

(b)
(

4 −5

1 0

)
,

(c)




−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1


 ,

(d)




2 −1 1

1 2 −1

1 −1 2


 .
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29. Oldjuk meg az alábbi lineáris egyenletrendszert a minden t ∈ R mellett
értelmezett d1, d2 függvényekre:

−d1(t) exp(2t) + 4d2(t) exp(−3t) = 1 + 4t, (2)

d1(t) exp(2t) + d2(t) exp(−3t) =
3

2
t2. (3)

3. Megoldások
1. Figyelembe véve, hogy id(x) = x (x ∈ R), és felhasználva a függvény-

pár és az összetett függvény értelmezését, tetsz®leges x ∈ R mellett
kapjuk, hogy

(a) (id, y)(x) = (x, y(x)),

(b) (y ◦ id)(x) = y(id(x)) = y(x),

(c) (id ◦ y)(x) = id(y(x)) = y(x).

2. Figyelembe véve a projekciók (vetítések) értelmezését:

pr1(x, y) := x, pr2(x, y) := y ((x, y) ∈ R2),

és

(a) ismét használva az összetett függvény de�nícióját:

(f ◦ pr1)(x, y) = f(pr1(x, y)) = f(x),

(b) illetve

(f ◦ pr2)(x, y) = f(pr2(x, y)) = f(y) ((x, y) ∈ R2; x, y ∈ Df).

3. Felhasználva a fentieket kapjuk, hogy

(a) (pr1 ◦ g)(x) = pr1(g(x)) = h(x),

(b) (pr2 ◦ g)(x, y) = pr2(g(x)) = k(x).

4. Egyrészt, közös pontot tartalmazó nyílt intervallumok egyesítése nyílt
intervallum. Másrészt, a τ ∈ R pontot tartalmazó halmazok egyesítése
tartalmazza a τ pontot.
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Az x#expH-2xL függvény lesz>kítései

1. ábra. a ]0, 1[, ]0, 2[ és ]0, 3[ intervallumra

5.
⋃

a∈R+

ya = (]0, +∞[ 3 x 7→ exp(−2x)). Részletezve: belátható, hogy mind-

két oldal részhalmaza a másiknak.

6.
⋃

a∈R+

za = R× R+, ugyanis a megadott függvények gra�konjának min-

den pontja a fels® félsíkban van, és a fels® félsík minden pontja rajta
van valamelyik függvényen.

7. Az R \ {0} 3 ξ 7→ 1

ξ
függvény két szigorúan monoton csökken® lesz¶kí-

tése például: R+ 3 ξ 7→ 1

ξ
,R- 3 ξ 7→ 1

ξ
.

8. Newton II. axiómája szerint a mozgásmennyiség változása arányos a
ható mozgató er®vel, és annak az egyenes vonalnak az irányában megy
végbe, amelyben az er® hat. Képlettel:

(mv) ′ = F, avagy d(m(t)v(t))

dt
= F(t, s(t), v(t)),

ahol v := s ′. (Az arányossági tényez® � a tömeg � igen gyakran állan-
dónak vehet®.)

9. Mivel egyik függvény sem rendelkezik a Bolzano�Darboux-féle tulaj-
donsággal, ezért mindkét kérdésre tagadó a válasz.

10. (a) Az x 7→ ln(tg(x
2
)) képlettel például a ]0, π[ nyílt intervallumon le-

het deriválható függvényt értelmezni, mivel, ha x ∈ ]0, π[ , akkor
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x
2
∈ Dtg, és tg(x

2
) ∈ Dln. Az így értelmezett függvény derivált-

függvénye pedig az összetett függvény deriválási szabálya szerint:
]0, π[ 3 x 7→ 1

sin(x)
= csc(x).

(b) A t 7→ L
L-m0
m0

exp(−λLt) + 1
képlettel értelmezett függvény az L,m0

paraméterekre tett megszorítás mellett az egész számegyenesen ér-
telmezve van, hiszen ( L

m0
−1) exp(−λLt) > −1, továbbá di�erenci-

álható is; deriváltfüggvénye t 7→ exp(�Lt)L2�(L-m0)m0
(L+(exp(�Lt)-1)m0)2

. Vegyük észre
(inkább: lássuk be), hogy a derivált másrészt tetsz®leges t ∈ R
mellett ezzel egyenl®: λf(t)(L − f(t)).

11. (a) A ϕ : t 7→ y(− exp(t)) (y ∈ C3(R-
0 ,R)) akárhányszor derivál-

ható függvény egymás után következ® deriváltjai:

ϕ ′(t) = −y ′(−et)et (t ∈ R),

ϕ ′′(t) = y ′′(−et)e2t − y ′(−et)et (t ∈ R),

ϕ ′′′(t) = −y ′′′(−et)e3t + 3y ′′(−et)e2t − y ′(−et)et (t ∈ R).

(b) A ψ : s 7→ z(cos(s)) (z ∈ C3([0, 1],R)) akárhányszor deriválható
függvény egymás után következ® deriváltjai:

ψ ′(s) = −z ′(cos(s)) sin(s) (s ∈ R),

ψ ′′(s) = z ′′(cos(s)) sin2(s) − z ′(cos(s)) cos(s) (s ∈ R),

ψ ′′′(s) = −z ′′′(cos(s)) sin3(s) + 3z ′′(cos(s)) sin(s) cos(s)
+ z ′(cos(s)) sin(s) (s ∈ R).

Zárt intervallumon a deriválhatóságot a szokásnak megfelel®en
úgy értjük, hogy a függvény a végpontokban �belülr®l" derivál-
ható.

12. Mindhárom állítás igaz intervallumon értelmezett függvényekre.
Mindhárom állításra könny¶ ellenpéldát adni, ha az értelmezési tar-
tomány nem intervallum, például az el®jelfüggvény, a törtrészfüggvény
és a reciprokfüggvény segítségével, amint az ábra mutatja.

13. Mivel az R+ 3 x 7→ f(x) := x + ln(x) függvény deriválható, deriváltja
szigorúan pozitív, ezért szigorúan monoton növeked®, így invertálható.
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2. ábra. Értelmezési tarományok!

Mivel Rf = R, ezért inverzének � legyen ez g � értelmezési tartománya
az egész valós számegyenes, és inverze mindenütt deriválható, ugyanis
az eredeti függvény deriváltja sehol sem nulla. Továbbá:

g ′(y) =
1

1 + 1
g(y)

.

Jól látható, hogy a deriváltfüggvény értékét egy adott helyen nem tud-
juk explicite el®állítani, csak a g inverz függvény segítségével fölírni.
Esetenként ez a formula mégis használható.

14. Mivel a ϕ = cosh |R+ függvény deriválható, deriváltja szigorúan pozi-
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tív, ezért szigorúan monoton növeked®, így invertálható. Mivel R’ =

[1, +∞[ , ezért ez lesz inverzének értelmezési tartománya, s ezen az in-
verz deriválható, hiszen ϕ deriváltja sehol sem nulla. Az y : [1, +∞[ −→
R függvény tehát di�erenciálható függvények kompozíciója lévén maga
is di�erenciálható, és deriváltja az összetett és az inverz függvény deri-
válására vonatkozó tételek felhasználásával:

y ′(x) =
(ψ ′ ◦ϕ-1)(x)

ϕ ′(ϕ-1(x))
=

sinh ◦ sinh-1(x)

cosh(sinh-1(x))
=

x√
1 + x2

(x ∈ [1, +∞[).

Ha nem használtuk volna a hipebolikus függvényekre és inverzeikre
vonatkozó tudásunkat, akkor csak idáig jutottunk volna:

y ′(cosh(t)) = coth(t) (t ∈ R+).

15. (a) Numerikus számolásból kiderül, hogy az R 3 p 7→ f(p) := 2(p −

1) + exp(−p) függvénynek két gyöke van: p0 = −1.67835, p1 =

0.768039 (szemben az el®adáson elhangzottakkal. . . ). A függvény
az egész számegyenesen folyotons, s®t végtelen sokszor derivál-
ható, deriváltjai: R 3 p 7→ f ′(p) := 2 − exp(−p), R 3 p 7→
f ′′(p) := exp(−p); s az els® nullahelyei: f ′(p2) = 0 ⇐⇒ p2 =

− ln(2) = −0.693147, míg a második mindig pozitív. Így a függ-
vénynek a p2 pontban minimuma van, attól balra szigorúan mo-
noton csökken®, jobbra pedig szigorúan monoton növ®; továbbá
mindenütt alulról konvex. Határértéke a ±∞-ben egyaránt +∞.

Mindezek alapján a függvény gra�konja:
(b) Legyen tehát A,B, λ, µ ∈ R+. Egyszer¶ számolás mutatja, hogy

az R 3 ϕ 7→ f(ϕ) := ϕ 7→ Ae-�’ − Be-�’ függvénynek egyet-
len gyöke van: ϕ0 = ln(A=B)

�-�
, amelyiknek az el®jele megegyezik a

(A − B)(λ − µ) (Feltehet®, hogy λ 6= µ, ugyanis ellenkez® eset-
ben egyetlen exponenciális függvényr®l van szó.) A függvény az
egész számegyenesen folyotons, s®t végtelen sokszor deriválható,
deriváltjai: R 3 ϕ 7→ f ′(ϕ) := −λAe-�’ + µBe-�’, R 3 ϕ 7→
f ′′(ϕ) := λ2Ae-�’ − µ2Be-�’; s ezek nullahelyei: f ′(ϕ1) = 0 ⇐⇒
ϕ1 =

ln(A�
B�

)

�-�
, f ′′(ϕ2) = 0 ⇐⇒ ϕ1 =

ln(A�
2

B�2
)

�-�
. Így a függvénynek

a ϕ1 pontban pontosan akkor van minimumhelye, ha λ > µ, és
pontosan akkor van maximumhelye, ha λ < µ. A függvény az els®
esetben a széls®értékhelyt®l balra szigorúan monoton csökken®, a
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3. ábra. Egy lineáris és egy exponenciális függvény összege

széls®értékhelyt®l jobbra pedig szigorúan monoton növeked®. A
függvény a második esetben a széls®értékhelyt®l balra szigorúan
monoton növeked®, a széls®értékhelyt®l jobbra pedig szigorúan
monoton csökken®. Mivel a ϕ2 pontban a függvény harmadik
deriváltja nem t¶nik le, ezért ez a pont in�exiós pont. A függ-
vény határértéke a +∞ pontban nulla, a −∞ pontban pedig −∞.

Mindezek alapján a függvény gra�konja:

16. Mivel V,ϕ és ψ egyaránt deriválható, ezért a vizsgált összetett függvény
is. Továbbá

V(ϕ(t), ψ(t)) := cos(t)2 + sin(t)2 = 1 (t ∈ R) (4)

miatt a derivált az egész számegyenesen értelmezett nulla függvény.

17. Egy-egy gyakran használt változatot mondunk ki. Emlékeztetünk arra,
hogy

∫
a
f jelöli az a ∈ R valós számot tartalmazó intervallumon értel-

mezett f függvény a pontban elt¶n® primitív függvényét,
∫

f pedig az
f függvény primitív függvényeib®l álló halmazt.

(a) Legyen I, J ⊂ R intervallum, és legyen f : J −→ R, továbbá legyen
g : I −→ R olyan di�erenciálható függvény, amelyre Rg ⊂ J. Ha
az f függvénynek létezik primitív függvénye, akkor az (f ◦ g)g ′

függvénynek is létezik primitív függvénye, és tetsz®leges a ∈ I

esetén ∫

a

(f ◦ g)g ′ =
(∫

g(a)

f

)
◦ g.
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4. ábra. Két exponenciális lineáris kombinációja

Következmény: a két primitív függvényekb®l álló halmaz mege-
gyezése: ∫

(f ◦ g)g ′ =
(∫

f

)
◦ g,

ahol a jobb oldalon a kompozícióképzés elemenként értend®.
(b) Legyen α,β, a, b ∈ R, és tegyük fel, hogy α < β, a < b. Ha az f

függvény folytonos az ]a, b[ intervallumon, a ϕ : [α,β] −→ ]a, b[

függvény pedig folytonosan di�erenciálható, akkor
∫’(�)

’(�)

f =

∫�
�

(f ◦ϕ)ϕ ′.

18. Legyen a, b ∈ R;a < b, és tegyük fel, hogy az f : [a, b] −→ R függvény
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integrálható és létezik primitív függvénye. Ekkor
∫b
a

f = F(b) − F(a),

ahol F az f függvény bármely primitív függvénye: F ∈ ∫
f tetsz®leges.

19. Írjuk föl a jobb oldalon szerepl®, −1 pontban elt¶n® primitív függvényt
lokális alakban:

∫p
-1

(f ◦ (id, u))(s)ds =

∫p
-1

u(s)ds =

∫p
-1

3 exp(s + 1)ds.

A végs® integrál kiszámításával kapjuk a bizonyítandó állítást.

3 + 3[exp(s + 1)]p-1 = 3 + 3(exp(p + 1) − 1) = 3 exp(p + 1) = u(p).

20. (a) Nyilván a R 3 t 7→ z(t) :=

x(t)

x(t)
(x ∈ C1(R,R+)) függvény primi-

tív függvényei R 3 t 7→ ln(x(t))+K alakúak, ahol K ∈ R tetsz®le-
ges valós szám. Ezek közül az 1 pontban a nullát pontosan az veszi
föl, amelyre ln(x(1)) + K = 0, vagyis, amelynél K = − ln(x(1)),

így a kívánt primitív függvény: R 3 t 7→ ln
(
x(t)

x(1)

)
.

(b) A fentiekhez hasonló módon a primitív függvény:

R 3 k 7→ cos4(k) − cos4(1)

4
.

21. (a) R 3 x 7→ abs(x) − 2, (b) R 3 t 7→ cos4(k)-cos4(2)

4
. A második

esetben az integrálfüggvény egyúttal primitív függvény is.

22. Legyen a, b ∈ R;a < b, és tegyük fel, hogy az f : [a, b] −→ R függvény
folytonos. Akkor � akárhogyan is választjuk meg az x0 ∈ [a, b] számot,
az f függvény x0 pontban elt¶n® F integrálfüggvénye, azaz

[a, b] 3 x 7→ F(x) :=

∫x
x0

f

egyúttal az f függvény x0 pontban elt¶n® primitív függvénye is.
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23. A megadott függvénypárokkal azonos tartományon értelmezett, valós
érték¶ di�erenciálható függvényeket keresünk, amelyek parciálisderivált-
függvényei éppen a megadott függvények.

(a) Mivel D(P;Q) = R2 egyszeresen összefügg® tartomány és

∂2P = ∂1Q, (5)

ezért létezik olyan F ∈ C2(R2,R), amelyre

∂1F = P

és
∂2F = Q (6)

teljesül. Egy ilyen primitív függvényt például úgy kaphatunk meg,
hogy tetsz®leges rögzített y mellett kiindulunk x 7→ P(x, y) primi-
tív függvényeib®l, ezek nyilván x sin(xy) + ϕ(y) alakúak valami-
lyen ϕ di�erenciálható függvénnyel. Ezután megkövetelve az (6)
összefüggést x2 cos(xy) + ϕ ′(y) = x2 cos(xy) adódik, hogy ϕ ál-
landó, akár nullának is vehet®. A keresett primitív függvény tehát
R2 3 (x, y) 7→ x2 cos(xy).

(b) Figyelembe véve, hogy

P(x, y) = −
y

x2
1

1 + (y
x
)2

Q(x, y) =
1

x

1

1 + (y
x
)2

,

nyilvánvalóan (R+)2 3 (x, y) 7→ F(x, y) := arctan(y
x
) megfelel

primitív függvénynek, s az összes primitív függvény halmaza {F +

K;K ∈ R}.

(c) Itt éppúgy, mint az el®bb, teljesül (5), viszont D(P;Q) = R2\{(0, 0)}

nem egyszeresen összefügg®. A primitív függvények most is csak
(x, y) 7→ F(x, y) := arctan(y

x
) alakúak lehetnének, de ezek a függ-

vények az egész els® koordinátatengelyen nincsenek értelmezve,
így ezen a halmazon az adott függvénypárnak nem létezik pri-
mitív függvénye.

24. Az értelmezési tartomány a

H := {(x, y) ∈ R2; 3y2 − x > 0, α < x + y2 < β}

13



halmaz tetsz®leges részhalmaza, célszer¶en leginkább a fenti halmaz
résztartománya.
Amint az 5. ábráról leolvasható, tartományt pontosan akkor kapunk,
ha α < 0. Az egész H halmazon értelmezett parciálisderivált-függvények:

∂1u(x, y) =
ϕ(x + y2)

x − 3y2
+ ln(−x + 3y2)ϕ ′(x + y2) (7)

∂2u(x, y) = −
6yϕ(x + y2)

x − 3y2
+ 2y ln(−x + 3y2)ϕ ′(x + y2) (8)

25. Értelmezési tartományként célszer¶ tartományt (:=összefügg®, nyílt
halmazt) választani.

(a) R2 \ {(0, 0)} 7→ a(x, y) := x√
x2+y2

mindenütt végtelen sokszor de-
riválható, deriváltjai:

∂1a(x, y) =
y2

(x2 + y2)3=2
∂2a(x, y) = −

xy

(x2 + y2)3=2

∂21a(x, y) = −
3xy2

(x2 + y2)5=2
∂22a(x, y) =

x(2y2 − x2)

(x2 + y2)5=2

∂12a(x, y) =
y(2x2 − y2)

(x2 + y2)5=2
.

(b) {(x, y) ∈ R2; y > 2x2

�
} 7→ b(x, y) := tan(x

2

y
) mindenütt végtelen

sokszor deriválható, deriváltjai:

∂1b(x, y) =
2x

y cos2(x2/y)
∂2b(x, y) = −

x2

y2 cos2(x2/y)

∂21b(x, y) = 2
y + 4x2 tan(x2/y)

y2 cos2(x2/y)

∂22b(x, y) = 2x2
y cos(x2/y) + x2 sin(x2/y)

y4 cos3(x2/y)

∂12b(x, y) = −2x
y cos(x2/y) + 2x2 sin(x2/y)

y3 cos3(x2/y)
.
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(c) R+ × R 7→ c(x, y) := xy mindenütt végtelen sokszor deriválható,
deriváltjai:

∂1c(x, y) = xy-1 ∂2c(x, y) = xy ln2(x)

∂21c(x, y) = xy-2(y2 − y) ∂22c(x, y) = xy ln2(x)

∂12c(x, y) = xy-1(1 + y ln(x))

26. Legyen

Ξ(x, y) := ln(x) H(x, y) := ln(y +
√

1 = y2) ((x, y) ∈ R+ × R).

A (Ξ,H) függvénypár invertálható, és inverze az

X(ξ, η) := exp(ξ) Y(ξ, η) := sh(η) ((ξ, η) ∈ R2

összefüggéssel értelmezett fügvénypár. Ezekkel z =: u ◦ (Ξ,H), vagyis
u =: z◦(X, Y). Az összetett függvény deriválási szabálya szerint (globá-
lis alakban) ezt kapjuk: z ′ = u ′◦(Ξ,H).(Ξ,H) ′, aminek megszokottabb
(lokális) alakja:

(∂1z(x, y), ∂2z(x, y)) = (∂1u(ln(x), ln(y+
√

1 + y2), ∂2u(ln(x), ln(y+
√

1 + y2))·
1
x

0

0 1√
1+y2

= (
1

x
∂1u(ln(x), ln(y+

√
1 + y2),

1√
1 + y2

∂2u(ln(x), ln(y+
√

1 + y2)).

Mivel innen

x∂1z(x, y) = ∂1u(ln(x), ln(y+
√

1 + y2)
√

1 + y2∂2z(x, y)) = ∂2u(ln(x), ln(y+
√

1 + y2)),

ezért az eredeti egyenlet így módosul/transzformálódik:

∂1u(ξ, η) + ∂2u(ξ, η) = exp(ξ)sh(η). (9)

Részletesebben: az újonnan bevezetett u függvényre pontosan akkor
áll fenn (9), amikor a z függvényre az (1).

27. Akkor, ha a vektorok valamely lineáris kombinációja csak úgy lehet a
nulla vektor, ha az együtthatók valamennyien nullák.
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28. Az eredményeket az alábbi táblázat tartalmazza.

Karakterisztikus polinom Sajátértékek Sajátvektorok
λ 7→

(a) λ − λ3 −1 (−1, −1, 2)

1 (−1, 0, 1)

0 (−1, −1, 1)

(b) 5 − 4λ + λ2 2 + i (2 + i, 1)

2 − i (2 − i, 1)

(c) 4 − 3λ2 − λ3 −2 (−1, 0, 1)

−2 (−1, 1, 0)

1 (1, 1, 1)

(d) 6 − 11λ + 6λ2 − λ3 3 (1, 0, 1)

2 (1, 1, 1)

1 (0, 1, 1)

A (c) esetben a kétszeres sajátértékhez találtunk két lineárisan függet-
len sajátvektort. Keressünk példát arra az esetre, amikor egy kétszeres
sajátértékhez nem létezik két lineárisan független sajátvektor.

29. Az egyenletrendszer két egyenletét tetsz®leges t ∈ R esetén összeadva
kapjuk, hogy: 5d2(t) exp(−3t) = 1 + 4t + 3

2
t2, ahonnan

d2(t) =
exp(3t)

10
(2 + 8t + 3t2) (t ∈ R).

Ezt felhasználva akár az els®, akár a második egyenletb®l adódik:

d1(t) =
exp(−2t)

5
(−1 − 4t + 6t2)) (t ∈ R).

Némi nehézséget annak megértése szokott okozni ennél a feladatnál,
hogy (3) minden t ∈ R esetén egy-egy lineáris algebrai egyenletrend-
szer.
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5. ábra. A H halmaz α és β különféle értékeinél
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