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Abstract — Polynomial equations so important in
different fields of applications, especially in
chemistry, are investigated. The literature is
reviewed with the aim of possible applications of
pure mathematical results in the field of chemical
kinetics. Finally an example is treated in detail
showing how to transform a mass action type
kinetic equation into a homogeneous quadratic
mass action type kinetic equation. The problem of
transforming back is also discussed.

I. EINFUHRUNG
Einige Definitionen:

Polynominale Differentialgleichung:

X = Pox,x(t) € R"nennt man ~, wenn P ein
mehrvariables Polynom ist in einer jeden Koordinate.

(Bemerkung: diese Differentialgleichungen sind
unter anderem in den chemischen Anwendungen
wichtig.)

Kinetische Differentialgleichung:

a) eine ~ ist eine Differentialgleichung, die das
Benehmen von Reaktionen beschreibt, die aufgrund
des Massenwirkungsgesetzes vor sich gehen,

b) eine ~ ist eine Differentialgleichung, die keine
negative Kreuz(Cross-)effekte enthalt.

Negativer Kreuzeffekt:

ein ~ ist ein Term, der die Verminderung eines
chemischen Stoffes in einer Reaktion beschreibt, in
der dieser Stoff nicht teilnimmt. (In den folgenden
Beispielen sind die unterstrichenen Terme die
negativen Kreuzeffekte). Siehe z.B. Téth und Hars
1986bh.

Die Lorenz Gleichung:
X=-0(x-y)

y=m-y-xz (o,r,beR")
z=xy—bz

Die Rossler Gleichung:
X=x-xy—y
v=x*-ay  @bcdeR")
z=bx—cz+d
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Untersuchung von polynominalen Differential-
gleichungen

Wenn man Differentialgleichungen, oder deren
Ldsungen aus bestimmten Hinsichten untersuchen
will, muss man sie nicht unbedingt I6sen (man trifft
sogar oft solche Gleichungen, die man symbolisch gar
nicht l6sen kann). Es ist wohlbekannt, dass die Spur
und Determinant der Koeffizientenmatrix eines
autonomen, linearen Systems (die man natirlich auch
leicht 16sen kann) uns die volle Information Gber die
Stabilitat (Uber das qualitative Benehmen) der Losung
gibt.

Aber Uber polynominalen Differentialgleichungen,
Uber  deren  qualitativen und  quantitativen
Eigenschaften weill man im allgemeinen nur wenig.
Man kann sich z.B. die folgenden Fragen stellen.
Verfugt die Differentialgleichung  (ber eine
Fundamentallésung? Hat sie Gleichgewichtspunkte,
und wenn ja, wieviele? Was kann man (ber Stabilitét
und Bifurkation sagen? Gibt es Kreisbahnen? Zeigt
das System Chaos? Wird es bei einem endlichen
Zeitpunkt explodieren? Welche Variablen (oder
welche chemische Stoffe) sind fur das qualitative
Verhalten des Systems verantwortlich, also welche
andere darf man vernachléssigen, um auf diese Weise
das System zu vereinfachen?

Um die vorherigen Fragen beantworten zu kénnen,
muss man zuerst die gemdsse Methode finden.

Wohlbekannt ist die sogenannte
Ordnungsreduktion von Differentialgleichungen n-ter
Ordnung. Sei ¢ die Losung von

x =a, x" P +a, x" + L+ ax +ax (1)
Mit einem bijektiven Abbildung kann man

Gleichung (1) in die folgende Form (n-variable,
lineare Differentialgleichung) transformieren:

O ena ®

(n-1) (n-1)

@ @

(Der Vorteil der Form (1) ist, dass sie nur eine
einzige Variable hat, die Vorteile von (2) sind die
bekannten Sétze tiber Existenz und Eindeutigkeit.)

Man kann die Gleichung in eine spezielle Form
transformieren (z.B. wenn man die Zahl des Grades



der rechten Seite verringern mdchte), wobei sich
jedoch die Frage stellt, ob die angewandte Abbildung
bijektiv ist?

Mit chemischen Erwéagungen, oder
mathematischen Methoden (z.B. ,exact linear
lumping”) kann man die Zahl der Variablen
verringern (Li 1984, Toth et al. 1997).

Die Untersuchung von
(polynominalen)  Invarianten
Maglichkeiten.

Die Lie-algebraischen Methoden sind von den
erfolgversprechendsten Methoden.

algebraischen
bietet  weitere

Uberblick der Literatur

Der Uberblick der Literatur dient dazu
herauszufinden, welche von den allgemeinen
Ergebnissen speziell flr Kinetische Gleichungen
verwendbar sind.

In der Literatur, die sich mit kinetischen Systemen
aus der Chemie befasst, werden nur einige erwahnt
[Horn und Jackson 1972, Péta 1983, 1985], bzw.
deuten wir auf das Literaturverzeichnis des Buches
von [Erdi und Téth 1989] hin.

Wie sieht die rechte Seite der untersuchten
Differentialgleichungen aus?

«Zwei Variablen (Dimension 2), homogen und

quadratisch;

ezwei Variablen, quadratisch;

*zwei Variablen, Grad m ;

*n Variablen, quadratisch;

*n Variablen, homogen;

*n Variablen, homogen und quadratisch;

*n Variablen, Grad m .

Womit beschaftigen sich die polynominale
Differentialgleichungen erérternden, mathematischen
Aufsatze?

Einige befassen sich mit Unterscheidung der
polynominalen Differentialgleichungen, und deren,
die aufgrund des Massenwirkungsgesetzes vor sich
gehen [Hdrs und Téth 1981].

Als Operationen (z.B. Multiplikation) koénnen die
gewohnlichen verwendet werden oder stattdessen
kann man neue einflhren. Im letzteren Falle entstehen
im allgemeinen nichtassoziative Algebren. Die
algebraischen Eigenschaften und Begriffe kdnnen mit
Eigenschaften und Begriffe der qualitativen Theorie
von Differentialgleichungen in Verbindung gebracht
werden.

Getz und Jacobson (1977) untersuchten auf Basis
polynominaler Gleichungen z.B. die Grundprobleme
der qualitativen Theorie.

Eine héaufige Frage ist, wie man eine exotische
Erscheinung mit dem  einfachsten  Modell
verwirklichen kann [Dancsé und Farkas 1989; Péta
1983, Schuman und Toth 2003; Toth und Hars 1986a;
Wilhelm 2000].

Es gab viele, die die Transformationen von
polynominalen Gleichungen und deren Wirkungen
untersuchten [Beklemisheva 1978a,b, 1982; Gy.

Farkas 1999; Halmschlager und Toth 2004; Zsofia
Horvath 2002, Samardzija et al. 1989, Zachar 1998].

Nachfolgend werden wir Uber wichtige Aufsétze
ausfuhrlicher schreiben.

Argemi (1979) untersuchte die singuldren Punkte
von Gradientsystemen.

Beklemisheva (1972a,b, 1982) hat polynominale
Differentialgleichungen in blocktriangulare
Gleichungen durch (verallgemeinerte) polynominale
Abbildungen transformiert. Ihre Untersuchungen dazu
sind formal, sie macht keine Aussage Uber den
Definitionsbereich, Lipschitz-Eigenschaft, Eindeutig-
keit und Invertierbarkeit.

Escher (1981) konstruierte solche Kkinetischen
Differentialgleichungen, die tber eine gegebene Zahl
von Grenzzyklen verfiigt.

Getz und Jacobson (1977) untersuchten die

Losung der Cauchy-Aufgabe x = x*,x(0)=x,

(das Modell der 2X —3X autokatalytischen
Reaktion). Sie ist nur im Intervall (0,1/x,) ausgelegt,

so dass es auch bei der polynominalen
Differentialgleichung der einfachsten chemischen
Reaktion zu einer Explosion kommt. Getz und
Jacobson haben darauf eine notwendige und
hinreichende Bedingung fur quadratische
Differentialgleichungen gegeben. Zu untersuchen ist,
was diese Bedingung fir Modelle chemischer
Reaktionen bedeutet.

Jenks  (1968) er untersucht  homogene
Differentialgleichungen vom Grad £, die ein lineares
erstes Integral haben (Erhaltung des Materials). Er
beweist die Existenz von dem singuldren Punkt. Er
erhédlt Ergebnisse — durch Verallgemeinerung der
Perron-Frobenius-Theorie — die die Existenz der
Ljapunov-Funktionen und die Stabilitat betreffen (ein
spezieller Fall ist die mehrvariable
Volterra-Gleichung). Jenks (1969) untersuchte
homogene, quadratische Gleichungen mit speziellen
Voraussetzungen fiir die Koeffizienten, die die
negative  Kreuzwirkung ausschlieBen und die
Erhaltung des Materials ausdriicken. Er untersuchte
weiterhin  die  Verbindung  zwischen  der
Koeffizientenmatrix und den Eigenschaften der
singuldren Punkte. Er gibt eine hinreichende
Bedingung fir die asymptotische Gleichgewichtslage
durch Konstruieren einer Ljapunov-Funktion.

Kinyon und  Sagle (1990) untersuchten
dreivariable, homogene, quadratische Gleichungen
mit einer speziellen Operation in einer geeigneten,
nichtassoziativen ~ Algebra  (in  einer  sog.
Nahm-Algebra). Eigentlich treffen sie
Vorbereitungen, aber die Anwendung der Ergebnisse
fur Differentialgleichungen bleibt aus.

Markus (1960) hat eine volle Klassifizierung der
zweivariablen, quadratischen Gleichungen gegeben.
Er hat zu einer jeden quadratischen Gleichung eine
kommutative, nichtassoziative Algebra zugeordnet,
und hat diese Algebren klassifiziert.



Myung und Sagle (1992): die Eigenschaften und
Begriffe (halbeinfach, radikal, Automorfismus) der
Algebren, die den quadratischen Differential-
gleichungen entsprechen, haben sie den Begriffen, die
das qualitative Verhalten der Losungen beschreiben
(Gleichgewicht, Stabilitat, Kopplung von
Differentialgleichungen) entsprechen lassen. Sie
haben auch gezeigt, dass man jede polynominale
Gleichung durch Einfihrung der Produkte der
Potenzen der Variablen zu einer quadratischen
Gleichung transformieren kann.

Newcomb (1977) hat polynominale Differential-
gleichungen zu quadratischen, homogenen Differen-
tialgleichungen transformiert ( x = x* x , wobei *
eine gelegene Operation ist) und hat deren Ldsungen
als Potenzreihen  angegeben, obwohl  ohne
Untersuchung des Konvergenzbereiches.

Poland (1993), Samardzija et al. (1989), Zahdr
(1998) und Dancsé und Farkas (1989) transformierten
polynominale Differentialgleichungen in kinetische
Systeme mit dem Ziel, dass die anféanglichen
Eigenschaften erhalten bleiben.

Shafer DS (1990) untersuchte die strukturelle
Stabilitdt der polynominalen Vektorfelder. Er
untersucht den Fall der Gradientensysteme
ausfihrlich.

Steeb,  Wilhelm  (1980) verwendeten die
Carleman-Linearisierungsprozedur fir quadratische
Gleichungen und formten die urspriingliche Gleichung
in ein unendlichdimensionales, lineares System um
bzw. approximierten sie die Losung mit Anwendung
dessen endlichdimensionalen Néherung gut.

Walcher  (1986)  konstruierte  zweivariable,
polynominale Differentialgleichungen, die im Voraus
gegebene, invariante Kurven haben und befasst sich
mit der Existenz von Fundamentallésungen von
polynominalen Systemen, die in der Dimension eins
bekannt sind (die Frage ist, was seine Ergebnisse fiir
Reaktionen bedeuten).

Zalar und Mencinger (2003) konstruierten
homogene quadratische Gleichungen aus
quadratischen Gleichungen durch Einfiihrung einer
geeigneten bilinearen Form bzw. durch Einfihrung
von neuen Variablen. Danach verallgemeinerten sie
die Ergebnisse von Kinyon und Sagle (1990) Uber
Instabilitat.

I1. TRANSFORMIERUNG VON POLYNOMEN
bestimmte

In diesem Teil wird eine
Transformation dargelegt und untersucht.

Vorlaufige Thesen:

a) Jede polynominale Differentialgleichung von
Grad n kann in eine quadratische Differential-
gleichung transformiert werden

b) Jede kinetische polynominale
Differentialgleichung von Grad n kann in eine

quadratische, kinetische ~ Differentialgleichung
transformiert werden.

Im weiteren Verfolg wird ein konkretes Beispiel
untersucht. Ein gegebenes System mit einer konkreten
Transformation, die den zuvor erwéhnten Sétzen

entsprechen.
Das Beispiel (Dimension=2, Grad=3)

Betrachten wir die folgende Differentialgleichung:

. 2.
(3){x—A+xy (B+Dx A B>0

y=Bx—x’y

und nehmen wir die folgende Transformation:

&r=x* & =2xx
&=yt & =2yp
die Derivate sind so . .

Sy = XY S =Xy +x

54.’ =X 5.4 = _x

ST =Y &=y

Und eine mogliche, transformierte, neue
Gleichung ist

& =2(&, +&6& - (B+DS)

& = 2(B§3 - 5152)

(4) 53 = Aég5 + Sglégz -(B +1)‘§3 + Bégl _631‘):3

Ei=A+85& - (B+1)¢,

Ss =BS&, — 8185

Die urspriingliche Gleichung (3) war nicht
kinetisch, aber das transformierte System (4) ist
kinetisch.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Form (4) nicht

die einzige Moglichkeit ist, da an Stelle von & &7

geschrieben werden kann, sowie &&, =&,

&, =866 und & & =&, , wodurch die neue

Gleichung ebenso nicht kinetisch waére (dhnlich der
ursprunglichen Gleichung (3)). Ebenso veréndern die

Ersetzungen &, =&,& . £E=EF und
5155 :5354 die Eigenschaft (nicht kinetisch) der

Gleichung (3) nicht.

Wegen der Konstante A in (3) kann man in (4) die
nichtquadratischen Terme nicht beheben.

Wenn man (3) mit einem kleinen ,, Trick* auf die
folgende Art umschreibt, kann man (3) in eine
Differentialgleichug transformieren, deren rechte
Seite rein quadratisch ist.



Sei z=0, z(0) =1 und flgen wir es den
Gleichungen des Systems (3) hinzu. So bekommt man
das folgende System (Dimension=3, Grad=3)

x=A+x’y—(B+1)x
(3)y=Bx—x"y
=0

Nehmen wir jetzt die folgende Transformation:

G = x’ Si=xy & =x
&= .Vz Ss=xz Gg=y
&= 2?2 Sy=yz Gy =z

Hierbei l&sst sich sicher eine Ersetzung finden,
womit die transformierte Form von (3*) rein
quadratisch wird.

Untersuchung der Variablentransformation

Die oben dargelegte Transformation ist auf den
ersten Blick sehr ntzlich, weil sie uns andeutet, dass
die Untersuchung der kvadratischen Gleichung uns
qualitative und quantitative Eigenschaften des
originalen Systems (von hoherem Grad) wissen lasst.
Ein eindeutiger Nachteil ist die erhdhte Zahl der
Variablen.

Diese Transformation selbst ist natirlich bijektiv,
aber es stellt sich auch die Frage, ob man eine
Gleichung eindeutig zuriicktransformieren kann,
wenn man nur die transformierte Gleichung betrachtet,
aber keine Information dartiber hat, wie sie konstruiert
wurde. Denken wir daran, dass man fir einen Term
mit den urspringlichen Variablen oft mehrere
transformierte Terme wéhlen kann (wie es wir schon
bei der Gleichung (4) gesehen haben) und dass man
die Indizes der neuen Variablen frei permutieren kann,
z.B.:

&= x°
S5 = y2
& =xy
G =X
S, =y

Die Zahl der neuen Variablen
Mit elementaren kombinatorischen Rechnungen
kann man die Zahl der neuen Variablen ( f*) neben
Dimension=n und Grad=m verhaltnismalig leicht
bestimmen:
& (m+n—-2-i)!
f(n! Wl) = Z .
= (m-1-i){(n-1)!
(Bemerkung: Fur groBe n und m ist f(n,m)

klarer Weise auch sehr gro3. Oft sind auch weniger
transformierte Variablen ausreichend, aber f(n,m)

ist in jedem Fall ausreichend.)

Wenn man aufgrund dieser Formel eine Tabelle
(eine Matrix) zusammenstellt bzw. wenn man sogar an
bestimmte Eigenschaften von f* denkt, erkennt man

schnell, dass sie symmetrisch ist.

m

n 3 4 5 6
2 5 9 14 20
3 9 19 34 55
4 14 34 69 125
5 20 55 125 251

Es stellt sich die Frage, ob man eine Gleichung mit
Dimension=2 und Grad=, oder eine mit
Dimension=3 und Grad=3 suchen sollte, wenn die zu
zuruicktransformierende quadratische Gleichung neun
Variablen hat. Deshalb wird man
hochstwahrscheinlich  im  allgemeinen  keine
Ricktransformation finden konnen.

Bemerkung: Bei einigen speziellen Systemen kann
man die Ricktransformation leicht finden. Auch in
diesem Fall erfordert man natirlich eine konsequente
Transformation der Variablen, also wenn man die
folgende Ersetzung verwendet:

51:=x21§2-‘=y2153~'=xy1€.24~'=x’§5~'=y und z.B.
fir x°y einmal && anwendet, dann wird man

immer diesen Term nehmen, und nie &,&,.

. ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz haben wir zuerst einen
Uberblick der Literatur  (iber  polynominale
Differentialgleichungen gegeben, und haben die
wichtigsten Forschungsgebiete in diesem Thema
dargestellt. Danach haben wir eine Transformation
gezeigt und untersucht, womit man jede polynominale
(kinetische) Differentialgleichung von Grad n in eine
quadratische  (kinetische)  Differentialgleichung
transformieren kann. Wir haben bei dieser gegebenen
Transformation die Zahl der neuen Variablen genau
gegeben, und wir haben auch die Frage der
Rucktransformierung geruhrt. Im weiteren Verfolg
werden wir die Transformation von Kkinetischen
Gleichungen in quadratische, kinetische Gleichungen,
bzw. die Verbindung von Hamilton-Systemen und die
Erhaltung des Materials in chemischen Reaktionen
ausfuhrlicher untersuchen.
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