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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat felépitése a kovetkezd: pontos (az irodalomban megszokottnél né-
hany esetben koriiltekint6bb) definicidjat adjuk a szerepld éaltaldnos, illetve
specidlis mérészamoknak [5]. Megvizsgaljuk az ezek kozott fendllé kapesola-
tokat matematikai szempontbdl. Kiemeljiik, hogy szdmos — jelen ismereteink
mellett — megoldatlan problémat is megfogalmazunk. A kovetkezo fejezetben
a Pareto-elv [10] matematikai lefraséval foglalkozunk.

Végiil pedig a KSH évekre és teriileti egységekre (megyék és Budapest)

lebontott epidemiolégiai adatait elemezziik a tanulmanyozott eszkdzokkel.
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2. fejezet

Biologiai diverzitas és

koncentraltsag

A cimben szerepl6 diverzitas és koncentraltsag kifejezéseket a kozgazdasag-
tanban, az epidemiolégiaban, a bioldégiaban, sot a hétkoznapi nyelvben is
hasznaljuk [5, 9, 14]. E két kifejezés jelentését tekintve ellentétes tartalmia. A
diverzitast a szétosztottsag mértékének maghatarozasanal, mig a koncentralt-
sdgot a dominancia mértékének meghatarozasara hasznaljuk. Ahhoz, hogy
koncentraltsagi és diverzitasi szempontbol 6ssze tudjunk hasonlitani ketto
vagy tobb mintat, szamszerisiteni kell ezeket a tulajdonsagokat, tehat mé-
roszamok bevezetésére van sziikség. Elsore talan feleslegesnek érezhetjiik
mindkét szempont szerint vizsgalni egy mintat. Csakhogy kiilonb6z6 tudo-
manyokban eltéré idében és okbdl valt fontossa a koncentraltsag, illetve a
diverzitas mérése. Egyik feladatunknak éppen azt tiztiik ki, hogy megvizs-
galjuk, hogy sziikség van-e ilyen sok méroszamra, illetve egyaltalan a két £6
csoportra. Az olyan tudomanyteriileteken, ahol ismert a kategoridk szama
(pl.: bioldgia, epidemiolégia), ott a diverzitds mérésére vezettek be indexeket.
Ezek altalaban szakteriiletenként kiilonbozo fiiggvények. Ezzel szemben, ahol
nincs nagy szerepe a kategdridk szaménak (pl. mert elére nem lehet megha-

tarozni), ott koncentraltsagi mérészamokat hasznalnak (pl.: kozgazdasagtan:
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8 FEJEZET 2. BIOLOGIAI DIVERZITAS ES KONCENTRALTSAG

jovedelem-eloszlas).
Annak ellenére, hogy szamtalan tudomanyos teriileten hasznalatosak, a
kovetkezokben a koncentraltsagi és diverzitasi mértékek bevezetésénél, illetve

az indexekre kirétt kovetelményeknél biolégiai kifejezéseket fogunk hasznalni.

2.1. Diverzitas

Vizsgaléddsunk térgyai (leggyakrabban: biol6giai) populdcidknak nevezett
(véges) halmazok, amelyek részhalmazai fajok, a fajok elemei pedig egyedek
[6]. Az egyedeket s € N szamu faj esetén olyan X diszkrét valdsziniiségi

valtozéval modellezziik, amelynek eloszlasa az

S®={(m,...,m) € (RJ)S;ZM =1}

s-dimenziés szimplex valamely eleme, s amelynek értéke ¢ € {1,2,...,s},
ha a kivéalasztott egyed az i-edik fajhoz tartozik, tovabba P(X, = i) = ;.
Kiemelt szerepet fognak jatszani az aldbbiakban a w§ := (1,1 ... 1) =11¢

(diszkrét)egyenletes eloszlasok (1° € R® minden eleme 1), tovabba a mo-
nopoliumok, amely névvel itt R® standard bazisanak ej,e3, ..., e] elemeire
hivatkozunk. (Ez utébbiakndl tehét az Osszes egyed egyetlen fajbdl szarma-
zik.) Tetszbleges s € N, € S* esetén jelolje 7l = (w}, mh, ... w}) € % azt
az eloszlast, amelynek tagjai azonosak a m eloszlas tagjaival, csak monoton
csokkend sorrendben kovetik egymast.

A populécidk valtozatossdgat olyan Div : Ugen({s} x S*) — R diver-
zitasi fliggvényekkel (diverzitési indexekkel vagy diverzitasokkal) mérjiik,
amelyek eleget tesznek az alabbi, kanonikus tulajdonsagoknak nevezett

kovetelményeknek.

1. A masodik valtozéjukban permutaciéra nézve invariansak. Emiatt al-
taldban az eloszlas tagjait példaul nagysag szerint csokkend sorrendben

rendezziik, és igy hasznaljuk argumentumként.
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2. Rogzitett s mellett, minimumukat a monopdliumokon, maximumukat
az egyenletes eloszlasokon felveszik: Vs € NVwr € S° Div(s,e]) <
Div(s, ) < Div(s, 7). (Megkovetelhetjiik azt is, hogy az — argumen-

tumok kiilonbozosége esetén — szigoru egyenlStlenség alljon fenn.)

3. A fajok szamanak novekedtével az egyenletes eloszlas diverzitasa nem
csokken, a monopdliumoké (amelyek koziil ismét az 1. tulajdonsig
miatt nyilvan elegendd csupan eggyel foglalkozni) nem né:

(a) Vs € N Div(s,w5) < Div(s + 1,m5™),
(b) Vs € N Div(s,e$) > Div(s + 1,e™).

4. Néha megkoveteljiik a kovetkezo tulajdonsagot is. Osszuk fel az egyedek
halmazat kétféle (A és B) osztalyozas (pl. faj és él6hely tipusa) szerint.

Legyen 714, Tox, . . ., Tsx az A-beli kategéridk el6fordulési valészintisége.
a1, Ta2, - - -, Ty & B-beli kategdridk elofordulasi valdszintisége, végiil pe-
diglegyen m;; (i =1,2,...,s;5=1,2,...,t) a szorzatosztalyozas osz-

talyainak valdszintisége. A diverzitdsoknak az A osztalyaira vonatkozo

atlaga (elére rogzitett diverzitasi index-szel dolgozunk):
Diva(B) = Y m:Divi(B),
i=1

ahol
Divi(B) = Div(t, 72 . Tigy

Tix Tix T

Amennyiben teljesiil, hogy
Div(A x B) = Div(m;;) = Div(A) 4+ Div4(B),

akkor azt mondjuk, hogy az adott diverzitasi index teljesiti a harmadik

kanonikus tulajdonsagot.

Ezek a kovetelmények még az s = 2 esetben is sokféle diverzitasi fiiggvényt

engednek meg, ugyanis példaul az atlagos rangszam és a Gini—-Simpson-index
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(a definicidkat ldsd aldbb) teljesiti az els6 hdrom tulajdonségot, és kiilonbozik

egymastol.

1. Allitas. Ha Div diverzitdsi index, ¢ : R — R pedig olyan monoton névo
fiigguény, amelyre p(0) = 0, akkor ¢ o Div is diverzitdsi index, ugyanis a

diverzitdsi index mindhdrom tulajdonsdga egyenlétlenséggel van definidlva.

2.1.1. A diverzitas, mint atlagos ritkasag

Meglehetésen természetes modon szarmaztathatunk diverzitasi fliggvénye-
ket az egyes fajok ritkasidgat méré r @ {1,2,...,s} x S* — R ritkasagi
fiuggvény segitségével. Megkoveteljiik, hogy neviiknek megfelelen, az adott
populaciéban kisebb valdszintiséggel eléfordulé fajhoz nagyobb értéket ren-
deljenek, vagyis, ha valamely 7,7 € {1,2,..., s} esetén m; < m;, akkor legyen
r(i, ) > r(j,m).

Adott r ritkasdgi fiiggvény esetén képezhet6 az r(Xs, ) (a megszokottnal
nagyobb minucidzitassal: az r(., w)oX,) valészinliségi valtozd varhato értéke,
az atlagos ritkasag, sok esetben igy kapunk diverzitasi fiigvényt.

Jojjenek a példak.

2.1.2. Néhany ritkasagi fiiggvény
1. Legyen rang(i, ) := m; utolsé eléforduldsanak helye a m! eloszlasban.
Ez azt jelenti, hogy ha m; = 7;, akkor rang(i, 7v) = rang(j, 7).
A rangot igy szamoljuk:
Last[Position[Sort[p, #2<#1&], p[[i]]]]

Ez nyilvéan az adott populdciéoban kisebb valdszintiséggel eléfordulé faj-
hoz nagyobb természetes szamot rendel. Az ebbdl a ritkasdgi fiiggvény-
bol szamolt diverzitds az R atlagos rangszam: R(s,m) = 17r% + 27r% +
R
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2. Allitas. Az atlagos rangszam teljesiti a diverzitissal szemben td-

masztott elsé harom kdévetelményt.

1. Bizonyitas.

(a) Egy faj valészindiségének helye a csokkend sorrendben rendezett

eloszlds tagjai kozott fiiggetlen az fajok sorrendjétol.

(b) A figguény értéke a monopdliumokon 1, az egyenletes eloszldsndl

(c)

s szamu faj esetén % Teljes indukcioval belatjuk, hogy eqy tet-

szoleges eloszlds esetén a diverzitds a két szélsd érték kiozé esik. Az
allitas s = 2 esetére nyilvanvalo. Foltéve, hogy tetszoleges w € S*
esetén fenndll, hogy

s+1
2

(2.1) 1<1ml 421544 sl <

bizonyitsuk be, hogy (2.1) fenndll tetszbleges o € S*T1 mellett is.
Az (2.1) indukcios feltevés miatt

s+ 1
1< 1(of + 03) + 204+ + 50ty < 5

Mivel

1(of + 05) + 205 + -+ s0byy + (03 + 05 + -+ 0liy)
(2.2) = lot + 205+ 305+ 4+ (s +1)0k, 1,

s,

es
0<os+oy+-+ob, <1,

ezért (2.1) s + 1 esetén is fenndll.

Tetszoleges fajszam esetén a fiigguény értéke a monopoliumon 1,
tehdt a fajszdm ndvelésével nem vdltozik, tehdt specialisan nem
s csokken. Az egyenletes eloszlasndl a diverzitdas értéke a fajszam
monoton névo fiigguénye, vagyis ha noveljik a fajok szamdt, akkor

nd a diverzitdsi fligguény értéke is.
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2. Rogzitsiink egy ¢ rangszamot (¢ € {1,2,...,s — 1}), majd képezziik a
kovetkezo fiiggvényt
. 0 harang(i,m) <gq
(i, m) = .
1 harang(i,m) > q
Ez a fiiggvény nyilvan az adott populacioban kisebb valdszintiséggel el6-

fordulé fajhoz nem kisebb szamot rendel. Az ebbdl szamolt diverzitasi

index pedig az r(X,, 7) valdsziniiségi véltozd varhaté értéke:
Ty(s, ) = 7r$+11 + ﬂé+21 S
amely mennyiséget ¢-tol kumulalt valészintiségi indexnek hivjuk.

3. Allitas. A kumuldlt valosziniségi index teljesiti a diverzitdssal szem-

ben tamasztott elsé hdrom kovetelményt.

2. Bizonyitas.
(a) A permutdcidinvariancia az eléz6hdz hasonléan itt is nyilvanvald.
(b) Tetszdleges q € {1,2,...,s — 1} értékre a monopdliumon a figg-
vény értéke 0, az eqyenletes eloszlasnal 1 (a valdszindiségek dsszege).
A tobbi eloszldsban T, értéke éppen e kettd érték kozé esik, mivel
Ty eqy eloszlds néhdny tagjdnak dsszege.
(c) Névelve a fajszamot a monopdliumon és az egyenletes eloszldasndl

felvett fiigguényértékek nem vdltoznak.

2.1.3. Dichotom ritkasagi fiiggvények

Dichotom ritkasagi fiiggvény értéke csak az i-edik faj elofordulasi valdszi-
niiségétol fiigg, tovabba a fliggés modja fajonként azonos, azaz létezik olyan
monoton csokkend 7 : [0, 1] — R fiiggvény, amellyel Vi € {1,2,...,s}Vmw €
S* r(i,m) = 7(m;). (Ezzel a definiciéval 6sszhangban, az el6z6 pontban be-
vezetett ritkasagi fliggvényeket nem-dichotom ritkasagi fiiggvényeknek

nevezhetjiik.)
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4. Allités. Ha Div(s, ) := E(r(X,, 7)) = 320, m7(m;), ahol az T fiigguény

monoton csokkend, akkor a Div diverzitds teljesiti a sziikséges hdarom feltételt.
3. Bizonyitas.

1. Az index definiciojdbol nyilvdnvald a permutdcioinvariancia, hiszen az

osszeadas kommutativ.

2. A diverzitdsi figguény értéke s szami faj esetén a monopdliumon 7(1),
az egyenletes eloszdsndl 77(%) Tetszoleges ™ eloszlds eseetén a kovetke-

zoket kapjuk:
7(1) < 7(my) = (mytmyte - +rl)i(my) < wif(my) 4y (my)+. . wdr(ml).
A bizonyitandd egyenlétlenség masik felét hasonloan kaphatjuk meg.

3. Div értéke a monopdlimban s értékétdl figgetlenil mindig 7(1). A di-
verzitds egyenletes eloszldsndl s faj esetén 77(%), s+ 1 faj esetén pe-
dig 7(57). Mivel + > =5

s+17?
r(d) <r().

és az T fligguény monoton csokken, igy

A tovabbiakban mutatunk néhany példat dichotém ritkasagi fiiggvényekre.

r(m;) = Div(s, ) | Név Jel
W% S fajok szama
W,1_1 s—1 redukalt fajszam
m—1 1 —m? Gini-Simpson-index | G.S
—In(m) | — Z m; In(m;) | Shannon-index H
i=1
1 ! 1 !
—1In sn —1In sn Brillouin-index Hp
n n
i=1 i=1

Az utolsé esetben az n = (ny,no, ..

>, i Gsszegyedszdmmal szdmoltunk.

., ny) fajgyakorisdg-vektorral és az n :=
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2.2. Koncentraltsag

A sokfaju populacidk jellemzésére hasznélt mérészamok masik csoportja ép-
pen azt méri, hogy milyen mértékben koncentralédnak az egyedek a fajok
korében. Ezeket a méroszamokat hagyomanyosan nem az eloszlasokon, ha-
nem az egyedszamvektoron értelmezik: f : Usen({s} x (RT)*) — R és
koncentraltsagi fiiggvényeknek vagy koncentraltsdgoknak nevezik. Veliik

szemben az alabbi kovetelményeket szokas el6irni.

1. A maésodik valtozéjukban permutaciokra nézve invariansak, tovabb&
skdlainvaridnsak: Vs € NVn € (R")*Ve € Rt f(s,en) = f(s,n).
Specialisan ez azt is jelenti, hogy mégis csak értelmezhetok eloszlasokon

és egyedszamvektorokon egyarant.

2. A legkoncentraltabbak a monopdliumok, a legkevésbé koncentraltak
pedig az egyenletes eloszlasok. Az utébbiakon a fiiggvények értékét
nulldnak szokds venni. Vs € NVn € (RT)* 0= f(s,1°) < f(s,n) <
Fs. ).

3. Legyen s € N, és tegyiik fel, hogy n € (R")*® olyan vektor, hogy vala-
milyen 4, j € {1,2,...,s} mellett 0 < n; < n;. Ha marmost 0 < h < n;
tetszoleges, akkor az Osszes ilyen i, j indexre fenndll, hogy f(s,n) <
f(s,n+ h(ej —e;)). Ezeknek a feltételeknek az a jelentésiik, hogy ha
a kisebb 1étszamu faj egyedét egy nagyobb egyedszamu faj egyedével
helyettesitjiikk (masképp: ,szegény ad a gazdagnak”), akkor a koncent-

raltsag no.

Az aldbbi példdkbdl majd kitlinik, hogy ezek a kovetelmények még az

s = 2 esetben is sokféle koncentraltsagi fiiggvényt engednek meg.

1. Példa. Ha f koncentrdltsagi fiiggvény, vagyis teljestilnek rd a vonatkozo

feltételek, és c € R, akkor cf is koncentrdltsdgi fiigguény.

1. Megjegyzés. Az aldabbi példakbol majd kideril, hogy az viszont nem igaz,
hogy ha f1 €s fs is koncentrdltsdgi figguény, akkor fi: fo = dllando.



2.2. KONCENTRALTSAG 15

1. Tétel. A fenti feltételeket kieléqgité differencidlhato [ fiigguényre teljestil-

nek a kovetkezok.

1. Vs € NVn € (R")®

Ji n; = max{ny,ny,...,ns} = Vh e R" f(s,n+ he}) > f(s,n).

2. Han € (RM)* nem minden komponense egyenld, akkor

VheR" f(s,n+hl®) < f(s,n).

3. A maximalis koordindtdk szerinti jobboldali parcidlis derivaltak nemne-

gativak:
9f(s+0,n)

> 0.

4. Az 1° vektor irdnydban vett jobboldali irdnymenti derivdlt nempozitiv:

Jf(s+0,n)

<0.
01s -

5. limy oo f(s, ':Lfrhhlss) =0. Itt: n:= E;Zl n;.

4. Bizonyitas.

1. Legyen i olyan index, amire n; = max{ni, no,...,ns}. A permutdcidin-
vartancia miatt feltehetd, hogy i = 1. Ekkor a koncentrdltsagi fiigguény

értékei kozt a kovetkezo egyenldtlenségnek kell teljestilnie:

it o ) > fls, ),

n+h’ n+h’ n+h n

(s,

Ez az egyenlotienség viszont kiovetkezik a koncentraltsagi indexek har-

madik tulajdonsagabol (szegény ad a gazdagnak). Vagyis elég beldtni,

hogy
ni+h ng
n+h n Z n+h
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Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a mazimdlis relativ gyakorisdigi faj
relativ gyakorisdiga pontosan annyival nott, mint amennyivel a tobbi faj
relativ gyakorsaga dsszesen csokkent. Tehdt a szegény adott a gazdag-
nak s — 1 lépésben. Ez az dllitas a bizonyitdsok utdn szereplé megjeqy-
zésen alapul. Beszorozva az egyenlet mindkét oldaldt n(n + h)-val, a

kovetkezot kapjuk:
nny + hn —nny — hny = Znn2 + hn; — nn;
i=2
Kiemelve h-t: .
h(n —ni) =h(d)_n)
i=2

Minthogy h # 0, leosztunk h-val:

n= zs: n;.
i=1
Minden lépés megfordithato, igy az dllitdst bizonyitottuk.
2. Lasd [5].
3. Az elsé dllitasban szereplo képletekbol kapjuk az dllitdst.

4. A mdsodik dllitdsban szerepld képletekbdl kapjuk az dllitdst.

5. A (folytonos) f figgvény mdsodik argumentuma limy,_ ., esetén az

egyenletes eloszlashoz tart, melyre pedig a fiigguény értéke 0.

2. Megjegyzés. A harmadik tulajdonsdag gy is teljesil, ha tetszdleges k
(k=1,...,5 — 1)darab fajbol vesziink elemeket, és a legnagyobb relativ gya-
korisagu faj elemeivel helyettesitjiik éket. Formdlisan: legyen h < n;, ahol

i=2,...,8 ésny = max{ny,ny,...,ns} mint az elébb is! Ekkor:

f(ni+khyng —h, ... ngq — hyngao, ... ng) > f(ng, ..., ng).
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5. Bizonyitas. Teljes indukcio k-ra.

k = 1-re igaz, mert ez volt a harmadik tulajdonsdg, amit teljesitenie kell az
f koncentrdltsdgi fiigguénynek.

Tegyiik fel, hogy eqy tetszdlegesen kivdlasztott k < s — 1-re igaz. Ldssuk be,
hogy k + 1-re is igaz! Vagyis feltettiik, hogy

f(ny+khyng —h, ... ngeq — hyngyo, ... ng) > f(ng, ..., ng).

Ha az egyenlotlenség bal oldalan lévd kifejezés... tekintjuk eqy kezdeti eloszlds-
nak, akkor ha erre alkalmazzuk a harmadik tulajdonsadgot, akkor a kévetkezot

kapjuk:

f(n1+(k+1>h7 n2_h7 cee 7nk+2_h7 Nk43,--- 7ns) > f<n1+kh7 n2_h7 s 7nk+1_h> s

A tranzitivitdas miatt pedig ldathatjuk, hogy
f(nl + (k+ 1>h7n2 - h?"'ankJrQ - hunk+37"'7ns) > f(nla--->ns)'

Tehdt ha feltessziik k-ra, akkor teljesil k + 1-re is.

2.2.1. Koncentraltsagi mérészamok

1. A korrigalt Berger—Parker-féle dominanciaindex:

n 1
d(s. n) — max -
(5,m) = Mo
ahol Npax 1= max{ni,na,...,ns}. Ez gyakran haszndlt index, annak

ellenére, hogy egyediil a dominans gyakorisagra érzékeny, hiszen mind-
egy, hogy hany faj szerepel rajta kiviil, csak az szamit, hogy a dominans
fajon kiviili egyedszam mennyi. Konnyt belatni, hogy erre az indexre

teljesiil a harom alapkovetelmény.

(a) A permutécidinvariancia nyilvanvald, hiszen az index csak a leg-

nagyobb elemszamu fajtél fiigg. Mivel az indexet egy hanyadosbol

7”3)-
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(c)

szamoljuk, igy a fajszamok konstansszorosara novelésével a kons-
tans a szamlaloban és a nevezoben egyarant megjelenik, tehat az

index skalainvarians.

A fiiggvény értéke akkor lesz a legnagyobb (%), ha 1,4, értéke a
lehet6 legnagyobb. Ez pedig akkor teljesiil, ha egy kivételével az
Osszes tobbi faj 0 egyedszammal van jelen, ami éppen a monopdli-
umbhelyzetet jelenti. Az egyenletes eloszlas esetében lesz rogzitett
n mellett n,,q. értéke a legkisebb. Ekkor a fiiggvény értéke éppen
0. Az Osszes tobbi esetben a fiiggvény értéke az elobbi két érték

kozt lesz.

Ha a szegény ad a leggazdagabbnak h-t, akkor az index értéke

tmaxth egyébként pedig nem valtozik.

2. A Herfindahl-index:

s

1\ < 1 1
Herf(s,m) =3 (m— 1) =3 w2 tom2 o b
erf(s, ) <7T 3) 2 Lk

i=1

Ez a rogzitett s € N fajszamhoz tartozé w € S° eloszlasnak az %15

egyenletes eloszlastol valo eukleidészi tavolsaga. A masodik kifejezés

— ami a formula eredeti alakja — egyezése az elsé formulaval kénnyen

beldthatd, ha figyelembe vessziik, hogy > 7, m; = 1. Vizsgaljuk meg,

hogy erre az indexre hogyan teljesiilnek-e a feltételek.

(a)

A permutaciéinvariancia itt is nyilvanvald, mert az index a maso-
dik valtozéjaban szimmetrikus. Mivel a fiiggvény eloszlasra van
definidlva, igy a skdlainvariancia itt igy értendo, hogy tetszoleges
n € R esetére a kivetkezOképpen terjesztjiik ki: Herf(s,n) :=
(%)2 — % A képletbol latszik, hogy a konstans szorzd egyarant

megjelenik a szamlaloban és a nevezoében is, igy lehet vele egysze-

rusiteni.
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(b) Latszik, hogy az egyenletes eloszlasndl a fliggvény értéke 0. (Az
els6 formuldaban a szumma minden tagja 0.) Ez minimumbhely, hi-
szen az index négyzetszamok Osszege, tehat nemnegativ értéki.
A fliggvény értéke monopdliumon 1 — % Azt kell még belatnunk,

hogy tetszdleges ™ € S, esetén

S
ZW? <1
i=1
S S
Z T — Z m =0
i=1 i=1
S
Z mi(m —
i=1

Ez mindig igaz, mert az szummaban 1év6 szorzat egyik tagja min-
dig negativ. Minden 1épés megfordihato, igy az allitdst bizonyi-
tottuk.

(c) Feltehetd, hogy ny = Npax, N1 = no. Ekkor a kovetkezd egyenlét-

lenségnek kell teljesiilnie a harmadik tulajdonsag teljesiiléséhez:

_1 TLQ nz 2_1 n1+h n2— nl
G +Z S S +Z

||/\

A kozos nevezodvel vald beszorzas, és az azonos tagok elhagyasa
utan:
ni +nj < (n1 +h)? + (ng — h)?

nl _I_ n nl + n2 _|_ 2h2 + 2h(n1 - n2)
0 < 2h% + 2h(ng — ny).

Ez igaz, mert mivel feltettiik, hogy n; = ns, igy minden tag pozi-

tiv. Minden lépés megfordithatd, igy az allitast bizonyitottuk.
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Nyilvanval6 az alabbi kijelentés.

5. Allitas. Ha f koncentraltsdigi index, ¢ : R — R pedig olyan mo-
noton nové figgvény, amelyre p(0) = 0, akkor p o f is koncentrdltsdgi
index, ugyanis a koncentraltsagi index minden tulajdonsdga egyenlot-

lenséggel van definidlva.

3. Megjegyzés. Ha azonban nem csak egyenldtlenségi feltételeket, ha-
nem eqyenldséqi feltétleket is kirovunk (fiigguényegyenletek formdjaban),

akkor példdul egyértelmiien megkaphatjuk az entrdpidt.(lasd pl.[11])

3. A szérashanyados-index:

V(s,m) = \/le <7:_§) /1 = SZW?—l

Erre az indexre is teljesiil mind a harom feltétel, hiszen ez az index a

Herfindahl-indexnek monoton nové fiiggvénye: o(z) = £,/%.

s

2.3. Kapcsolatok

A definialt méroszamcsaladokkal és relaciéval kapcsolatban természetes mo-
don meriil fol egy sor kérdés. A kérdések egy részére még nincsenek viala-
szok, csupan azért vannak megemlitve itt, hogy egyrészrdl lathato legyen a
megismert indexcsoportok szerepe a matematikaban, masrészrél hatha valaki
kedvet érez ezen elgondolkodni. Mindenekel6tt bevezetiink még egy tovabbi
fogalmat, egy parcidlis rendezést az eloszlasok halmazan ([1, 12]). Legyen
seN;mw 0€S5°.

1. Definicé. Azt mondjuk, hogy a 7 eloszlds kevertebb vagy sztochaszti-
kusan nagyobb, mint a o eloszlds, és azt irjuk, hogy ™ <5 0, ha minden
ke {1,2,...,s} esetén Zle 7Til < Zle g}. Ez a reldcid nyilvdn parcidlis

rendezés az S* halmazon, és Vs € NVm € S* mellett 115 < 7 < 5.
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Az alabbi programrészlet pontosan akkor ad True értéket, ha w < o.
Apply[And, (FoldList [Plus, 0, Sort([pi, #2<#1&]]< FoldList[Plus,
0, Sortl[rho, #2<#1&]])]

1. Igaz-e, hogy kevertebb eloszlas diverzitdasa nagyobb, koncentraltsaga

kisebb?

Legyen 7 kevertebb eloszlas, mint g. A ¢-t6l kumulalt index azt jelenti,
hogy egy bizonyos ¢ indextdl kezdve osszeadjuk a valdszintiségeket, te-
héat a 7 eloszlas ¢-t6l kumulélt indexe nagyobb, mint a mint g eloszlésé,

azaz ebben az értelemben 7r diverzitasa nagyobb, mint g diverzitasa.

2. Mely esetben lesz egy diverzitasi (koncentréaltsagi)index monoton csok-

kend fiiggvénye koncentraltsagi (diverzitasi) index?

3. Lehet-e egy diverzitdsi indexet Ljapunov-fiiggvényként értelmezni, il-
letve Ljapunov-fiiggvénybol képezheto-e diverzitasi index? 1d6tol fiiggo
determinisztikus és sztochasztikus modellekben is fontos szerepet jat-
szik az entropia: a modellek egy részében csokken, minimumét az
egyensulyban veszi fel. Ez nyilvan azt jelenti, hogy a modellek egy
részében a diverzitds no, az egyensilyban veszi fel a maximumét. Fol-
meriil a kérdés, hogy az itt szerepld indexek is bevalnak-e Ljapunov-
fliggvényként, illetve van-e olyan Ljapunov-fiiggvény, amelyikbdl to-

vabbi koncentraltsigi és diverzitasi index képezhetd.

4. Mi a kapcsolat a diverzitasi és koncentraltsagi indexek, valamint a va-

l16szintiségeloszlasok kozotti tavolsagok kozott?

Természetes modon meriil fel a kérdés, hogy az eloszldasok kozotti tavol-
sdgokbol [Andai, 26.oldal] hasznos indexeket lehet-e definidlni a kovet-
kez6 modon: valamely tavolsagban az egyik eloszlast rogzitjiik; legyen
az az egyenletes eloszlas vagy a monopolium. Ezek utan vizsgaljuk az
eloszlasok ettdl vald tavolsagat! Definialnak ezek a tavolsdgok diver-

zitasi, illetve koncentraltsagi indexeket? A tovabbiakban mar csak a
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szamolas eredményeként kapott képleteket irjuk le, majd megprébalunk
parhuzamot vonni a mar meglévé indexek és az itt addédott tavolsagok
kozott.

(a) A Dk, Kullback—Liebler-tavolsag esetén a kovetkezoket kap-

juk:
(2.3) Dir(m, 1°) = Y m;log(m;) + log(s)
=1
1 S
2.4 D, (1%, ) = —1 — = log(m
(2.4) kL(1”, 7) og(s) S;og@r)
(2.5) Dk (e, ) = 71'{ log 71'%

Ezek koziil az elsé a Shannon-index (—1)-szerese.

(b) A Dy Hellinger-tavolsag az aldbbiakat szolgéltatja.

(2.6) Dy(m,1%) =1 — % —~ %Z VT

(2.7) Dy(m,e1) = (\/ﬂ? ~ 1)

(¢) A D,z x*tévolsdghdl a kivetkezék adédnak:

s

(2.8) Dy(m,1%) = s> af—1

i=1
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A (2.10) tavolség 7i-nek monoton fiiggvénye, igy lényegéban azo-
nos a Berger—Parker-indexszel. Mig (2.5) és (2.7) nem mono-
ton fiiggvénye w%—nek, igy nem is hozhato kapcsolatba a Berger—

Parker-indexszel.

5. Hogyan altalanosithaték a definialt fogalmak eloszlasok helyett 1 nyomu

onadjungalt pozitiv definit matrixokra?

Neumann Jéanos az ilyen D maétrixok entrépigjaul a Tr(D log(D)) ki-
fejezést javasolta. Ennek mintdjara érdemes lehet bevezetni a Gini—
Simpson-indexet az 1—Tr(D?) formuléval, vagy a Herfindahl-indexet
a Tr(D?) — % képlettel. Formailag definidlhaté a szérashanyados-
index is: \/W . Erdekes lenne azt is megvizsgalni, hogy ho-
gyan kell a diverzitdsi és koncentraltsagi indexekre vonatkozo6 altaléa-
nos kvalitativ kritériumokat megfogalmazni. Ezzel 6sszefiiggésben az
is megvizsgdlando, hogy az igy definialt indexek milyen D métrix mel-

lett veszik fel a szélsGértékiiket.

2.3.1. Osszefiiggések a két indexcsoport kozott és azo-
kon beliil

Koncentraltsagi indexek kozott:

Herfindahl | Szérashanyados
Berger—Parker 1 2
Herfindahl - 3

1. Rendezett minta esetén a Berger—Parker-index a Herfindahl-index els6

tagjanak monoton novo fiiggvénye.
2. Explicit osszefiiggés a Herfindahl-indexen keresztiil van.

3. A két index kozotti monoton explicit Osszefiiggés:

szérashanyados-index = \/Herfindahl-index x fajszdm
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Diverzitasi indexek kozott:

Redukalt fajszam | GS | H | Hp

Fajok szama 1 2 | 2] 2
Redukalt fajszam - 2| 2
GS - - 13| 4

H - - -15

1. Redukalt fajszam = Fajok szama — 1

2. A Fajok szama a tobbi indexnél mér csak a szumméban jelenik meg,

ugy mint az 0sszeadandd tagok szama.

3. A Shannon-indexet elsé tagig sorbafejtve a Gini-Simpson-index minusz

egyszeresét kapjuk (egy additiv konstanstdl eltekintve).

4. Nincs kozvetlen explicit Osszefiiggés kozottiik, csak a Shannon-indexen

keresztiil.

5. A Brillouin-index a Shannon-index ,,véges megfeleloje”. Vagyis mig az
el6bbiben véges egyedszamokkal szamolunk, addig az utobbiban csak

az eloszlast ismerjiik, az egyedek szamat nem [5].

Koncentraltsagi és diverzitasi indexek kozott:

GS |H | Hp
Berger—Parker | 1 | 2
Herfindahl 4 15

8

Szérashanyados | 7

1. Osszefiiggés a Herfindahl-indexen keresztiil.
2. Osszefiiggés a Herfindahl-indexen keresztiil.

3. Osszefiiggés a Herfindahl- és Shannon-indexeken keresztiil.
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4. Explicit Osszefiiggés:

Herfindahl-index — —GS + 1 —

S

5. A Shannon-indexet elsé tagig sorbafejtve a Herfindahl-index minusz

egyszeresét kapjuk (egy additiv konstanstdl eltekintve).
6. Nincs explicit Osszefiiggés.

7. Explicit osszefiiggés:

szérashinyados-index = V-GS x s + 5 — 1

8. A Shannon-indexet elsé tagig sorbafejtve a szordshanyados monoton

csokkeno fliggvényét kapjuk.

9. Nincs explicit Osszefiiggés.
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3. fejezet

A Pareto-elv

A Pareto-elv, vagy mésnéven a 80-20-as szabdly [2, 10] bizonyos értelemben
egy monopoéliumhoz kozeli eloszlast ir le, vagyis a Pareto-elvnek eleget tevo
eloszlds koncentraltsaga kozel van a monopdliuméhoz (ahol maximalis). Is-
mert diszkrét és folytonos eloszlasokat fogunk vizsgéalni, abbdl a szempontbdl,
hogy milyen feltételek mellett, vagyis a milyen paraméter értékekkel teljesi-
tik a 80-20-as szabalyt. Tovabba megprobaljuk a szabalyt altalanositani a
Pareto-elvben szereplé 80-20 helyett p-q onkényesen valasztott paraméte-

rekre.

3.1. Pareto-elv

2. Definic6. A Pareto-elv: gyakran bekovetkezd eseményeknél fordul eld,

4

hogy eqy valdsziniiségi vdltozdé vdrhato értékéneck 80%-a elddll a lehetséges

értékeinek csak mintegy 20%-dbol. Azazha

eroo x'p(z)dx’
W(x) = ==£
O (e

Zmin

)

akkor W (zg2) = 0.8, ahol Xy, a vizsgdlt W(x) minimalis értéke, xqgo pedig
a 20%-o0s alsé kvantilis: [ p(z')dz’ = 0.2.

0.2

27



28 FEJEZET 3. A PARETO-ELV

A Pareto-elvnek eleget tevo eloszlasok bizonyos értelemben koncentraltab-
bak: barmelyik koncentraltsdgi mértékkel mérve olyan értéket kapunk, amely
kozelebb van a monopdliuméhoz.

Vizsgaljuk innentol, hogy milyen eloszldscsalddokra, és milyen paraméte-

rekre igaz ez az elv!

Hatvanyeloszlas

Ennek az eloszlasnak leginkabb a gyakorlati szerepe jelentOs, hiszen a ter-
mészetben eloforduld jelenségeknek jelentés hanyada kovet hatvanyeloszlast.
Ilyenek példaul: a foldrengések nagysaga, az internetes oldalak nézettsége,
a varosok lakossaganak eloszlasa, vezetéknevek eloszlasa, a Hold-kraterek
atmérojeinek nagysaga. Az, hogy példaul a vezetéknevek eloszlasa hatvanye-
loszlas, azt jelenti, hogy van néhany rendkiviil gyakori vezetéknév, a legtobb
vezetéknév viszont elég ritka.

A hatvanyeloszlas strliségfiiggvénye:

ahol « az eloszlas paramétere, C' pedig a-tdl fiiggd normald tényezo. Elosz-

lasfiiggvényének komplementere pedig

400 T
I R Y e e s

a—1 T imin

ahol C' értékét a kovetkez6 modon kapjuk meg:

+o00 +o0 1-a
1= / p(z)dr = C/ r”%x = —[Cx 1% o

11—«

Zmin Zmin

Ha o > 1, akkor:
C=(a—-1aL

Ha o > 1, akkor a medidn, jeldljik ezenttl x;/,-vel, egyértelmiien megha-

tarozhaté. A medidn az értelmezési taromény azon pontja, amelyre igaz a
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kovetkezo:
+00 1 +o0
| o= [ playas,
T1/2 2 Tmin
vagyis
T1/2 = 21/(0471)3:min-

Ha példaul azt vizsgaljuk, hogy hogyan oszlik meg a vagyon az emberek kozt,
akkor a median elvalasztja a tarsadalom gazdag rétegét a szegény rétegtol.
Nézziik meg a gazdagabb réteg vagyona varhato értékének ardnyat az 6ssz-

vagyon varhato értékéhez képest:

[ wp(a)da
T1/2 _ (I1/2 )fa+2 — 9—(a=2)/(a=1)
S ap(a)de Tuin |

ha o > 2 akkor mindkét integral konvergal.
Altaldban, ha egy eloszlés eloszlésfiiggvényének komplementere a (3.1)-

ben meghatarozott P(z), akkor

+o00
W(r) = [ a'p(a!)da _( T a2
[Fwp(a)de’ Tmin
és ha o > 2, akkor
W = pla=2)/(a=1)

Linearis stirtiségfiiggvényi eloszlas

Ebben a részben olyan eloszlasokat vizsgalunk, amelyeknek linedris a si-
riségfiiggvénye. Nyilvanvaléan ezek olyan nemnegativ fiiggvények lesznek,
amik monoton novék vagy csokkenék. Egy linedris fiiggvény f(x) = ax +
alakban irhato fel, ahol o, 3 € R. Ha « pozitiv, akkor a fliggvény szigorian
monoton no, ha pedig negativ, akkor szigortian monoton csokken. Legyen
az f siirliségfiiggvényiink értelmezési tartoménya az [0, 1] intervallum, érték-
készlete pedig Ry . Keressiik azt az zog € [0, 1] (monoton csékkend fiiggvény
esetén xgo € [0,1]) pontot, és azt az f slirliségfiiggvényt amire teljesiilnek a
kovetkezo feltételek:
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(3.2) /1 ar+ 0 dr=0.2,

Z0.8

(illetve monoton fogyé fiiggvén esetén:
Zo.2
/ ar+ [ dr=0.2))
0

2. Tovabba az f strtiségfiiggvényre teljesiilnek:

(a) Az integralja a [0, 1] intervallumon 1

(3.3) /Olf(x) dx:/olozm—l—ﬁ dr =1

(b) A keresett [0.8, 1] (ill.[0, 0.2]) intervallumon a vérhato értékek ara-
nya 0.8.
1
[y 2laz+3) dx

(3.4) . =0.8
Jo xlax+ ) du

(illetve
[ x(ax + B) dx

fol r(ax+3) dx

Ezek a Pareto-elv teljesiilésének definicié szerinti feltételei. A fiiggelékben

= 0.8)

talalhat6 Mathematica programbdl [13] latszik, hogy egyetlen olyan zgs
pontot taldltunk, amire igaz az (3.2) feltétel, a (3.3) kritériumnak eleget tevé
a mellett, viszon erre az g g pontra nem teljesiil (3.4). Konstans stirtiségfiige-
vény esetén az (3.4) egyenlet bal oldaldn szereplé hanyados negativ értéket

vesz fel. Tehat linearis stirtiségfiiggvények nem teljesitik a Pareto-elvet.



4. fejezet

Alkalmazasok

4.1. Az alapul vett epidemiolégiai adatbazis

leirasa

A szamitasokban és a példakban konkrét, valosiagos statisztikai adatokkal dol-
goztunk (v.6. [7]). 2005 tavaszén Kis Ildiké (e-mail: ildiko.kis@office.ksh.hu)
rendelkezésemre bocsatott egy kozel 6tven tablazatbdl allo, a Kézponti Sta-
tisztikai Hivatal altal készitett adatdllomanyt. A tablazatok epidemioldgiai
adatokat tartalmaznak kiilonboz6 tulajdonsagok szerint vizsgalva; alapvetéen
két f6 szempont alapjan: 2003-as évi adatok egy adott fert6zo betegségben
szenvedék szamarol a 20 f6 teriileti egység kozott elosztva (a 19 megye és
Budapest), illetve egy adott betegségben szenved6k szamanak valtozédsa az
id6 fiiggvényében (a szerepld évek 1970, 1980, 1990, 2000, 2002 és 2003). A
programok, a részletes szamoldsi eredmények és abrak a Fiiggelékben taldl-
hatok; itt csak néhany fontos, illetve jellegzetes eredményt és dbrat emeliink
ki.

31
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4.2. Diverzitas és koncentraltsag epidemiolo-

giai adatoknal

Eloszor a Kozpont Statisztikai Hivatal altal kiildott Bejelentett fert6zo beteg-
ségek szama terilet szerint (2003) cimi tédblazatot kellett a Mathematica-
nak ugy atadni, hogy egy olyan matrix keletkezzen, amelynek az els6 oszlopa
a teriileti egységek (megyék) nevét tartalmazza, az elsé oszlopa pedig a be-
tegségek nevét, amik most csak szamok 1-t0l 22-ig. A matrix elemei szamok,
a kovetkezoképpen definidlva: a;; az i-edik megyében a j-edik betegségben

szenvedo regisztralt betegek szama.

4.2.1. Koncentraltsag

A betegségek tertileti eloszlasainak koncentraltsag szerinti tulajdonsagait fog-
juk ebben a részben vizsgalni. A vizsgalatban hasznélt koncentraltsagi inde-

xek a mar kordbban definialt fiiggvények, a kovetkezok:
1. Korrigalt Berger—Parker-féle dominanciaindex,
2. Herfindahl-index,
3. szérashanyados-index.

Még mielott lefuttatnank a programot, vagyis alkalmaznank ezeket a fiigg-
vényeket a tablazatra, lehet kovetkeztetni az indexeknek az implicit alakja-
bél is arra, hogy melyik milyen tulajdonsidgi. A Berger—Parker-féle do-
minanciaindexnél csak a legnagyobb relativ gyakorisag és a fajok szama
szamit. Ez az index nem kiilonboztet meg két olyan populaciét, amelyekben
e ketté azonos, de a tobbi relativ gyakorisag kiilonbozik benniik. A mésik
két index, ahogy azt mar korabban lathattuk, egymasnak monoton fiiggvé-
nye. fgy még a tényleges alkalmazas elott gondolhatjuk, hogy a méasodik két

index értékeit érdemes jobban figyelni. Viszont az is igaz, hogy e két index
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altal felvett értékek valészintileg kozel ugyanugy fognak viselkedni a tablazat
oszlopain.

A program lefuttatdsa utdn a masodik és harmadik index szerint a be-
tegségek két, egymastol elkiilonitheto csoportra oszthaték. Néhény betegség
koncentraltan jelenik meg a teriileteken, mig a tobbség inkabb szétoszlik a
megyékben. (Megjegyezziik, hogy az alabbi abrak szemléltetd jellegliek, mi-
vel az dbran szereplo formélis betegségr—index fliggvényeknek nem értelme-
sek gyakorlati szempontbdl. Az EXCEL program szokasos oszlopdiagramm-
jaihoz hasonlitanak.) A Herfindahl-index értékei:
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4.1. 4bra. A Herfindahl-index értékei

A szérashanyados-index értékei:

A Herfindahl-index szerinti 6t legkoncentraltabb betegség a kovetkezo:

Hepatitis infectiosa,

Hepatitis A,

ATDS,

Keratoconjunctivitis epidemica (Jarvanyos kotShéartya-gyulladés),

Halalos kimenetelii nosocomialis sepsis.
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4.2. abra. A szérashanyados-index értékei

A szorashanyados-index szerinti 6t legkoncentraltabb betegség a ko-

vetkezo:

e Hepatitis infectiosa,

Hepatitis A,

Hepatitis B,

o AIDS,

Keratoconjunctivitis epidemica (Jarvéanyos kot6hartya-gyulladés).

Egy betegség eltérésével ugyanaz az eredmény mindkét index szerint.

4.2.2. Diverzitas

Most ugyanazt az adatsort fogjuk elemezni dichotom diverzitasi indexekkel.

Az indexek az alkalmazéasuk sorrendjében a kovetkezok:
1. fajok szama,

2. redukalt fajszam,
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3. Gini-Simpson-index,
4. Shannon-index,
5. Brillouin-index.

A koncentraltsiagi indexekhez hasonléan diverzitasi indexeknél is mar a
képlethdl lehet latni, hogy melyik fliiggvénynek mi a jelentosége. Mivel az els6
két index teljesen érzéketlen az eloszlasra, vagyis a relativ gyakorisdgokra, igy
azok csak emlités szintjén jelennek meg ebben a részben. A Gini—Simpson-
¢és a Shannon-index kozos tulajdonsaga, hogy mindkettében csupéan a rela-
tiv gyakorisdgokat kell ismerni, vagyis a populdcio egyedszaméra nincs sziik-
ség a méroszam kiszamitasahoz. Ezzel szemben a Brillouin-indexben rela-
tiv gyakorisagok helyett egyedszamokkal szamolunk. Fzt a fiiggvényt, ami az
el6z6hoz hasonlbéan egy entrépia, a szakirodalom gyakran a Shannon-index
véges megfelelojének nevezi, még pedig éppen az elobb emlitett kiilonbség
miatt. Ha lefuttatjuk a programot a tablazat oszlopaira, akkor valéban lat-
hatjuk, hogy az els6é két index nem mond el til sokat a betegségek terii-
leti diverzitasardl, csupan azt, hogy hany megyében fordulnak elé. A tobbi
fiiggvénynél viszont, ahogy a koncentréaltsagoknal is, szét lehet bontani a be-
tegségeket diverz és kevéshé diverz csoportra. Ha tgy gondoljuk, hogy kéz-
zelfoghato az ellentét a koncentraltsag és a diverzitas jelentésének tartalma
kozott, akkor igaznak kell lennie annak, hogy az 6t legkoncentraltabb beteg-
ség egyben az 0t legkevésbé diverz betegség is. Némely diverzitasi indexnél
ez teljesiil is a tablazatra, viszont nem jellemz6, hogy az indexek pontosan
ugyanazt az 0t betegséget valasztjak ki.

Nézziik meg e harom index szerint legkevésbé diverz betegségeket, majd
vessiik 0ssze a Herfindahl- és a szorashédnyados-index szerint legkoncentral-
tabb betegségekkel!

A Gini—-Simpson-index szerinti 6t legkevésbé diverz betegség:

e Hepatitis infectiosa,
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4.3. abra. A Gini-Simpson-index értékei

A(2) 4. diverzitasi index valtozasa
a betegseég fiiggvényében
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4.4. dbra. A Shannon-index értékei

Hepatitis A,

o AIDS,

Keratoconjunctivitis epidemica (Jarvanyos kotShéartya-gyulladés),

Halélos kimenetelli nosocomialis sepsis.

A Shannon-index szerinti 6t legkevésbé diverz betegség:

e Hepatitis infectiosa,
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4.5. 4bra. A Brillouin-index értékei

Hepatitis A,

e AIDS,

Keratoconjunctivitis epidemica (Jarvanyos kotShéartya-gyulladés),

Halélos kimenetelii nosocomialis sepsis.

A Brillouin-index szerinti 6t legkevésbé diverz betegség:

Hepatitis infectiosa,

Hepatitis A,

e AIDS,

Keratoconjunctivitis epidemica (Jarvanyos kotShéartya-gyulladés),
e Encephalitisinfectiosa.

A szamitasi eredményekbdl is jol latszik, hogy a legkoncentraltabb betegségek
csoportja legfeljebb egy betegségben kiilonbozik a legkevéshé diverz betegsé-
gek csoportjatol. Ez is azt bizonyitja, hogy az az elméleti sejtés, miszerint
a koncentraltsagi és a diverzitasi indexek kozotti kiillénbség nem tobb, mint

azonos tipusu indexek kozti eltérés, a gyakorlatban is igazolddni latszik.
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4.3. A koncentraltsagi és diverzitasi indexek
idofiiggése

A bejelentett fert6z6 meghetegedések szama és ardnya cimi tablazat adataira
alaklamaztuk a fent bevezetett koncentraltasgi és diverzitasi indexeket, igy
képet kaptunk azok idébeli valtozasardl. Eszerint megéllapithatjuk, hogy
a kiilonféle koncentraltsagi indexek is hasonléan valtoznak, és a kiilénb6zo
diverzitasi indexek is hasonléan valtoznak.

Ezek az adatok azt mutajtak, hogy az utébbi idoben Magyarorszagon a
fert6zo betegségek koncentraltsaga no, ennek megfeleléen diverzitasuk csok-
ken, barmelyik méroszamot hasznéljuk is.

A részletes szdmoldsok és dbrak a 2. Mellékletben lathatok.

4.4. A Pareto-elv érvényesiilése epidemiolo-

giai adatoknal

A Pareto-elv teljesiilésének a feltételeit ellenérizni tudjuk egy adott min-
tan, ha meg tudjuk allapitani, hogy milyen eloszlasbdl szarmazik a minta, és
becslést tudunk adni az eloszlas paramétereire. Itt is a Bejelentett fertdzd be-
tegségek szama teriilet szerint (2003) tablazatot fogjuk elemezni az egyes be-
tegségek teriileti eloszlasa szerint. El6szor azt a sejtésiinket igazoljuk, hogy a
betegségek eloszlasa hatvanyelszlas. Mint azt mar lattuk az eloz6 fejezetben,
a hatvanyeloszlasokkal konnyt dolgozni, mert altalanossagban kiszamithato,
hogy milyen paraméterek mellett teljesitik a Pareto-elvet.

Az elemz6 program tugy miikodik, hogy vesziink egy betegséget, és az
egyes teriileteken bejelentett fert6zottek szaméat eloszor csokkend sorrendbe
rendezziik, majd igy abrazoljuk egy logaritmikus koordindta-rendszerben.
Erre a pontsorozatra illesztiink egy egyenest, ez lesz a regresszids egyenes.
Majd egy beépitett fiiggvény segitségével megéllapitjuk, hogy a minta illeszkedik-

e az egyenesre. A pontokhoz illesztett regresszids egyenes illeszkedését a
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varianciaanalizisen alapulé F-prébaval vizsgdlva azt taldltuk, hogy 95%-os
szinten az illeszkedés elfogadhatd. Ez minden esetben teljesiil, vagyis mind-
egyik pontsorozat kozelitheto egyenessel. Ami azt jelenti, hogy eloszlasaik

megfelelnek hatvanyeloszldsoknak [3, 4].

el enzes[2]

Hepatitis infectiosa

25 °
2
1.5
1
0.5

Estimate SE TSt at PVval ue
{Par aneterTable > 1 2.0842 0. 0869171 23.9792 0
X -0. 0892459 0. 0072557 -12. 3001 0
RSquar ed - 0. 893675, Adj ust edRSquar ed —» 0. 887768, Esti mat edVari ance - 0. 0350091,
DF Sunf Sq MeanSq FRati o PVal ue
Model 1 5.29661 5. 29661 151. 293 0
ANOVATabl e > ' 18 0. 630163 0. 0350091
Tot al 19 5.92677

4.6. abra. Egy példa a program outputjara

Ezen az abran lathatd, hogy elsé kozetitésként elfogadhatd a hatvany-
fiiggvény hipotézis, de valdszintinek latszik, hogy egy altalanosabb fiiggvény
csaladdal valé illesztés még pontosabbnak bizonyulhat. Ilyen altalanosabb

csalddot alkotnak a Zipf-Mandelbrot eloszlasok [8]: F(i) = p; = Fioe» ahol

a és c az eloszlas paraméterei, b pedig konstans.
A kovetkezd dbran egy lathatéan szép illeszkedés szerepel, ami foleg azért
jott létre, mert elég sok adattal dolgozott a program. Ez jelen esetben azt

jelenti, hogy minden megyében jelentés esetszamot regisztraltak. Ilyenek



40 FEJEZET 4. ALKALMAZASOK

példaul azok a fert6zo gyerekbetegségek, amelyek ellen nem adnak véddéoltast.

Toxoplasmosis

4.7. abra. Lathatd az illeszkedés

Ezen az dbran pedig olyan illeszkedés lathatd, ahol a betegség nem az
egész orszaghban elterjedt, sot ahol elofordul, ott is viszonyleg kevés a ferto-

zottek szama. Ilyenek példaul a vér utjan terjed6 betegségek.

Hepatitis C

25 5 75 10 125

4.8. dbra. Kevés adat miatt kevésbé illeszkednek a pontok
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