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Eloszo

Az elmilt tiz évben rohamosan fejlédd, szimbolikus szamitasokra is képes
matematikai programcsomagok 1j tavlatokat nyitnak a matematika alkal-
mazdsai, kutatdsa és oktatdsa el6tt. A matematika sok teriiletéhez segit-
séget nyujté szimbolikus programcsomagok koziil az egyik legnépszeriibb
és legelterjedtebb a Wolfram Research Institute altal 1étrehozott és terjesz-
tett Mathematica program (néha nyelvet mondunk). A program megva-
sarléja az Osszesen tobb mint 1400 oldalnyi [3, 89] referenciakonyveket is
kézhez kapja. Angolul, németiil, japanul, francidul és més nyelveken mar
majdnem 100 konyv jelent meg kiilonféle aspektusairdl és alkalmazésairdl.
Magyar nyelven azonban eddig nem allt rendelkezésre rendszeres bevezetd.
Ennek a hianynak a pétlasan kivil azt is célul tiliztiik ki, hogy viszony-
lag rovid terjedelemben, lehetdség szerint teljes attekintést adjunk a nyelv
lehetdségeirdl, beleértve a kiegészitd csomagokat is. Azt szeretnénk, ha a
matematika valamely fejezete irant érdekl6d6 Olvasét a legrovidebb idén
beliil eljuttathatndnk oda, hogy a leheté legmagasabb szinten kapjon se-
gitséget a programtdl sajat alkalmazasi, kutatasi és oktatasi feladatainak
megoldasdhoz.

¢ El6zmények, olvasdk, el6ismeretek

A Mathematica programcsomagot 1992-ben kezdtiik el oktatni a Go6dol-
161 Agrartudoményi Egyetemen, egy évvel késébb pedig az E6tvos Lorand
Tudomaéanyegyetemen. Itt szerzett tapasztalataink alapjan az Olvasé véarha-
téan rendelkezik elemi szamitégépes ismeretekkel, és érdekli a matematika
alkalmazdsa, vagy oktatdsinak (szamitdgépek felhaszndldsdval torténd) meg-
ujitdsi lehetdségei. A fizikus, geofizikus, gépészmérnok, programozd, prog-
ramtervezo stb. szakos egyetemistakon kiviil rendszeresen taldlkoztunk dok-
toranduszokkal és fiatal egyetemi oktatokkal is a hallgatdsag soraiban, koz-
tiik gyakorlé biolégussal, fizikussal, matematikussal, mérnokkel, vegyésszel.
Az el6fordulé matematikai fogalmakat és tételeket csak abban az esetben
ismertettiik, amikor ennek sziikségét éreztiik. Mindezek alapjan dgy gon-
doljuk, hogy matematikabdl a konyv nagy részének elolvasidsdhoz elegendo
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valamilyen egy-masfél éves egyetemi kurzus elvégzése, de idonként ra fo-
gunk mutatni azokra a lehetoségekre, amelyek a matematikust segithetik a
kutatasban.

Kiilonleges szerepiik lehet a tandr-olvaséknak: 6k segithetnek annak meg-
mutatasaban, hogy akar az altaldanos iskolatdl kezdve lehet talalni a prog-
ramban felhasznélasra méltd, érdekes elemeket.

e Miért a Mathematica?

Néhany megjegyzést tesziink a tobbi szimbolikus csomagrol és a Mathema-
tica hozzdjuk vald viszonyarol. Mindenekel6tt megemlitjik, hogy magyar
nyelven az els6 ilyen programcsomagrél szélé konyv a DERIVE program
oktatdsi alkalmazésairdl szamolt be [79], s ez méar két kiadasban is napvila-
got latott. A legutébbi idében tobb konyv is megjelent illetve megjelenében
van a — matematikus korokben szintén népszerii — MAPLE V program-
ol [42, 56]. Magunk mindezt érvendetes eseménynek tekintjiik, s reméljiik,
hogy az angol nyelvii irodalommal szemben meglévé elmaradas felszamola-
sdhoz jelen munkaval is hozzdjarulhatunk. Azt reméljiik, hogy a MAPLE
V vagy a DERIVE program hiiséges hasznaldja is talal 6tleteket konyviink-
ben, ahogyan mi is vettiink mas nyelvekrél szolé konyvekbdl feladatokat,
oktatasi és programozasi Otleteket egyarant.

Miért éppen a Mathematicdaval foglalkozunk?

Jelenlegi ismereteink alapjan tgy latjuk, hogy a matematikai program-
csomagok mar ma is, és a kozeli jovoben még inkabb képesek lesznek arra,
hogy a programozassal, szdmitastudoméannyal és numerikus matematikaval
nem hivatdsszeriien, de kényszertien foglalkozo6 fizikusok, mérnckok, orvo-
sok, vegyészek és mas szakemberek szellemi energidjdnak jelentds részét
felszabaditsdk. Ily moédon sokkal tobb idejiik marad a megfelel6 modellek
felallitasara, a kapott eredmények elemzésére és értelmezésére.

Feliiletes szemlél6 szaméra a legnépszeriibb szimbolikus programcsoma-
gok — mivel nyilvanvaléak és jél definidlhatéak a felhasznéldi igények —
hasonléan viselkednek. Jellemzo6, hogy az egyik program hirdetésében sze-
repld feladatok a mésikkal altaldban megoldhaték. Amiben az egyik lema-
rad, igyekszik utolérni a masikat. A Mathematica példaul grafikai és anima-
ci6s képességeivel (ideértve a hangképzést is) tiint ki kordbban, a tobbiek
szamara ebben ez a program volt a minta.

Amiben ma is kiemelkeddnek tlinik, az a kiilonb6z6 programozdsi stilu-
sokat lehetové tévé eszkoztara. A tSbbi nyelv olyannak latszik, mint egy ha-
gyomanyos proceduralis programozasi nyelv, azzal a tobblettel, hogy szim-
bélumokkal és tetszélegesen nagy, illetve tetszélegesen pontos szamokkal is
lehet szamolni benniik. A Mathematicdban viszont méd van arra is, hogy
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hasznaljuk a szabalyalap és az objektumorientalt programozas mddszereit;
végiil — de taldn ez a legfontosabb — a rendszer készit6i és aktiv hasznaléi
a funkciondlis programozdst kiilonlegesen hatékony eszkozzé tették. Ujra
(nem el@szor, de valdsziniileg nem utoljara a szamitdstechnika torténeté-
ben) elmondhatd, hogy altala lehetévé valik, hogy a felhaszndlénak csak a
feladatot kell megfogalmaznia, mégpedig a matematika nyelvén, s a megol-
dés teljesen a program dolga. Természetesen nem lehet eléggé hangsilyozni
az ellendrzés fontossagét, hiszen bonyolult programrol (programokrél) van
S70.

Tegylink néhény kritikai megjegyzést is. A Mathematica rendkiviil hosszu
azonositékat haszndl, hogy ne kelljen a felhasznalénak kitalalnia az eset-
leges roviditéseket. 1zlés kérdése, hogy ezt a tényt a felhasznalé hogyan
viseli el. Ahhoz, hogy a programmal komolyabb szimbolikus szdmitdsokat
lehessen végezni (ami pedig a legalapvetébb deklardlt célja az ilyen prog-
ramoknak), nagyon alaposan meg kell azt ismerni. Néhany esetben egészen
egyszeri feladatok megoldasaként hibas eredményt kaphatunk. Ez figyel-
meztet arra, hogy az eredményeket kritikusan kell fogadnunk és érdemes
tobbféleképpen is ellenérizniink. Idonként az a benyomdsunk, hogy egyes
feladatokat csak nagyon nehézkesen lehet vele megoldani. (Példdul ami-
att, hogy a szdmok alapértelmezésben komplexek.) Ennek a hatranynak
az értékelésénél vegylik azonban figyelembe, hogy egyetlen gyakorlé mate-
matikusnak vagy alkalmazénak sem kell a matematika minden teriiletére
tekintettel lennie, elég, ha egy sziik tertileten viszonylag kovetkezetes elne-
vezéseket, jelOléseket, szokasokat alakit ki. A Mathematica viszont, amint
Wolfram koényvének alcime mondja, olyan rendszer, amely lehetévé teszi
a szamitégépes matematizalast (nem pedig az algebrai, numerikus vagy
statisztikai vizsgalatokat). Ez a nagyigényii célkitiizés rengeteg olyan prob-
lémat vet fel — és a megoldasok nem is olyan rosszak —, amellyel gyakorld
matematikus vagy alkalmazdé nem is talalkozik.

e Alkalmazas, oktatas, kutatas

A matematika alkalmazdsdban (akér j teriiletrdl, akar ismert eredmények
oktatasardl van szd), a matematikai programcsomagok hasznalatanak jelen-
tésége abban 4ll, hogy a siulypont adttevodhet a mddszerekrdl az esettanul-
manyokra. Eddig egy-egy alkalmazasi feladat megoldasa rengeteg energiat
emésztett fol, ma pedig ezekkel a programokkal egy-egy tandra alatt teljes
alkalmazésok megoldasa végigkovetheto.

Az eddigiekben els6sorban matematikan kiviili alkalmazasokra gondol-
tunk. Reméljiik azonban, hogy egyre tobb matematikus is hasznosnak fogja
taldlni kutatomunkdjihoz egy ilyen program megismerését, mert a segitsé-
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gével folvetddé munkahipotézisei sok esetben sokkal gyorsabban ellendriz-
hetok, mint papiron, ceruzaval.

Szinte nyilvanvald, hogy a matematika oktatdsdban egy ilyen program-
csomag jol hasznalhaté. Sokkal kevésbé nyilvanvalé az, hogy hogyan. A
matematika oktatdsandl altalanos elv lehet, hogy valamely teriilet alapfo-
galmait a hagyomanyos mddon érdemes elsajatittatni (ekdzben legfeljebb
a tanar haszndlja a programcsomagot illusztralds céljabol), majd a koévet-
kezo teriiletnél a mar megtanult részhez tartozd szamitdsokat a hallgato
is végezheti szamitégéppel. Példaul a linedris algebrai alapok megfeleld el-
sajatitasa és begyakorldsa utan mar sokkal hatékonyabban tudunk a diffe-
rencidlegyenletekre vagy a statisztikara koncentrélni, ha a sajatértékeket és
sajatvektorokat nem kézzel szamoljuk.

A matematika oktatdsanak két szélséséges allaspontja — sarkitott meg-
fogalmazasban — az élményszerzést, illetve a pontossagot tartja a legfonto-
sabbnak. Orvendetes, hogy a Mathematica mindkét allaspont képvisel6inek
pozitiv érvekkel szolgalhat: mdédot ad arra, hogy akar a tiszta, akar az alkal-
magzott matematika teriiletén a tanulé a megszokottnal jéval tobb példaval
ismerkedhessék meg (anélkiil, hogy beleveszne az unalmas rutinmunkéba),
masrészt lehetévé teszi, hogy a matematikdban megszokott legszigoribb
(esetenként azon tilmend) pontossdgot alkalmazzunk.

e Felépités

A konyv felépitése a kovetkezd: Elészor altalanos attekintést adunk a ma-
tematikai programcsomagokrél, majd a Mathematicdrdl. Ez utébbi fejezet
2.3. szakasza ismerteti a Mathematica konstrukcios alapelveit; ehhez a nehe-
zebb részhez a késébbiekben tobbszor érdemes visszatérni, s6t: bocsanatos
biinnek tartjuk, ha a tiirelmetlen Olvasé els6 alkalommal nem olvassa vé-
gig ezt a szakaszt, hanem sietve rétér a 3. fejezet 6t érdekld szakaszara.
A kényv gerincét ugyanis a 3. fejezet képezi, amely a matematika néhany
fontos tertiletét targyalja, abbdl a szempontbdl, hogy az adott tertilet fela-
datainak megoldasa hogyan teheté konnyebbé a program felhasznélaséval.
Miel6tt azonban az Olvasé ratér az analizisrél vagy a szamelméletrdl szold
szakasz olvasdsara, valdszintileg helyesen teszi, ha a 3.1.3-3.1.5. pontot, a
3.2. szakaszt (és esetleg a 3.3.-at is) dttanulmédnyozza. A programozas irant
érdekl6dé Olvasd szamara nyilvan nem a 3. fejezet valamelyik szakasza,
hanem a 4. fejezet nyujt némi (rendkiviil véazlatos) tdjékoztatdst. Azt gon-
doljuk, hogy — feladattdl fiiggéen — majdnem mindenki hasznosithatja
majd az 5. fejezet valamelyik részét. Végiil a hivatkozdsok és kulcsszavak
jegyzékét abban a reményben &llitottuk Ossze, hogy ezzel minden Olvasd
szamara konnyebben kezelhetévé tessziik a konyvet.
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Az egyes részeknél kozolt gyakorlatok és feladatok nehézségi szintje és
szama valtoz6. Ezen a helyzeten talan egy késObb osszeallitand6 példatér
fog majd segiteni. Ugy véljiik azonban, hogy a legtobb Olvasé rendelke-
zik szdmos sajat problémaval, és éppen azok megoldésdhoz keres hatékony
eszkozt.

Az Olvasé munkajat megkonnyitheti az, hogy a konyv példait elhelyez-
tiik a MathSource-on (14sd a 2.5.1. pontot). Létezik viszont egy kiilonleges
funkciéju ingyenes kiegészité program is ugyanott (0204-972), a MathRea-
der, amellyel a Mathematica altal irott allomanyok elolvashaték. Reméljiik,
hogy példaink és a MathReader egyiittesen teljes és gyors attekintést adnak
a Mathematica lehetOségeirdl annak az Olvasonak, aki még nem rendelkezik
a programcsomaggal.

e Jelolések

= definiadl6 egyenlség

AcCB az A halmaz (nem feltétlentl valédi) részhalma-
za a B halmaznak

N a pozitiv egész szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

Z, Adot p primszam esetén az egész szamok halma-
zénak mod p maradékosztalyai altal meghataro-
zott test

Q a racionalis szamok halmaza

R a valdés szdmok halmaza

C a komplex szamok halmaza

C™"™  (m,n € N) az m X n-es komplex értékli matrixok halmaza

f:A— B az A halmazon értelmezett B halmazbeli értéke-

ket felvevé fiiggvény
e Ko6szonetnyilvanitas

A Mathematica programmal valé ismerkedés és a konyv megirdsa kézben
szamos Otletet és hasznosithaté birdlé megjegyzést, valamint biztaté tamo-
gatast kaptunk kollégainktdl és tanitvanyainktdl az Eotvos Lorand Tudo-
ményegyetemen és a G6dolléi Agrartudomanyi Egyetemen.



12 FEl6sz0

A program hasznalata kozben felmeriilt kérdéseinkkel elsésorban Warren
Boont, a Wolfram Research Inc. (réviden: WRI) hivatdsos eurdpai tanécs-
adéjat bombaztuk, a felfedezett vélt és valdsdgos hibak miatt 6t vontuk
allandodan felelGsségre. Vélaszaival nagyban hozzajarult ahhoz, hogy kony-
viink hasznosabb, informativabb legyen.

A konyv frasat részben az MKM 419. és 3306. szamu pélyazatanak ke-
retében végeztiik.

Pelikan Jézsef és Van Péter lektorként matematikai, nyelvi, szamitds-
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1. Matematikai
programcsomagok

Maér az 6korban megjelentek az emberi tevékenységnek olyan tertiletei, ame-
lyek kiilondsen sok szdmolast igényeltek. A széamoldsok elvégzésének meg-
konnyitésére tobb mddszer kindlkozott. Egyrészt tdbldzatokban rogzitet-
ték a gyakran haszndlt részeredményeket (Babilénidtél Napierig); masrészt
(cél- és univerzalis) mechanikus, kés6bb elektromos, majd elektronikus szd-
moldgépeket készitettek (az abakusztdl a logarlécen at az IBM PC-ig); végiil
pedig — kiilongsen az alkalmazott matematika legnagyobbjai (Arkhimé-
désztél Newtonon at Eulerig) — olyan eljdrdsokat dolgoztak ki és alkal-
magztak, amelyek pontosabb eredményekhez kevesebb szamoldsi munkéval
vezettek el.

Nem meglepé tehat, hogy a szamitastechnika fejlédésének korai szaka-
szaban (koriilbelil 1950-ig) a matematikusok (gondoljunk példaul A. M.
Turingra, Neumann Jénosra, vagy éppen Kalmar Lészlora) jelentds szere-
pet jatszottak. Az 6tvenes évektdl megindulé fejlédés azonban — a be nem
valtott igéretek, a tervezetlenség, a felhaszndlok (koztitk a matematikusok)
igényeinek figyelmen kiviil hagyasa és mindenekel6tt az alacsony teljesi-
téképesség — egyre inkabb eltdvolitotta a matematikusok taborat a sza-
mitdégéptol. Kivételt talan csak a statisztikusok, a diszkrét matematikaval
foglalkozok egy része és a numerikus matematikusok egy része (!) jelentett.
(Ennek az idGszaknak a szamitastechnikusai, persze, a matematikusok ro-
véasara irjak a szakadék kialakuldsat.) Numerikus szamoldsok végzésére eb-
ben az idészakban is szamos vegyész, fizikus vagy kozgazddsz alkalmazta a
szamitégépet.

A hatvanas-hetvenes években felvet6dott, tipikus probléma volt az, hogy
hogyan lehet a szamitogép segitségével egy fiiggvény derivaltjat vagy vala-
melyik primitiv figgvényét a fliggvényt megadd képletbdl szimbolikusan ki-
szamitani. Erre (a lengyel forma felhasznalasaval) tobb szerz6 is adott meg-
oldast. (Megjegyzendd, hogy az eredményt példdul az érzékenységi egyen-
letek felirdsahoz, tehat szdmoldsi célra hasznaltdk.) Ebben az idészakban
kezdtek foglalkozni tételbizonyitd, tolmdcs- és sakkprogramok irdsaval és lo-
gikai programozasi nyelvek megalkotasaval is, hogy csak néhanyat emlitsiink
a szamitastechnika nem-numerikus alkalmazasai kozil.
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A szamitogépek sebessége és az elméleti eredmények a nyolcvanas évek
elejétdl fogva lehetévé tették azt, hogy matematikai feladatokat megol-
dé numerikus programcsomagok mellett szimbolikus programcsomagok (igy
fogjuk nevezni a tovabbiakban azokat a programrendszereket, amelyeket
angolul computer algebra systems néven emlitenek, s korabban formulama-
nipuldcios rendszereknek hivtak) is létrejojjenek. A technika rohamos fejlé-
désével parhuzamosan 6rvendetes médon a matematikai programok gomba
moédra szaporodnak.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a Notices of the American Mathema-
tical Society cimi folydirat 1994. decemberig rendszeresen kézolt ismerteto-
ket, illetve Gsszehasonlitdsokat az ilyen jellegli programokrol. A 40. kotet 6.
szama (1993. julius—augusztus) példdul mintegy 50 ilyen program néhény
fontos adatat tartalmazza. Az ott ismertetett adatbézis egyébként a

‘ math.berkeley.edu

szédmitégép pub/Symbolic_Soft konyvtirdban megtaldlhaté. Ide beje-
lentkezni az anonymous jelszéval lehet. Az 1995. februdri szam pedig kozli
az e témaban megjelent cikkek indexét.

Matematikai programcsomagokrdl az

ftp.can.nl

szamitogéprol is szerezhetliink informécidkat. Erre a gépre is az anonymous
jelszéval jelentkezhetiink be.

Megjegyezzilk még azt is, hogy tobb ilyen program kereskedelmi for-
galomban kaphaté. Jénéhany koziilikk azonban ingyenes (public domain)
program, és ezek egy része példaul az utébb megemlitett holland géprdl is
megszerezhetd.

1.1. Szimbolikus programcsomagok

A matematika alkalmazdsanal vagy kutatdsdndl, sOt az oktatdsa sordn is
gyakran kell rutinjellegli szimbolikus miiveleteket végezni. Gondoljunk a
polinomokkal végzett kiilonféle miiveletekre (példaul a polinomfaktorizaci-
6ra), egyenletek és egyenletrendszerek megoldédsédra vagy fliggvények primi-
tiv fliggvényeinek meghatdrozasara. A szimbolikus programcsomagok egyik
célja éppen az, hogy az ilyen tipusu feladatok megolddsihoz is segitségiil
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ajanlja a szamitégépet. A lehetOségek ilyen kib&vitése mindségi vdltozdst
hozott a matematika és a szamitégép kapcsolatiba.

A kolt6 Byron lanya, Lady Ada Lovelace volt az els6, aki 1843-ban folve-
tette, hogy szimbolikus szamitasokat géppel kellene végezni. Az Gtlet meg-
val6sitasa azonban toObb mint szdz évet véaratott magéra, mivel ennyi id6
kellett ahhoz, hogy az elmélet és a technikai eszk6zok egyarant megfelel
fejlettségi szintet érjenek el.

Széljunk néhany szot arrdl, hogy szerintiink miért érdemes hasznalni
a matematikai programcsomagokat. Elsésorban azért, mivel ezek nagyon
sok beépitett fliggvényt tartalmaznak, amelyek Gsszetett feladatok (példaul
polinomok faktorizacidja, fliggvények abrazolasa, derivaltfiiggvény megha-
tarozdsa, primitiv fiiggvények keresése, gorbeillesztés) megoldasara szolgal-
nak, ezért konnyen és gyorsan végezhetiink el veliik rutinjellegli szimbolikus
és numerikus szamitasokat.

E programcsomagok egyik f6 erénye az, hogy programozhatok, azaz a
beépitett utasitasok bizonyos nyelvtani szabélyok betartasdval osszeflizhe-
tok, igy a lehetOségeik a felhasznald igényeinek megfelelden folyamatosan
bovithetdk.

A rendszerek tobbsége Osszekapcsolhatd mas felhasznal6i programokkal
és programozasi nyelvekkel.

Emlitsiink még néhany olyan tipikus helyzetet, amikor segitségiinkre le-
hetnek a matematikai programcsomagok. Példaul sejtések kialakitdsdndl
sok esetet vizsgalhatunk meg. Bizonyitasukhoz vagy cafolatukhoz is felhasz-
nalhatjuk a meglévo eszkozoket. Egy-egy esettanulmdnyt sokkal kevesebb
energiaval készithetiink el, mint hagyomanyos moédszerekkel. Az oktatdsban
a fentieken kiviil is gyiimoélesoz6en hasznalhatjuk e rendszereket, példaul fo-
galmak kialakitdsanal és eredmények illusztraldsanal.

Igen sikeresen alkalmaztdk mér ezeket a rendszereket olyan teriileteken,
ahol numerikus és szimbolikus szdmitasokra egymas mellett van sziikség.
Galaxistérképeket készitettek ilyen mdédon; de a legnagyobb valdszintiség
elve alapjan végzett becslés — amit a 3.11. szakaszban bemutatunk —
szintén ide sorolhaté.

A szimbolikus programcsomagok alkalmazdéinak egyre névekvé szdma is
azt igazolja, hogy sokan megtaldltdk hasznalatuk modjat.

Mar itt is felhivjuk a figyelmet azonban arra, hogy rengeteg lehetGsé-
get tartalmazd, nagy rendszerekrol van szo. Megismerésiik és értelmes fel-
hasznaldsuk mddjanak megtalalasa ezért idoigényes feladatot jelenthet a
felhasznal6 szamaéra.

Mindenesetre a szerzok véleménye az, hogy ezeknek a matematikai prog-
ramoknak a megjelenése 1j tavlatokat ad a matematika alkalmazasanak,
kutatasanak és oktatasanak.
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Az els6, széles kdrben hasznédlhaté valtozatok a 80-as évek végén jelentek
meg. Azota a cégek egymast serkentve bocsajtjak ki az ijabb és tijabb, javi-
tott és bovitett valtozatokat. A kovetkezd évek fejlédésének kdvetkezményei
szinte beldthatatlanok.

A szimbolikus programcsomagokban is alkalmazott algoritmusok mate-
matikai megalapozésdval és gyartdsaval a szimbolikus szamoldsok elméle-
te (computer algebra) foglalkozik. Az e témakor irdnt is érdekl6ds Olva-
s6 figyelmébe ajanljuk K. O. Geddes, S. R. Czapor és G. Labah kivalo
konyvét (lasd [28]-at). Ebben a szerzék tematikus feldolgozasban targyal-
jak a felhasznalhaté algoritmusokat és azok elméleti alapjait. Részletesen
foglalkoznak példaul a kiilonb6z6 polinomfaktorizacios eljarasokkal. Kifej-
tik a Grobner-bazisok elméletét (ez az alapja az egyenletrendszer-megoldé
algoritmusoknak) is. Kiilon fejezetet szentelnek a hatdrozatlan integrélok
kiszamitasara hasznalhaté Risch-algoritmusnak is.

A szimbolikus programcsomagokat a készit6ik altal kitiizott cél alapjan
szokas osztalyozni.

e Altaldnos céld programcsomagok

Ebbe a csoportba sorolhaték azok a programok, amelyek a matematika
tobb tertiletén felvet6dd problémak megolddsahoz is hasznalhatok. Ilyen
programok a kovetkezok:

Axiom, Mathematica,
Derive, muMath,
Macsyma, Reduce,
Maple, ScratchPad.

Az altaldnos céli matematikai programcsomagok koziil hazdankban a De-
rive, a Maple és a Mathematica a legismertebb.

A Derive a programozds csucsteljesitménye. Ilyen kis terjedelemben (alig
400 kB) ennyi képességet létrehozni — minden elismerésiink a fejlesztoké.
Magyarorszagon, kiilonosen altalanos és kozépiskolakban, sokdig még bizto-
san fontos szerepet fog jatszani, részben mint olyan eszkoz, amely elokésziti
az érdekl6déket a professziondlis programok, példaul a Maple vagy a Math-
ematica hasznélatéra. Lasd errdl példaul a [79] konyvet, amely a tandroknak
ad az alkalmazasahoz segitséget.

A Maple és a Mathematica méreteit és lehetOségeit tekintve lényegesen
nagyobb, mint a Derive. Kiilonboznek egyméstol, de az alaplehetéségeket
tekintve nagyon hasonléak (a Mathematica lehetGségeit a 2.1. szakaszban
ismertetjiik). Mivel sok beépitett eljarast tartalmaznak (a Mathematica-
fiiggvények szama kozel 2000), ezért mar igen roévid idé alatt elérhetiink
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sikereket egysoros utasitasaik felhaszndlasdval is. A tapasztalatunk azonban
az, hogy a lehet&ségek igényeinknek megfelel6 kihasznalasdhoz a programok
mélyebb megismerése elengedhetetlen.

e Specialis céli programcsomagok

Ebbe a csoportba tartoznak azok a programok, amelyek segitségével a ma-
tematika egy adott részteriiletén felvet6dd, mar specialis kutatéi igényeket
kielégité szamolédsok is elvégezhetok.

Ilyen program példdul a CAYLEY (csoportelmélet és szamelmélet), a
CoCoA (kommutativ algebra), a GAP (csoportelmélet), a LiE (Lie-csopor-
tok elmélete) vagy a Macaulay (algebrai geometria és kommutativ algebra).
Kifejezések egyszertisitheték a FORM segitségével, a SHEEP pedig a rela-
tivitaselméletben hasznalhato.

1.2. Numerikus programcsomagok

A legnagyobb hagyomanya azoknak a programcsomagoknak van, amelyek
a numerikus matematika moddszereivel keresik az adott probléma megol-
ddsdnak egy kozelitését. (Angolul az ilyeneket szokds number crunchernek
nevezni.)

A teljesség igénye nélkiil ezek koziil is folsorolunk néhanyat.

A legelterjedtebb és legteljesebb ilyen programcsomag a Numerical Re-
cipes [63]. A szamos kiaddsban is napvildgot latott, tobb kotetes mii a kii-
16nb6z6 numerikus algoritmusok C, Fortran és Pascal nyelvii programjait
tartalmazza.

Sokan hasznaljak a MATLAB-ot, amelyet az igényeknek megfelelGen ki-
egészitettek szimbolikus szamoldsokat végzd részekkel is.

Kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldéséra (kiilonosen az
oktatdsban) nagyon jél hasznalhat6 példdul a PHASER.

Erdemes megemliteni a modellvizsgalat fontos specialis teriiletérol né-
hény hasznos programot; ilyen a DiffEq az MLAB, a PCNonLin és a KI-
NAL.

Kiilonallé, fontos teriilet a statisztikai programcsomagoké. Néhany igen
népszerli programot emlitiink csak: SPSS, STATGRAPHICS, SYSTAT,
BMDP. (Helyteleniil ide szokték sorolni a SAS-t is.)

A linedris programozas feladatara is sok programcsomag késziilt. Végiil
megemlitjiik, hogy ma mar a tédbldzatkezelok (EXCEL, Quattro) is egy-
re t6bb numerikus feladat (példaul egyenletek megoldasa, fiiggvények mi-
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nimuménak keresése) megolddsara képesek; ezeket igazdn akkor érdemes
hasznalni, amikor az adatok és paraméterek tablazatos abrazolasa jelentds
elonyokkel jar, példaul a linearis és nemlinearis programozas feladatainal.

A feladatokat nem lehet diszjunkt osztalyokra bontani. A szimbolikus
szamolas képességének akkor is szerepe lehet, amikor eredeti célunk egy
numerikus szdmolas elvégzése. Tekintsiik példaul a 30 x 30-as Hilbert-féle
matrix inverzének numerikus kiszamolasat. Ez hagyomanyos nyelven az el-
érhet6 gépi pontossdg mellett nem végezhet6 el. Ha viszont szimbolikusan
szamoljuk ki az inverzet (ami egy raciondlis szdmokbdl all6 métrix lesz),
majd az eredményt kozelitjik, akkor megfelel6 eredményt kapunk.



2.

Ismerkedés
a Mathematica programmal

A Mathematica egy altalanos célu szimbolikus programcsomag. Kifejlesz-
tésének Otlete a részecskefizikusként, majd a sejtautomatdk elméletének
kutatéjaként ismert Stephen Wolfram fejébél pattant ki — a legmegfele-
16bb pillanatban: 1986-ban. Ekkor mar az optimistdk remélhették, hogy
belathaté idon belil a ,,mindenki” asztaldn ott 1év6 személyi szamitogépek
képesek lesznek nem-trividlis matematikai problémak megolddsara.

Ma mér a Wolfram Research Inc. t6bb mint 100 alkalmazottal dolgozik
az Egyestilt Allamokban, s a vildg szamos orszagaban van képviselete. Négy
folyéirat és mintegy 100 konyv targya a program. Kiilénosebb elokésziiletek,
illetve kiegészitések nélkiil a kovetkezo lehetGségeket kinalja:

Szimbolikus miveletek végzésére hasznalhatd, amilyen példdul a ma-
tematikai kifejezések egyszeriisitése, primitiv fliggvények keresése, al-
gebrai és differencidlegyenletek megolddsa.

A hagyomaényos programnyelvekkel szemben itt akdr tobb ezer értékes
jeggyel is végezhetiink numerikus szdmitdsokat.

Grafikai lehetdségei egészen kivaldak: alapértelmezésben is igen sok
esetben megfelel6 abrat készit, sziikség esetén azonban az dbrézolas
folyamatat rugalmasan mddosithatjuk.

Magas szinti programnyelv, amely tobb stilusban is lehetévé teszi a
programozast: irhatunk procedurdlis, szabdlyalapi, objektumorientdlt
és funkciondlis elven késziilt programokat. Kiilonosen fontos az a tény,
hogy gazdag az utolsdként megemlitett stilus megvaldsitasahoz hasz-
nalhaté eszkozeinek téra.

e Tudomanyos és miiszaki tuddsbdzisok reprezentalasara is alkalmas.
e Irhatunk programokat ald (alkalmazasokat) és {6lé (azaz alprogram-

ként hasznalhatjuk fiiggvényeit).

Egyre tobb népszerti program (C, EXCEL, VisualBasic, Word) kap-
csolhato hozza.

Olyan interaktiv dokumentumok készithetok vele, amelyekben mate-
matikai képletek, hang, all6 és mozgd abrak (animdcid) egyiitt szol-
galjak az oktatandd vagy kutatott anyag kifejtését.
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A Mathematica program (Apple Macintosh gépre kidolgozott) els6 val-
tozatdt 1988 juniusdban mutattdk be. A megjelenése évében a Business
Week magazin minden kategdriat tekintve az év legjobb 10 1j terméke kozé
sorolta. Ezutdn sorra késziiltek el a kiilonféle operdciés rendszerekre (pél-
ddul DOS, LINUX, NEXTSTEP, 0S/2, UNIX és WINDOWS) adaptélt
véltozatok.

A beépitett eljardasok szdma kozel kétezer. A program beinditdsa utan
ezek koziil tobb mint ezer azonnal hasznalhaté. Ezeknek az utasitdsoknak
a lelGhelye a

mag (kernel).

A fennmaradé eljardsokat a Mathematica programnyelvén megirt dlloma-
nyok, az ugynevezett

‘ programcsomagok ‘

(lasd a 2.2. szakaszt) tartalmazzdk. A felhasznaléval egy kiilon program
tartja a kapcsolatot:

a felhaszndloi feliilet (front end).

Ez alapvetden kétféle tipusu lehet:

szoveges vagy ablakos. ‘

Altaldban ezeket kiilonbozd paranccsal indithatjuk. Az ablakos valtozatban
meniik vannak, igy igen kényelmesen hasznélhato, ezért a tanulés idészaka-
ban, ha van rd méd, ezt érdemes valasztani. A szoveges valtozat kevesebb
memoéridt igényel és gyorsabb, aminek elényeit kiillonosen szamolasigényes
feladatoknal tapasztalhatjuk.

A program a felhasznédlé szempontjabdl minden géptipuson lényegében
ugyanigy miikodik.

Az ablakos valtozatok jegyzetfizeteket (notebook) készitenek. Ezek .ma
kiterjesztésli allomanyok, amelyekkel a szokédsos miiveletek (példdul meg-
nyitas, mentés, médositas) végezhetdk. A jegyzetfiizetek cellakbol épiilnek
fel. A cellak koziil kijelolhetink egyet (a képerny6 jobb oldaldn lathato
szogletes zardjelre kattintva) vagy tobbet (az egeret egy kattintds utdn a
zardjeleken végigvonszolva). A kijelolt cellaval vagy celldkkal példdul a ko-
vetkezO miveleteket végezhetjiik a megfelel6 meniipontok folhasznalasaval:
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torlés, athelyezés, stilusvaltoztatds, Gsszeflizés, csoportositas. (A csoporto-
sitds eredménye egy olyan cella, amelyben tobb cella van egytitt.) A t&bb
cellabdl allo cellakat becsukhatjuk a szogletes zardjelre duplan kattintva,
ezéltal fokozhatjuk a jegyzetfiizet attekinthetéségét. Amikor kivdancsiak va-
gyunk a becsukott cella részletes tartalmara, akkor azt (ismét dupla kat-
tintdssal) Ujra kinyithatjuk. A jegyzetfiizetek, sot az egyes cellak stilusa tag
hatarok kozott valtoztathaté. A benniik taldlhaté anyagot igényeinknek
megfeleléen fejezetekbe, szakaszokba stb. szervezhetjiik. Egyes részeket az
attekinthet6ség érdekében idénként becsukhatunk.

A programmal megoldhaté feladatok mérete és a megoldashoz sziiksé-
ges 1d6 1ényegesen fiige a rendelkezésre allé szamitégép konfiguracidjatol.
Magunk elsésorban a 2.2.2. és a 2.2.3. valtozatot hasznaltuk WINDOWS
alatt 486-os IBM PC tipusu gépeken, amelyekben 8-16 Mb RAM volt. A
program készit6i ezekhez a valtozatokhoz legaldbb 8 Mb RAM-ot és lega-
1la4bb 10 Mb virtuélis memoriat javasolnak. Maga a program mintegy 10 Mb
helyet foglal el a merevlemezen. A helyenként megjelen¢ idéadatok csupén
tajékoztatd jellegliek; értékelésiiknél a fentieket figyelembe kell venni.

2.1. A legfontosabb tudnivalok

A Mathematica értelmezdként (interpreter) dolgozik, ami azt jelenti, hogy
a parancsokat soronként megérti, végrehajtja, majd kiirja az eredményt.
Szamon tartja és kiirja azt is, hogy az adott alkalomkor (session) az adott
utasitast hanyadikként hajtotta végre. Stilusaban érezhet6, hogy felhasz-
naltak a C, a LISP és a UNIX nyelv tapasztalatait.

e A program miikédtetése

A program inditdsa rendszerfiiggd, és kénnyen kiderithetd. Inditds utan a
végrehajtani kivant utasitdst a megfeleld szintaxissal begépeljiik (a sorok
barhol megtorheték), majd végrehajtjuk. Ez utébbit széveges véltozatnal
az Enter billentyil lenyomésaval érhetjiik el. Az ablakos véaltozatokndl &4l-
talaban a Shift és az Enter billentyii egyiittes lenyomdasédra van sziikség. A
WINDOWS-os valtozatban alkalmazhatjuk az Insert gombot vagy a nume-
rikus billentylizet 5-6s gombjanak lenyomasat is.
A program minden véltozatabdl kilépni a

Quit[ ]

utasitassal lehet.
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az ablakos valtozatokban az egyes mi-
veletek kiértékelése kozben is begépelhetjiik a kovetkezo utasitasokat.

e Karakterkészlet

Az angol 4bécébdl és a szamjegyekbdl indulunk ki. A nagy- és a kisbetiik
kozott kiilonbséget tesziink.

A specialis karaktereknek meghatdrozott jelentése van. Itt csak a leg-
gyakrabban hasznaltakat soroljuk fel.

Az aritmetikai midveletek jelei dltaldban a szokdsosak (lasd a 3.1.3. pon-
tot); példaul a szorzast a * jeloli, de ugyanerre (kissé szokatlan médon) a
sz6kozt is hasznélhatjuk.

Vigyazzunk a kiilonféle zdrdjelek gondos frasara. A precedencia-szabaly
megtorésére hasznaljuk a kozonséges () jelpart. Fliggvények argumentu-
mat szogletes zardjelek [ ] kozé tessziik. Kapcesos zardjelekkel { } listakat
(lasd a 2.3.1. pontot) adhatunk meg. A lista részeire kettds szogletes za-
réjellel [[ 1] hivatkozhatunk (ldsd a 2.3.1. pontot). Végiil, ha programot
irunk, a (* és a *) jel kozé magyarazo szoveget irhatunk.

Az egyenldségjelek kozil az = jel azonnali értékaddsra, a := pedig kés-
leltetelt értékaddsra hasznalhaté. Ez utdbbi értékadas csak akkor valésul
meg, amikor hasznalni akarjuk a bal oldaldn szerepld szimboélumot. A ===
és a =!= jelsorozattal két kifejezés karakterrdl karakterre valé megegyezé-
sét ellendrizhetjiik, a == és a != jelsorozattal pedig kifejezések egyenloségét
matematikai szempontbdl vizsgalhatjuk:

{alma === almas, alma =!= almas, alma == almas}
{False, True, alma == almas}
X = 3423

{x == 8’ x == 9}
{False, True}

1 + 2x + xa2 == (14x)4A2

True

Itt is felhivjuk a figyelmet arra, hogy egyenleteket is a == jelsorozattal
adhatunk meg. A ciklusvéltozok (iterdtorok) léptetésére a += tipusu jelek
szolgalnak.

A, jelet felsoroldsokban hasznalhatjuk. Ha egy utasitds utén a ; jelet
irjuk, akkor annak eredménye altalaban nem jelenik meg a képernyon.
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A legutolsé utasitds eredményére a % jellel hivatkozhatunk. Az utolsé
el6ttinek a jele %%, mig az n-edik utasitds eredményének a jele %n. Ezek
alkalmazdsandl konnyl hibat elkovetni!

Az n szdm faktoridlisa jelolhet6 a szokasos n! médon. (Szemifaktorialisa
pedigigy:n!!.) Haa ! jel viszont egy logikai kifejezés el6tt &ll, akkor annak
tagadasat jeloli.

e Alapszavak

A nyelv tervezésénél (a Pascal nyelvben vagy a UNIX operaciés rendszernél
megszokotthoz hasonléan) éltaldban hosszi, értelmes, nagybetiivel kezd6-
do, kitalalhaté azonositokat valasztottak alapszavakként. Példaul:

InterpolatingPolynomial ParametricPlot3D
Infinity PseudoInverse

Sziikség esetén a meglévokon til magunk is bevezethetiink azonositdkat.
Ilyenkor célszeri kovetni a fenti konvenciot. A programtdl figyelmeztetd
lizenetet kapunk, ha az j azonosité valamelyik korabban definidlttal meg-
egyezik, vagy egy olyanhoz hasonlé.

A mintegy kétezer beépitett azonosité nagy része az angol matematikai és
szamitastechnikai szaknyelv elemeinek ismeretében vagy kitalalhato, vagy
legalabb annyira megkozelithetd, hogy értelmes kérdést tudjunk foltenni a
rendszernek. (Példdul: ?Plotx*.)

Az alapszavak elsé megkozelitésben matematikai és programozési szem-
pontbdl is fiiggvények, ezért ezeket Mathematica-fiiggvényeknek, beépitett
fiiggvényeknek vagy egyszeriien fiiggvényeknek fogjuk nevezni. A véltoza-
tossdg kedvéért viszont eljdrds néven is fogjuk emliteni ezeket, némileg
eltérve a szamitastechnikdban meghonosodott szokastol.

A program magjaban vannak a belsd fiiggvények, a programcsomagok
tartalmazzak a kilsd fiiggvényeket. A fliggvények jelentése sokféle lehet:

matematikai alland6 (E, Pi, Degree);

adattipus (List, Integer);

matematikai fiiggvény (ArcTan, Cot, GCD);
matematikai operator (Sum, D, Map);

Osszetett matematikai eljards (NDSolve, MatrixExp,
JordanDecomposition);

rajzol6 eljaras (Plot3D);

be- és kiviteli miivelet (ReadList, Input);
programozasi eszkoz (If, Do, Nest);

listakezel6 eljaras (Sort, Part, Take, Reverse);
egyéb (Sound, Display).
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Mivel az alapszavak jelentése igen sok esetben magétdl értet6do, ezért
egy Mathematicdban megirt program legaldbb olyan egyszeriien olvasha-
t6, mint egy szépen megirt Pascal-program — azzal a kiilonbséggel, hogy
mikoédtetéséhez nem nekiink kell kibontanunk a foprogramban szereplo ér-
telmes szavakat eljarasok és fliggvények hosszi sorava.

A Mathematica felépitése a hardver- és a szoftverkornyezettsl meglehe-
tésen fliggetlen. Az aktudlis kapcsolatokat a rendszervdltozok irjék le (14sd
a 2.4.2. pontot), amelyek azonositéja a $ jellel és nagybetiivel kezdédik.
Példaul a

$StringOrder

{{a, A}, {v, B}, {c, C}, {4, D}, {e, E}, {f, F},
{g, G}, {h, H}, {i, I}, {j, J}, {k, K}, {1, L},
{m, M}, {n, N}, {o, 0}, {p, P}, {a, Q}, {r, R},
{s, 8}, {t, T}, {u, U}, {v, V}, {w, W}, {x, X},
{y, Y}, {2z, 2}, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

rendszervaltozé definidlja a karakterek sorrendjét. A program ezt veszi ala-
pul kifejezések feldolgozdsanal is és megjelenitésénél is.

o Informacidszerzés

A beépitett fliggvények haszndlatdhoz a programtdl is kaphatunk segitsé-
get. Tetszoleges azonositordl felvilagositast kaphatunk az alabbi beépitett
fliggvények haszndlataval:

Context Information (?7)
Contexts NameQ
Definition Names (7?)
FileNames Unique
FullDefinition ValueQ

Ha ablakos felhaszndloi felilettel dolgozunk, akkor a Help mentiponthoz
is fordulhatunk.

Ha tudjuk annak a fiiggvénynek a nevét (legyen ez példaul Plot), amely-
rél informéciét szeretnénk kapni, akkor hajtsuk végre a kovetkezd utasitast:

?Plot

Plot[f, {x, xmin, xmax}] generates a plot of f
as a function of x from xmin to xmax.

Plot[{f1, £2, ...}, {x, xmin, xmax}] plots
several functions fi.
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Figyeljiik meg a konkrét példdban, hogy a Plot fiiggvény kiilonb6zo6 szin-
taxissal mas-mas feladat megoldasara hasznalhato.

Részletesebb, az opcidkat és attribitumokat (ldsd a 2.3.3. és a 2.3.4.
pontot) is megadé informaciét kapunk a

77Plot

utasitdas eredményeként. Ha a keresett fliggvény nevének csak egy részét
ismerjiik, akkor a * dzsdker karaktert hasznalhatjuk:

T*P1*

Altaldban érdemes a programot is megkérdezni és a Help meniipontot is
megnézni egy adott fliggvény miikodésérél, mert esetleg egymast kiegészi-
t6 informéciéhoz juthatunk. Ha a fenti moédon megszerzett ismeret nem
elegendd, akkor a program referenciakonyveit [3, 89] hasznalhatjuk.

Ennek a fejezetnek tovabbi részei (lasd a 2.5. szakaszt) is tartalmaznak
még idevonatkozd tanacsokat.

e Uzenetek

A program miikddése kozben tizeneteket kiild a felhasznalénak. Hibadize-
netet kapunk akkor, ha nyilvdnval6 szintaktikai hibat kovetiink el. (Példa-
ul egy kezd8 zaréjel parja hidnyzik.) Figyelmeztetd dzenet jelenik meg a
képerny6n, ha egy fliggvény argumentuménak a szdma vagy tipusa nincs
hatunk példaul arrdl, hogy a Mathematica dltal alkalmazott mddszer nem
garantalja a teljes eredmény el6éllitasat. Barmilyen tizenetet is kapunk (ha
akarjuk, ezeket le is tilthatjuk), varjuk meg az aktudlis utasitas végrehaj-
tasat, és az eredményt is figyelembe véve hasznositsuk tartalmat.

Sajat programjainkat is ellathatjuk a fenti tipusu tizenetekkel.

2.2. Programcsomagok

Emlitettiik mér azt, hogy a program elinditdsa utdn tébb mint ezer beé-
pitett fliggvény kozvetlen hasznélatara van lehetOségilink. Szamos feladatot
mar egy ilyen fliggvénnyel is meg tudunk oldani.

A Mathematica minden valtozata tartalmaz azonban sajat programo-
zasi nyelvén megirt eljarasgytijteményeket (ezek .m kiterjesztésii szoveges
alloményok), amelyeket a tovabbiakban (program)csomagoknak fogunk ne-
vezni.
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A program készitéi a csomagokat osztalyokba soroltdk. A kiilonb6z6 sor-
szamu valtozatokndl eltér6 lehet a csomagok szédma is és a csoportosités
médja is. Bizonyos operacids rendszerek (példaul a DOS és a UNIX) alatt
mikodo valtozat esetében az osztalyba sorolast ,, konyvtarszerkezettel” le-
het megadni. Mi is az ennek megfelel6 széhasznalattal éliink annak ellenére,
hogy ma&s operdaciés rendszerek esetében mas elnevezést szokés hasznélni.

A Mathematica a csomagokhoz két paramétert (ezek az azonositékhoz
hasonléan értelmes, angol szavak) rendel: a csomag nevét és egy alkonyvtar
nevét. Ennek eredménye, hogy minden operacidés rendszer hasznélata esetén
ugyanazzal a szintaxissal nyithatunk meg egy adott programcsomagot. A
2.2.x valtozatokban az alabbi alkonyvtarnevek koziil valogathatunk:

Algebra Miscellaneous
Calculus NumberTheory
DiscreteMath NumericalMath
Examples ProgrammingExamples
Geometry Statistics

Graphics Utilities
LinearAlgebra

Ezek a DOS és a UNIX operacios rendszer esetén a Mathematicdt tar-
talmazd konyvtar Packages elnevezésii alkonyvtéaraban taldlhatok meg. (A
DOS-ban az alkonyvtarak és az allomanyok neve legfeljebb 8 karakterbdl
all.)

Ha hasznélni akarjuk valamelyik programcsomagban meglévo eljarést,
akkor eldszor meg kell nyitni a megfelel csomagot. Ennek egyik (az aktu-
alisan hasznélt operaciés rendszertdl figgetlen) médja az

‘ <<alkonyvtar'programcsomag

szerkezeti utasitds végrehajtasa. A << jelsorozat (a Get fiiggvény rovid
alakja) utal arra, hogy meg akarunk nyitni egy allomanyt. Az alkonyvtar
jelsorozat az imént felsorolt szavak valamelyikét, a programcsomag pedig
a megnyitandé csomag (teljes) nevét jeloli. Figyeljiik meg, hogy az utébbit
a ' " karakterek (context mark) kozé kell tenniink. Hasznélhatjuk még a

Needs["alkonyvtar‘programcsomag'"]

szerkezet(l utasitast is. Az alloményok megnyitasanak fenti két médja ko-
zott a kiilonbség az, hogy az elsé esetben a Mathematica azonnal beolvassa
a memoériaba a csomag tartalmat, mig a masodik esetben ezt csak akkor
teszi meg, ha olyan utasitdast kell neki végrehajtania, amely a megjelolt
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programcsomagban taldlhaté. A harmadik lehetdségiink az, hogy a << jel-

sorozat utdn beirjuk (az elérési utvonal megaddsédval) a programcsomagot

tartalmazo6 allomany (adott operdciés rendszeren haszndalt) nevét.
Programcsomagokra a konyviink tovabbi részében igy fogunk hivatkozni:

alkonyvtar‘programcsomag"'

Az elmondottak illusztraldsara nézziink egy példat. Hajtsuk végre a

<<Miscellaneous‘'Calendar"

utasitast, azaz olvassuk be a Calendar nevi{i programcsomagot, amely a
Miscellaneous alkonyvtarban taldlhaté. Ezutan a belsd fliggvényekkel
egyenértékiien miikodo alabbi kiilsé fliiggvényeket is hasznalhatjuk:

DayOfWeak EasterSunday

DaysBetween EasterSundayGreekOrthodox
DayPlus JewishNewYear
CalendarChange

Ha kivancsiak vagyunk példaul arra, hogy 1995. december 9. milyen nap-
ra esett, akkor ezt igy kérdezhetjiik meg a programtol:

DayOfWeek[{1995, 12, 9}]
Saturday

Az értelmes alapszavak elényét itt is tapasztalhatjuk: a felsorolt fliggvé-
nyek sejteni engedik azt, hogy mire lehet ket hasznélni.

Az alkonyvtarakban 1év6 csomagok, valamint az ezekben definidlt elja-
rasok nevérol magatol a programtol a WINDOWS-os valtozat esetén nem
kapunk informaciét. Ebbdl a szempontbdl a UNIX-os valtozat is kevés se-
gitséget tartalmaz. A sziikséges ismereteket azért tobbféle médon is megsze-
rezhetjiik. Mivel a programcsomagok szoveges allomanyok, ezért egyrészt
ezek elolvasasaval is tajékozodhatunk a felhasznalhato fiiggvényekrol. Ha
mar tudjuk a benniinket érdekl6 fiiggvény nevét és beolvastuk a program-
csomagot, akkor alkalmazhatjuk az informécidszerzés kérddjeles modjat.
Sokszor ennél részletesebb informaciét és tobb mintapéldat is tartalmaz a
[3] referenciakényv. Végiil konyviink tovabbi fejezeteiben mi is utalni fo-
gunk a programcsomagokban meglévé lehetéségekre is.

Most a programcsomagok hasznalatdaval kapcsolatban egy tipikus hibara
szeretnénk felhivni az Olvaso figyelmét. El6fordul, hogy tévedéshél hasz-
néalni akarjuk valamelyik kiils6 fliggvényt az 6t tartalmazd programcsomag
behivasa elott. Ekkor a Mathematica 1étrehoz egy j szimbdélumot, amit a
beadott sor véaltozatlan formaban vald visszaadéasédval jelez. Példaul:
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MultipleListPlot[{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 8}]
MultipleListPlot[{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 8}]

Ilyen nevi fiiggvény a Graphics‘MultipleListPlot' programcsomag-
ban is megtalalhaté. Olvassuk be ezutédn ezt a programcsomagot:

Needs["Graphics‘MultipleListPlot ‘"]

MultipleListPlot: :shdw:
Warning: Symbol MultipleListPlot
appears in multiple contexts
{Graphics‘MultipleListPlot‘, Global‘}; definitions
in context Graphics‘MultipleListPlot®
may shadow or be shadowed by other definitions.

MultipleListPlot[{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 8}]
MultipleListPlot[{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 8}]

A program tehat figyelmeztet benniinket arra, hogy tobb ilyen nevii utasi-
tast is taldlt, és ezek kozill az utolséként létrehozott utasitast (tehat azt,
amelyiket tévedésbél adtunk meg) hajtotta végre. Ilyen esetekben a

Remove

eljarassal torolhetjiik a tévedésbdl begépelt azonositot. A fenti példat foly-
tatva a

Remove [MultipleListPlot]
MultipleListPlot[{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 8}]

utasitassorozat mar megadja a vart eredményt.
A programcsomagokat tartalmazé alkonyvtarak mindegyikében megta-
lalhato egy

nevii programcsomag is. Ha ezt behivjuk, akkor ezzel az illeté alkonyvtdrban
meglévé valamennyi programcsomag minden fiiggvénye elérhet6vé valik.

Sokszor sziikségiink lehet arra, hogy a memoriabdl egy beolvasott prog-
ramcsomagot eltavolitsunk. Ehhez (is) haszndlhaté a CleanSlate prog-
ramcsomag, amely a MathSource-on a 0204-310 szam alatt talalhaté.

Ha olyan feladatot akarunk megoldani a Mathematicdval, amelyhez nem
elegendd bels6 vagy kiils6 fiiggvény kozvetlen hasznalata, akkor magunk is
irhatunk 1j eljardsokat. Erre a konyv tovabbi fejezeteiben szamos példat
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fogunk mutatni. A MathSource (ldsd a 2.5. szakaszt) igen sok programcso-
magot is tartalmaz. Sziikség esetén ott is érdemes koriilnézni.

Léteznek specidlis igényeket kielégito, pénzért arult csomagok is. Ilyenek
példaul a koévetkezdk: CALCULUS& Mathematica, Electrical Engineering
Pack, Finance Pack, MathTensor, Mechanical System Pack, Optica, Time
Series Pack, TSiDynamics, TSiControls. A MathSource-on megtudhatjuk,
hogy ezek hol és mennyiért szerezhetdk be.

2.3. Az alapelvekrol

A Mathematica leglényegesebb jellegzetessége az, hogy egységes mddon
kezeli a (matematikai) miiveletek hdrom f6 csoportjét: a grafikus, a nume-
rikus és a szimbolikus miiveleteket. A kiilonb6zé tipusu dolgok kidolgozott
egységes kezelési modja teszi lehetové azt, hogy a matematika és a szdmi-
tastudoméany aranylag kevés modszerének felhasznalasaval az alkalmazédsok
igen széles kore lefedhetd. Ennek az egységes szemléletnek az elényeit a fel-
hasznalo is tapasztalja.

A program szempontjabdl a legalapvetdbb fogalmak a kifejezés, a kiér-
tékelés, a transzformdcids szabdly, a mintdzat, az opcid és az attributum.
A Mathematica mikodését els6 kozelitésben a kovetkezOképpen lehet leirni.
Amikor végrehajtunk egy utasitast vagy utasitassorozatot (ezeket nevezziik
a tovabbiakban kifejezéseknek), akkor a program kiértékeli azt. Programo-
zéstechnikai szemponthdl a Mathematica egy végtelen kiértékeld rendszer.
Ez a kovetkezét jelenti. A kiértékelés bonyolult folyamatanak els6 1épése-
ként a program egységes (bels6) alakra hozza a beadott kifejezést. Ezutan
az attribitumok és az opcidk figyelembevételével a Mathematica addig al-
kalmazza a készitéik vagy a felhasznald altal mar kordbban megadott defi-
nicékat (transzformécids szabalyokat), ameddig kiilonb6z6 alaki eredményt
kap. A program egy eredményt akkor tekint végeredménynek (és ltaldban
ezt irja ki a képernyére), ha az mar véltozatlan alaku.

2.3.1. Alapveto adatszerkezetek

A legalapvetobb adatszerkezet a



30 2. Ismerkedés a Mathematica programmal

fgy fogjuk nevezni az egy vagy tobb (parancs)sorba begépelt jelsorozatot. A
beadott parancsot a végrehajtas utan a Mathematica kiértékeli és a végered-
ményt egyrészt térolja, méasrészt (szdmos esetben annak csupan egy részét)
kiirja a képernyore. Ezeket a jelsorozatokat is kifejezéseknek tekintjiik.

A 2.1. szakaszban beszéltiink a kifejezések egyik specidlis osztalyardl, a

Mathematica-fliggvényekrol. ‘

Sokszor sziikségiink lehet arra, hogy a program &altal megadott végered-
ményt vagy annak bizonyos részeit kés6bbi idopontban hasznaljuk fel. Ilyen
esetekben fontos ismerni azt, hogy a Mathematica milyen médon tdrolja a
kifejezéseket. Ennek megértéséhez a kifejezés fogalméat kell pontositanunk.

A programozés elméletében a kifejezés fogalmat axiomatikus mdédon szo-
kés definidlni. Most csak a Mathematicaban hasznalt kifejezés fogalmanak
egy rekurziv jellegii koriilirdsat adjuk meg. ElOszor az elemi kifejezéseket
(més néven atomokat) soroljuk fel. A Mathematica atomjai: a szimbdlu-
mok vagy azonositok (betiiknek és természetes szamoknak nem természetes
szammal kezd&dé sorozata), az egész vagy explicit tizedesponttal megadott
valés szdmok és a fizérek (sztringek). Minden atomot kifejezésnek tekin-
tiink. Adott n természetes szam esetén az

flal, a2, ..., an]

jelsorozatot is kifejezésnek nevezziik, ha £, al, ... és an is kifejezés.
Ebben az esetben f az adott kifejezés feje (head), al, a2, ... és an
pedig a kifejezés argumentumai (vagy elemei).
A programtdl a Head fiiggvénnyel kérdezhetjiik meg azt, hogy mit tekint
egy kifejezés fejének. Példaul:
{Head[ab2D], Head[3.14], Head["valami"]}
{Symbol, Real, String}

c s

sorozatok a megfelel6 azonositéval (ezek teljes listdja megtalalhaté a [89]
referenciakényv 716-719. oldaldn) vannak megadva.

A FullForm fiiggvény tajékoztat benniinket arrdl, hogy a program mi-
lyen formaban tarol egy kifejezést. Figyeljiikk meg el6szor az atomok tarolasi
modjat:

{FullForm[ab2D], FullForm[3.14], FullForm["valami"]}
{ab2D, 3.14, "valami"}

Nézziink ezutan néhany tovabbi példat:
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{FullForm[7/5], FullForm[Sqrt[56]], FullForm[3 + 4 I]}
{Rational[7, 5], Power[5, Rational[1, 2]], Complex[3, 4]}

FullForm[ya3 + (1 + z)a2]
Plus[Power[y, 3], Power[Plus[1, z], 21]

{FullForm[2t + 3t], FullForm[Hold[2t + 3t]1]}
{Times[5, t], Hold[Plus[Times[2, t], Times[3, t]]11}

Adott kifejezés meghatdrozott részeit kettds zardjelek ([[ 1], ami a
Part fiiggvény rovid alakja) hasznalataval jelolhetjiik ki. A

Part[kifejezes, n] ésa kifejezes[[n]]

utasitds eredménye példaul a kifejezes n-edik argumentuma. Erdemes
megjegyezni egyrészt azt, hogy a nulladik argumentum a kifejezés feje, mas-
részt azt is, hogy n negativ szam is lehet. Példaul:

kifejezesl = f[al, a2, a3, a4l;
{Part[kifejezesl, 0], kifejezes1[[3]], kifejezes1[[-3]11}
{f, a3, a2}

A kivéalasztds imént ismertetett elemi mddjdt rekurzivan alkalmazhatjuk.
Tekintsiik a kdvetkezo példékat. Legyen

kifejezes2 = h[x + bb, x*y, (u + v)a2]
2
hlbb + x, x y, (u + v) ]
Mivel a
kifejezes2[[3]]

(u + v)

szintén kifejezés, ezért ennek argumentumait, valamint az argumentumok
argumentumait is kivélaszthatjuk a fenti médszerrel:

kifejezes2[[311[[1]1]

u+ v
kifejezes2[[3]11[[11]1[[2]]
v

A fenti utasitdsok helyett — szerencsére — az aldbbiakat is hasznélhatjuk:

kifejezes2[[3, 11]

u+ v
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kifejezes2[[3, 1, 2]]
v
Minden kifejezéshez egyértelmiien hozzarendelhetd egy gyokérrel bird,
fastruktirdju graf oly médon, hogy a graf csucsaiba a részkifejezések fe-
jét, levélcsucsaiba pedig az atomokat helyezziik el. Ennek elkészitéséhez is
segitséget ad a TreeForm fiiggvény:

TreeForm[kifejezes2]

hll | | ]
Plus[bb, x] Times[x, y] Power[| , 2]
Plus[u, v]

Magat a grafot pedig igy rajzolhatjuk meg:

<<DiscreteMath'Tree"
ExprPlot [kifejezes2]

Egy részkifejezés (beleértve ezentiil az atomokat is) szintje (level) a gyo6-
kért6l hozza vezetd 1t hossza a fenti grafban:
Levell[kifejezes2, 2]
2
{bb, x, bb + x, x, y, xy, u+v, 2, (u+v) }

Level[kifejezes2, {2}]
{bb, x, x, y, u + v, 2}
Egy részkifejezés tobb helyen is el6fordulhat, ezen eléforduldsi helyek
list4djat is megkaphatjuk:
Position[kifejezes2, x, Infinityl
{{1, 23, {2, 1}}
A Depth fiiggvény egy kifejezés Osszes szintjeinek szamét adja meg.
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A fentiekben haszndlt kifejezes2[[3, 2, 1]] formula argumentu-
mai éppen az adott részkifejezéshez vezet6 utat adjdk meg a fenti grafban.

Ezen kiviil tovabbi mitiveleteket is végezhetiink a kifejezésekkel a kovet-
kez6 fliggvényeket hasznalva:

Append ReplacePart
AppendTo Rest

Delete Reverse
First Rotateleft
Insert RotateRight
Join Select
Partition Sort
Prepend Take
PrependTo

A kifejezések egy maésik fontos osztdlyat alkotjak a

Programozasi nyelvekben a kifejezések osztalyba sorolasanak eszkozei a

Ezeket arra hasznéljak, hogy segitségiikkel ellendrizzék a kifejezések he-
lyességét szemantikai szempontbdl: példédul, ha egy egész argumentumu
fliggvény argumentumaéaba valés tipusd szam keriil, hibatlizenetet kapunk.
Ez, kiilénosen bonyolult programoknal, igen hasznos. Masrészt igen nehéz-
kessé valhat egy olyan programozasi nyelv, (példdul a Pascal) hasznélata,
amelyben minden objektum tipusit deklaralni kell még az objektum de-
finidlasa el6tt. A Mathematica mindkét eljarast tdmogatja azon a moédon,
hogy a kifejezések fejét tigy hasznalja, mint mas nyelvek a tipusokat. fgy
tehat minden objektumnak van tipusa, de ezt nem kell kiilon deklaralni,
s6t haszndlni sem, csak ha a felhaszndalé akarja.

A fejek jelentésének ezen kétértelmiisége nagyon hasznos, mivel a prog-
ram a kifejezések viselkedésének lehetséges szemantikai modelljei koziil nem
kényszerit ré egy kivélasztottat a felhasznaléra. Példaul a List fiiggvény
egyrészt Osszefogja az argumentumait és nem csinal veliik semmit. Mésrészt
viszont azt mondhatjuk, hogy argumentumaibdl valami 1jat hoz létre, vagy-
is az 6ket tartalmazé listat. Ebben a felfogdsban a List fiiggvény voltéra
esik a hangsily. Ehhez hasonld, hogy a Sin-ra fiiggvényként gondolunk, de
amikor egy egész szamra alkalmazzuk, semmi sem torténik, csak megtartja
az argumentumot és létrehoz egy Sin tipusu objektumot.
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Listak megaddsdval részletesen foglalkozunk a halmazokrdl széloé 3.1.2.
pontban és a linedris algebrardl szold 3.8. szakaszban. Itt csak felsoroljuk
az erre a célra hasznalhaté fliggvényeket:

Array Range
List Table

A listakon végezhet6 atalakitdsok egy része az emlitett két részben szin-
tén megtalalhatd; ezért itt csak a kovetkezdket emlitjiik meg:

Distribute MapAt
Flatten MapIndexed
FlattenAt Outer
Inner Thread

Map Transpose
MapAll

Ezek a fliggvények a nagyteljesitményti egysoros eljardsok, altaldanosab-
ban pedig a funkciondlis programozds alapveto eszkozei. Néhany példat
adunk alkalmazasukra:

Distribute[f[a+b]]
flal] + f[b]

Inner[f, {a, b}, {c, d}, gl
glfla, cl, flb, d]]

Outer[If[#1 < #2, 0, 11&, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}]
{{1, 0, o}, {1, 1, 0}, {1, 1, 1}}

Thread[Log[x == y], Equall
Log[x] == Logly]

MapIndexed[f, {a, b}]
{fla, {1}1, flb, {2}1}

Végil a Mathematica egy igen érdekes, specidlis lehet&ségére hivjuk fel a
figyelmet. Korabban emlitettiik azt, hogy a kifejezés fogalmédba ,, minden”
beletartozik. Azt is mondhatjuk viszont, hogy minden kifejezés (altalano-
sitott értelemben) listdnak tekintheté. Ez, amint az aldbbi példdkbdl is
kitlinik, azt jelenti, hogy tetszéleges, a hagyomanyos programnyelvekben
listak kezelése végett bevezetett eljaras megfeleldje a Mathematicdban tet-
sz0leges kifejezésre is alkalmazhat6. Az alkalmazds mddja a kdvetkezo: az
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torténik, mintha a kifejezés helyébe a List fej keriilne, s a program a kelet-
kez6 listan végrehajtja az adott miiveletet, majd az eredményrdl eltavolitja
a List fejet és visszarakja az eredetit. Ez az eljaras altalanositott listan
analég médon mikodik:

Sort[b + c + a]
Append[f[a, b, c, d], el
a+b+c

fla, b, c, d, €]

Position[1 + x + xa2 + ya2, x]
Reversel[%]

{{2}, {3, 1}}
{3, 1}, {2}}

2.3.2. Ertékadasok tipusai. Mintazatok

A program hasznélata soran igen gyakran szeretnénk egy kifejezést vagy an-
nak egy részét helyettesiteni egy masik kifejezéssel. Ezt lokdlis vagy globdlis
értékadassal valdésithatjuk meg.

e Lokalis értékadas

A lokalis, azaz egyetlen kifejezésre érvényes értékadashoz sziikségilink van
egy tarnszformdcids szabdlyra. Ezt az dsszefliggé —> jelsorozattal (ami a
Rule fliggvény rovid alakja) adhatjuk meg. A transzforméciés szabdlyt a
ReplaceAll fiiggvény (ennek rovid alakja: /.) felhasznalasaval alkalmaz-
zuk lokalis értékadasra, vagyis egyetlen kifejezés valamely részének helyet-
tesitésére. Példaul:

2x + 3y /. x > 7

14 + 3 y

A fenti helyettesités az x értékét csak ideiglenesen véltoztatta meg:
2x + 3y
2x+3y
Egy kifejezésben egyszerre tobb értékadast is végrehajthatunk, ha a

transzformacids szabalyokat lista elemeiként soroljuk fel:

xyz/. {{x->2,y->3} {y > 4, z -> 5}}
{6 z, 20 x}
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2x + 3y /. {x -> a, 2x -> b}
b+3y

2x + 3y /. {2x -> y, 3x -> 3}
4y
Az eddigiekben tgynevezett azonnali lokalis értékaddasrol volt szé, ugyan-

is a transzformacios szabdly jobb oldaldt a program kiértékelt formaban
tarolja. Ezzel szemben lehet0séglink van arra is, hogy tugynevezett késlelte-
tett lokdlis értékaddst hajtsunk végre, amelynél a transzformaécios szabaly
jobb oldala csak meghivaskor értékel6dik ki. A kétféle értékadds kozott a
szintaktikai kiilonbség csak abban &ll, hogy az utébbindl a :> jelsorozatot
kell hasznalnunk a —> helyett. A szemantikai kiilonbséget az aldbbi példan
illusztraljuk:

Table[x, {3}]

{x, x, x}

Table[x, {3}] /. x -> Random[ ]
{0.0879328, 0.0879328, 0.0879328%}

Table[x, {3}] /. x :> Random[ ]
{0.349125, 0.712814, 0.47561%}
Ha egy kifejezést nemcsak egyszer akarunk végrehajtani, hanem ismétel-

ten, mindaddig, amig lehetséges, akkor a /. helyett a //. eljardst (teljes
nevén ReplaceRepeated) alkalmazzuk. Példaul:

2x + 3y /. {2x -> y, y -> 1}
3 +y

2x + 3y //. {2x > y, y -> 1}
4

e Globalis értékadas

Az azonnali globdlis értékadds eredményeként a program egy kifejezést vagy
annak egy részét automatikusan helyettesiti egy mésikkal, valahdnyszor az
eredeti kifejezés eldfordul. Ezt az értékadést az = jellel (ami a Set rovid
alakja) fejezziik ki. Példaul

veletlenl = Random[ ]
0.566803
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A lokalis esethez hasonléan, ha az = helyett a := jelsorozatot (ami a
SetDelayed rovid alakja) hasznaljuk, akkor késleltetett globdlis értékaddst
valosithatunk meg. Példaul:

veletlen2 := Random[ ]
Table[veletlenl, {3}]

{0.566803, 0.566803, 0.566803}

Table[veletlen2, {3}]
{0.741224, 0.400726, 0.700565}

A fliggvények megadédsardl szdlo 3.1.3. pontban tovébbi példékat is fo-
gunk mutatni a kétféle értékadas kozotti kiilonbség illusztralasara.

e Mintazatok

A Mathematica egyik leghatasosabb eszkozéhez jutunk azaltal, hogy nem-
csak konkrét kifejezésekkel, hanem ilyenek osztédlyaival, igynevezett mintd-
zatokkal is dolgozhatunk. Minden kifejezésnek meghatirozott struktiuraja
van, s amikor kifejezések osztdlyaival dolgozunk, akkor tulajdonképpen a
strukturakkal végziink miiveleteket.

A mintazatokat szamos helyen hasznaljuk: fliggvények definidlasandl,
transzforméciés szabalyokban (ldsd aldbb), feltételeket fejezhetiink ki ve-
liikk, amelyeket azutédn alkalmazhatunk listdbdl valé vélogatdsndl (lasd a
halmazokrdl sz6l6 3.1.2. pontot).

A transzformacios szabalyokat nemcsak kifejezésekre, hanem kifejezések
osztalyaira, azaz mintazatokra is lehet alkalmazni. Ez mas szoval azt jelenti,
hogy adott struktiraju részek helyettesithetok valamely kifejezésben.

Mintézatra tipikus példa az f[x_] jelsorozat. Ebben a jelsorozatban
szerepel az alapvetd

[ -]

aldhizdsjel (blank), amely azt jeloli, hogy helyébe tetszéleges kifejezést ir-
hatunk. Az x jel jelentése pedig az, hogy erre a tetszoleges kifejezésre a
tovabbiakban x néven fogunk hivatkozni:

flal + £[b] /. £lx_]1 -> xa2
2 2
a +b
Position[{f[a], glbl, flcl}, £[_1]
{{1}, {3}
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Az aldhizésjel egy kifejezésben barhova keriilhet, igy xan_ a rogzitett x
szam tetszoleges hatvanyéat jeloli, ahol a kitevore a tovdbbiakban n néven
fogunk hivatkozni:

{1, x, x+2, x4a3} /. xan_=>r[n]
{1, x, rl2], r(3]}

A példa azt is mutatja, hogy a mintazatokat strukturdjuk alapjdn azono-
sitja a program, tehdt nem a matematikai tartalmuk szerint. (Az adott eset-
ben ez kényelmetlenség forrasa lehet, majd latni fogjuk, hogy hogyan lehet
ezt kikliszobolni.) Bizonyos egyszer(i matematikai tulajdonsigokat azonban,
amilyen példaul az 6sszeadas kommutativitdsa és aszociativitasa, figyelem-
be vesz a program mintazatok illesztésénél:

fla+b] + fla+c] /. fla+x_] + £l[y_+al -> p[x, y]
plb, cl

A mintdzat (majdnem teljesen) altalanos definiciéja: olyan nem tires jel-
sorozat, amelynek &altaldnos alakjat a programnyelvek leirasdnal hasznalt
jelolésekkel igy adhatjuk meg:

[xIC_ 10T 1MhICC.10:T0v])

ahol a szogletes zardjel azt jelenti, hogy a benne 1év6 jel szerepelhet a min-
tazatban, a | jel kizar6 értelemben szerepel, tehat a két oldaldn eléforduld
jelek nem fordulhatnak el6 egyszerre a mintazatban, a gombolyl zardjel
pedig itt egyszerlien csoportositasra szolgal.

Ha egy egész mintizatra akarunk az x névvel hivatkozni, akkor hasznél-
juk a x:minta alaku jelolést:

flasb] /. flx:_an_] -> p[x, n]

b
pla , bl

Egy adott mintazathoz illeszked6 kifejezések megkereséséhez az alabbi
fliggvényeket hasznalhatjuk:

Cases Position
Count Select

Léssunk egy példat:

Cases[{3, 4, x, x+2, xs4}, xan_ -> n]
{2, 4}

« ey

vatkozhatunk ugyanis adott tipusi — &ltaldnosabban adott fejjel (példa-
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ul Complex, Integer, List, Real, Symbol) rendelkez6 — mintaza-
tokra. A v betli az alapértelmezés szerinti érték:

fakt[n_Integer] := n!
fakt[1] + fakt[2.] + fakt[x]

1 + fakt[2.] + fakt[x]

Adott feltételeket kielégité mintdzatok kijelolésére szolgél a / ; jelsorozat:

Count[{1, -2, 3, -4}, x_ /; x<0]
2

Bizonyos feltételek teljesiilése a Q végl fliggvényekkel is ellenérizheto:

EvenQ PrimeQ
IntegerQ PolynomialQ
NumberQ MatrixQ
0ddQ VectorQ

Emeljiik példaul négyzetre a szamokat egy adott listaban:

{2, 7/8, a} /. (x_ /; NumberQ[x]) -> xa2
49 )
64’ &

Mintazatok szerkezetét ellendrzik az aldbbi fliggvények is:

{4,

AtomQ Ordered
FreeQ SameQ
MatchQ Unsame(
Member(Q ValueQ

Egy mintdzatban alternativdkat is megadhatunk a | jellel, amit kiolvasni
az akdr ... akdr ... szoparral lehet:

hlalb] :=p
{h[al, h[bl, hlcl, h[dl}
{p, p, hlcl, hldl}

Mintazatok hasznélata teszi lehetévé azt is, hogy olyan fliggvényeket
definidljunk, amelyek argumentumainak szdmét elére nem rogzitjik. (Ilyen
fiiggvény a beépitett Plus fliggvény is.) Szamitdstechnikai kifejezéssel azt
is mondhatjuk, hogy dinamikusan deklaralt tombokon értelmezziik ezeket
a fliggvényeket.

Az x__ jelsorozat egy vagy tobb kifejezésbdl 4ll6 sorozatra utal, amely-
nek a neve a tovdbbiakban x lesz. A haromszoros aldhizas nulla vagy tobb
kifejezésbol allé sorozatot jeldl:
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hla___, x_, b___, x_s c___]1 := hh[x] h[a, b, c]

A fenti definicié a kétszer el6fordulé argumentumokat , kiemeli” h argu-
mentumai kozul:

h[2, 3, 2, 4, 5, 3]
h[4, 5] hh[2] hh[3]

Tanulsidgos egy azonosan hamis feltétel alkalmazdsdaval megvizsgalni, ho-
gyan probalkozik a Mathematica a mintaillesztésnél:

fla, b, ¢, d, €] /. £f[x__, y__1:>q /5 Print[{x}, {y}]
{a}, {b, c, 4, e}

{a, b}, {c, 4, e}

{a, b, c}, {d, e}

{a, b, c, d}, {e}

fla, b, c, d, €]

Olyan fiiggvényeket is definidlhatunk a mintazatok segitségével, melyeknek
bizonyos argumentumai opciondlisak (tehat meghivaskor nem kell ezeknek
feltétlentil értéket adnunk). Megadhatjuk az opciondlis argumentum alap-
értelmezés szerinti értékét is:

jlx_, y_:1, z_:2] := jplx, y, =]

{j [as bl s j[a]}

{jpla, b, 21, jpla, 1, 21}

Néhany gyakran hasznalt beépitett fiiggvény bizonyos argumentumaihoz

(természetes) beépitett alapértelmezés szerinti értékek tartoznak:

X_+y_. y alapértelmezés szerinti értéke O
X_*y_. y alapértelmezés szerinti értéke 1
X_Ay_. v alapértelmezés szerinti értéke 1

Erdemes most elévenniink egy kordbbi példét:
{1, x, xa2, x43} /. xan_.
{1, r[11, r[2], r[31}

Az altalunk definialt fiiggvények opcidinak adhatunk nevet is. Ekkor az
alapértelmezés szerinti értéket igy adhatjuk meg:

=> r[n]

Options[j] = {optl -> 1, opt2 -> 2}

Megkérdezhetjiik az optl opciondlis argument (réviden: opcid) alapér-
telmezés szerinti értékét:
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optl /. Options[j]
1

c e

vil mintdzat még a kif.. és a kif... alakd jelsorozat is. Az els6 egy
kifejezést jelol, amely egyszer vagy tObbszor ismétlédik, a masodik pedig
olyat, amely nullaszor vagy tobbszor ismétlédik. f[a..] tehdt ezeket je-
lenti: f[a]l, fla, al, fla, a, al,... sth. Nézzlink meg ennek a szer-
kezetnek az alkalmazésara is egy példat:

Cases[{f[al, f[a, b, al, f[a, c, al}, £[(alb)..]1]
{flal, fla, b, al}

A mintézatok illeszkedése (mintaillesztés) fontos szerepet jatszik a logikai
programozdsndl is, amirdl a 4. szakaszban még szélni fogunk.

2.3.3. Opcidk

Matematikai tevékenységeink soran gyakran talalkozhatunk olyan problé-
mékkal (gondoljunk példaul a numerikus matematikédra), amelyek megol-
dasara elvileg sem létezik egyetlen, jol hasznalhaté mddszer. Szamos ilyen
esetben tobb kiilonbozo eljaras koziil valogathatunk. A matematikdnak ezt
a jellegzetes vonasat a Mathematica is tiikkrozi.

Megemlitettiik mar azt, hogy példaul a Shift és az Enter billentyl egytit-
tes lenyomasa utan kezdi el a program az egy vagy tobb parancssorba beirt
feladat megolddsat (a kiértékelést). A program a beépitett eljardsok koziil
meghatdrozott mdédon valaszt egyet azokban az esetekben, amikor tobbféle
lehetGsége is van a beadott utasitds(ok) kiértékelésére. Ez a helyzet példaul
fliggvények abrazolasanal, hatarozott integrdalok numerikus kiszamolasanal,
statisztikai prébak megvélasztasdnal vagy matematikai kifejezések egysze-

A programnak egyik legfontosabb jellegzetessége azonban éppen az, hogy
a felhasznalénak igen sok esetben lehetGséget nytujt arra, hogy sajat ma-
ga valassza meg a kiértékelésnél alkalmazott beépitett algoritmust. Ezt a
felhasznélé opcick megadasaval teheti meg.

A fiiggvények tobbsége rendelkezik opcidkkal. Minden opciénak meg-
hatarozott neve és tobb lehetséges értéke is van. Egy beépitett fiiggvény
opcidinak listajat az

Options[beepitettfv]
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utasitassal kapjuk meg. Tekintsiik példaul a fliggvények abrazolasdhoz hasz-
nalhat6 Plot eljarast (lasd a 3.1.5. pontot is):

Options[Plot]

{AspectRatio -> ————— —, Axes -> Automatic,
GoldenRatio

AxesLabel -> None, AxesOrigin -> Automatic,
AxesStyle -> Automatic, Background -> Automatic,
ColorOutput -> Automatic, Compiled -> True,
DefaultColor -> Automatic, Epilog -> { },

Frame -> False, FrameLabel -> None,

FrameStyle -> Automatic, FrameTicks -> Automatic,
GridLines -> None, MaxBend -> 10.,

PlotDivision -> 20., PlotLabel -> None,
PlotPoints -> 25, PlotRange -> Automatic,
PlotRegion -> Automatic, PlotStyle -> Automatic,
Prolog -> { }, RotatelLabel -> True,

Ticks -> Automatic, DefaultFont :> $DefaultFont,
DisplayFunction :> $DisplayFunction}

Length[%]
27

A Mathematica transzforméacios szabdlyként, tehat a kovetkezd alakban
kezeli az opcidkat:

opcidé neve —> opcio értéke.

Mindegyik opcidhoz egy meghatarozott alapértelmezés szerinti érték is tar-
tozik. Ezt haszndalja a program abban az esetben, amikor nem adjuk meg
az opciot. A

SetOptions

fliggvény alkalmazdsaval kozolhetjiik a programmal azt, hogy melyik opci-
Oértéket tekintse alapértelmezés szerinti értéknek.

Térjiink vissza a Plot fiiggvény opcidihoz. Ezek koziil tobbnek (ilyen
példaul a Frame) a jelentését, valamint a lehetséges opcidértékeket (példa-
ul False és True) konnyen kitaldlhatjuk. Més esetben az informécidszerzés
kordbban ismertetett médjat haszndlhatjuk. (A Plot fliggvény néhény op-
ci6janak értelmét a 3.1.5. pontban is kifejtjik.)

Itt jegyezziik meg, hogy sokszor nem egyszeri feladat az opcidk lehet-
séges értékeinek a programbol torténd felderitése. (Ilyenkor érdemes a ?
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sugdt is megkérdezni és a Help-et is megnézni.) Wolfram kényve ([89]) sza-
mos esetben ezeknél t&bb informdciét tartalmaz. N. Blachmané (14sd [9]-et)
pedig éppen ennek a hidnyossignak a megsziintetését tiizte ki célul.
Barmely fliggvény argumentuméaban a megengedett opcidk koziil akar-
hényat barmilyen sorrendben felsorolhatunk. A kiilonbozéket a , jellel kell
elvalasztanunk.
Befejezésiil még a szdmos beépitett fliggvénynél alkalmazhaté Compiled
opciordl és a gyakori Automatic opcidértékrodl ejtiink néhdny szét.
Vegyliik példaként ismét a Plot fiiggvényt. Mivel ez sokszor szamolja
ki a beadott fiiggvény helyettesitési értékeit, fontos, hogy a program minél
gyorsabban hajtsa végre ezeket a miiveleteket. Ezt segiti a Compiled opcid.
Alapértelmezés szerinti értéke altalaban True, ami azt jelenti, hogy a Math-
ematica a kiértékelésnél a leggyorsabban miikédo algoritmusokat, tehat a
gépi pontossagi szamokat (14sd a 3.1.3. pontot) haszndlja. Ha a kiértékelés
sordn nagypontossagu szamokat (lasd szintén a 3.1.3. pontot) szeretnénk
alkalmazni, akkor a Compiled -> False opcidt kell megadnunk.
Szamos opcio értéke lehet Automatic. Ilyen esetekben a program valaszt
ki egy (a beadott feladattél — is — fliggd) lehetséges opcidértéket, amirdl
sziikség esetén a

FullOptions
fliggvény segitségével kaphatunk informaciét. Példaul:

abra = Plot[Abs[Zetal[1/2 + I yl1, {y, 0, 40}]

2.50
20

1.50
10

0.50

100 200 300 400

Options[abra, PlotRangel]
{PlotRange -> Automatic}

FullOptions[abra, PlotRange]
{{-1., 41.}, {-0.0735488, 3.0155}}
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2.3.4. Attributumok

A beépitett fiiggvények tobbsége rendelkezik egy vagy tobb (attribitumnak
nevezett) tulajdonsaggal. Ezek listdjat az

| Attributes

fliggvénnyel igy kaphatjuk meg:

Attributes[Sin]
{Listable, Protected}

Attributes[Plus]
{Flat, Listable, Oneldentity, Orderless, Protected}

Példaul a Listable attributum azt jelenti, hogy ha a fliggvény argu-
mentuméba listat (specidlisan vektort vagy métrixot) irunk, akkor a prog-
ram a szoban forgé fliggvényt a lista minden elemére kiilon-kiilon alkalmaz-
za:

Sin[{Pi/4, Pi/10}]

{ Si [Pi]}
Sqrt[2]’ 0

Sin[{{a, b}, {c, d}}]
{{Sin[a], Sin[bl}, {Sin[c], Sin[d]}}

A beépitett matematikai fliggvények mindegyikét ellattak a Listable att-
ributummal, ezért listakkal aritmetikai miiveleteket is végezhetiink:

v = {2, 3, 4}

va2/(v-1)
‘a 9 16}
27 5

A Flat attributum a fliggvény asszociativ, az Orderless pedig kom-
mutativ tulajdonsagat fejezi ki.
Fuggvényértékek feliilirasat akadalyozza meg a Protected attributum:

Sin[Pi/10] = (Sqrt[5]-1)/4
Pi
Set::write: Tag Sin in Sin[IBJ is Protected.

Az Unprotect fiiggvényt felhasznalva azonban beépitett fiiggvények he-
lyettesitési értékeit is megvaltoztathatjuk. Példaul igy:
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Unprotect[Sin]

Sin[Pi/10] = (Sqrt[5]-1)/4;

Protect[Sin];

Sin[Pi/10]

-1 + Sqrt[5]

4
Egy altalunk definidlt fiiggvényhez (altaldban szimbdélumhoz) is hozza-

rendelhetiink attribitumokat. A Mathematica 2.2.x valtozataiban a koévet-
kez6k hasznélatara van lehetOségiink:

Constant OneIdentity
Flat Orderless
HoldAll Protected
HoldFirst ReadProtected
HoldRest Temporary
Listable Stub

Locked

Attributumok megadédsahoz és torléséhez pedig a kovetkezd belsé fligg-
vényeket hasznalhatjuk:

Attributes SetAttributes
ClearAttributes

Tobb esetben is sziikséglink lehet arra, hogy csupdn kijeloljiink bizo-
nyos miveleteket. Ezt a Hold* attributumok megadasaval tehetjiik meg.
Példaul:

SetAttributes[f, HoldFirst]
f[1 +1, 2 + 3]

f[1 + 1, 5]
SetAttributes[f, HoldAll]
f[1 +1, 2 + 3]

f[1 + 1, 2 + 3]

A Clear[f] utasitdssal a kordbban definidlt f fliggvénynek csak a he-
lyettesitési értékeit lehet kitordlni, attributumai megmaradnak. A

[ ClearAll[f] |

utasitas torli ki az £ helyettesitési értékeit is és az attributumokat is.



46 2. Ismerkedés a Mathematica programmal

2.3.5. Kiértékelés

A Mathematica altal végrehajtott alapvetd miivelet a kiértékelés. Vala-
hényszor bevisziink egy kifejezést, a program kiértékeli azt, majd visszaad
egy eredményt. Ehhez a beépitett és a felhaszndlé dltal megadott definici-
Okat hasznalja fel.

Korabban lattuk, hogy a kifejezés fogalma hogyan képes egységesiteni
az el6fordul6 objektumokat. Most azt mutatjuk meg, hogy a kiértékelés fo-
galma az elvégzett miiveletek egységes targyaldsara alkalmas. Kiértékelés
ugyanis egy szamitas elvégzése, egy egyszerusités vagy egy eljaras végre-
hajtéasa is.

A Mathematica egy végtelen kiértékeld rendszer. Ez azt jelenti, hogy a
bevitt kifejezéseket mindaddig alakitja, amig tovabbi definicié nem alkal-
mazhaté az atalakitasara.

Ha az f fliggvény még nincs definialva, akkor csak a beépitett fliggvények
tulajdonsagai hasznalhatok fel:

£[3] + 4f[3] + 1
1+ 5 £[3]

Ha most definialjuk f-et, akkor az eredmény tovdabb alakithato:

flx_]1 = xa2
Y42
46

A kifejezéseket kiértékelésiik el6tt a Mathematica szabvanyos vagy kanoni-
kus (standard) alakra hozza. Ekozben folhasznélja a szerepld fiiggvények
kommutativ (Orderless) és asszociativ (Flat) tulajdonsagat, valamint
listédra val6 alkalmazhatésdgukat (Listable). Az egyes részek sorbarende-
zésénél alkalmazza (durvan szélva) az dbécérendet is. Ezért tudja példaul
megkapni az alabbi eredményt:

f[a+c+b] - flc+b+al
0

A szabvanyos alak azonban céljainktdl fiiggéen més és mas lehet. Nyil-
vanvald példaul, hogy polinomokat egyszer monomok Osszegeként, maskor
tényezok szorzataként tudunk jobban hasznédlni. Az Expand fliggvény adja
az els6 alakot, a méasodikat pedig a Factor fiiggvény.

Sok matematikai probléma nehézsége éppen a megfelel6 kanonikus alak
megtalalasaban all.
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e Szabalyos kiértékelés
A legtobb kifejezés kiértékelésére a Mathematica az igynevezett szabdlyos
kiértékelést hasznalja. Ennek 1épéseit mutatja az aldbbi tablizat:

o Kiértékeli a kifejezés fejét.

o Kiértékeli egymds utan az osszes elemet.

e Alkalmazza a kommutativitdst, asszociativitast és listara val6 alkal-

mazhatdsagot.
e Alkalmazza a felhasznal6 altal megadott definicidkat.

e Alkalmazza a beépitett definicidkat.
o Kiértékeli az eredményt.

Wolfram példaja alapjan ismertetjiik egy kifejezés kiértékelését. Tegyiik
fel, hogy a=7, és a 2a*x+aa2+1 kifejezést akarjuk kiértékelni. Ennek teljes
alakja

Plus[Times[2, a, x], Power[a, 2], 1].

Elészor a program ezt értékeli ki: Times[2, a, x], az eredmény
Times[2, 7, x].

Most folhasznalja a szorzas beépitett definicidjat:
Times[14, x].

A kovetkez6 1épés ennek kiértékelése: Power [a, 2]. Az eredmény a kiér-
tékelése utan:

Power[7, 2].

Most folhasznélja a hatvanyozds beépitett definicidjat: 49.
A Plus fiiggvény argumentumainak kiértékelése utéani részeredmény:

Plus[Times[14, x], 49, 1].

Ezt az eredményt az Osszeadas beépitett definicidja adja:
Plus[50, Times[14, x]].

Ezt latjuk a képernydn:
50 + 14 x.

A 1épéseket kell6 gyakorlattal kovethejtiik a Trace fliggvény felhaszné-
laséaval is.

a=17T;
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Trace[2a x + as2 + 1]

2
Ha, 7}, 27 x, 14 x}, {{a, 7}, 7, 49},
14 x + 49 + 1, 1 + 49 + 14 x, 50 + 14 x}

o Kiilonos kiértékelés

Néhany fontos Mathematica-fliggvény nem szabalyos: kiilonos kiértékelési
eljardas eredményeként kapja meg értékét. Ezek koziil a legfontosabbak:

Do Plot
Function Set (=)
If Table

Nyilvanvalé példaul, hogy az x=3 (vagyis Set[x, 3]) kifejezés kiérté-
kelésénél a Mathematica a bal oldalon megjelené x értékét nem szamitja
ki.

A szabalyos kiértékelésnél a részkifejezések egyméas utdn értékelédnek
ki. Valamely részkifejezés (az Osszes, az elsO, az Osszes az els6 kivételével)
kiértékelése megakadalyozhato a

HoldAll HoldRest
HoldFirst

fiiggvények koziil a megfelelével. Azt is megtehetjiik, hogy kényszeritjiik
a programot egy egyébként ki nem értékelendd rész kiértékelésére. Erre
szolgal az Evaluate fliggvény.

Felsorolunk még néhany, a témakorhoz kapcsolodé fontos fiiggvényt:

HeldPart ReplaceHeldPart
Hold ReleaseHold
HoldForm Unevaluated

2.4. Kiilso kapcsolatok

Attérink a mag és a felhaszndloi feliilet, valamint az egész program és az
adatallomanyok kapcsolatanak elemzésére. Tanulmanyozzuk a memoriake-
zelést, tovabba a mas programokkal valé informaéacidcserét.



2.4. Kiils6 kapcsolatok 49

2.4.1. Be- és kimenet

Itt el6szor a mag és a felhaszndléi feliilet kozotti kapcesolattal foglalkozunk,
késobb fogunk attérni a program és az adatallomanyok kapcsolatara.

e A mag és a felhasznaléi feliilet

Szamos lehet6séglink van arra, hogy az eredményeket kiillonb6z6 formakban
kapjuk meg.

Az erre a célra haszndlhaté alabbi fliggvények a szamok alakjat mddo-
sitjék; hogy miként, azt a 3.1.3. pontban részletesebben is megtargyaljuk.

AccountingForm PaddedForm
BaseForm PrecedenceForm
EngineeringForm ScientificForm
NumberForm

A kifejezések kiilonboz6 alaku kifratasat a kovetkezé fliggvények szabé-
lyozzak:

FullForm PrintForm
HoldForm TreeForm
InputForm Shallow
OutputForm Short
Print TextForm

A fiiggvények masik csoportja azt teszi lehet6vé, hogy az eredmények az
igényeknek megfelelé alakban jelenjenek meg.

ColumnForm Short
Continuation StringBreak
Format StringForm
Indent Subscript
LineBreak Subscripted
MatrixForm Superscript
SequenceForm TableForm
Shallow

Ha az angol nyelv helyett valamelyik nagyobb eurépai nyelv hasznalatara
akarunk attérni, akkor el6szor is be kell allitanunk a megfelelé rendszerval-
tozd értékét:

$Language="French"

French

Ha ezutan behivjuk a Utilities‘Language" programcsomagot, akkor
érdemes megtekinteniink a $Letters és a $StringOrder rendszerviltozd
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értékét. A programcsomag CharacterTable fiiggvénye pedig megadja a
karaktertablazatot.
Kifejezések és flizérek alakja vizsgalhatd az alabbi fliggvényekkel:

DigitQ StringPosition
LetterQ SyntaxLength
LowerCaseQ SyntaxQ

String UpperCaseQ
StringByteCount $Letters
StringMatchQ

A fiiggvények kovetkezd osztalya kifejezések és fiizérek kozotti atalaki-
tasokat végez:

FromCharacterCode StringTake
StringDrop ToCharacterCode
StringlInsert ToExpression
StringJoin ToHeldExpression
StringlLength ToLowerCase
StringReplace ToString
StringReverse ToUpperCase

Néhany fliggvény arra a célra szolgdl, hogy az eredményt méas program
részeként tudjuk felhasznélni:

CForm TeXForm
FortranForm
Néhany fiiggvény feladata az, hogy segitse a program és a felhasznéld ko-
zOtt1 interaktiv kommunikaciot. Egy pdrbeszéd (dialogus) keretében példaul
beszélgethetiink a programmal, mikoézben szamol. A parbeszéd végeztével
a Return utasitdssal térhetiink vissza:

Dialog InputString
DialogIndent Return
Input

Kiils6 parancsok végrehajtdsahoz hasznalhaté a ! jel és a RunThrough
fliggvény.

e Alloményokkal valé kapcsolat

Miés programokhoz hasonléan a Mathematicadban is gyakori, hogy az ada-
tokat allomanybdl olvassuk be, vagy az eredményeket allomanyokba irjuk
ki. Ennek a ténynek itt azonban van néhany specialitasa is. Egyrészt elo-
fordul az is, hogy kifejezéseket irunk allomanyba vagy olvasunk be allo-
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manybol. Masrészt amennyiben a merev lemezen rendelkezésiinkre all6 hely
nem korldtlan, érdemes is az alloményba irdsra és az onnan valé olvasésra
berendezkedniink, mert az ilyenkor hasznalt szoveges alloményok nagysag-
rendileg kisebbek, mint a Mathematica altal 1étrehozott, .ma kiterjesztési
jegyzetfiizetek. Ugyancsak az allomanyok hasznalatara szorithat benntinket
az, ha kotegelt (batch) izemmddban akarunk dolgozni, esetleg egy nagyobb
gépen: ilyenkor ugyanis a program futdsa kozben mas feladatot is végezhe-
tiink. (Erre még akkor is sziikségiink lehet, ha gépiink operdciés rendszere
latszélag vagy valésdgosan tamogatja a parhuzamos feldolgozast.)
Alloménykezelésre haszndalhat6 bels6 fiiggvények:

Close Read

Find ReadlList
FindList Save

Get SetStreamPosition
InputStream Skip

InString Splice
OpenAppend StreamPosition
OpenRead Streams
OpenTemporary StringToStream
OpenWrite Write
OutputStream WriteString
Put $0utput
PutAppend

Szeretnénk megtudni példaul azt, hogy mi van a polyall.txt &llo-
manyban.

!!d:\sajatnb\maradek\polyall.txt
1-x73

Ha az allomany tartalmat kifejezésként szeretnénk hasznalni, akkor a
Get

utasitist vagy annak révid alakjat (<<) hasznédlhatjuk.

Get["d:\sajatnb\maradek\polyall.txt"]

3
1 -x

Factor[%]
2
1-x) (1 +x+x)
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Tényleg sikeriilt kifejezésként beolvasni. Az el6bbivel egyenértékii az
alabbi megoldés is:
<<d:\sajatnb\maradek\polyall.txt

3
1 -x

Az eredmények dlloményba vald kifrdsara vald a
Put

utasitds és rovid alakja (>>).
Factor[xa3 + 1]>>ize
tlize
(1 +x)*x(1 - x + x72)

Ha az ujabb kifejezést az el6z6 allomanyhoz hozzd akarjuk fiizni, akkor
a PutAppend utasitdst vagy rovid alakjat (>>>) hasznédlhatjuk:

PutAppend[Factor[xs2 - 1], "ize"];
Factor[xad - 1] >>> ize

'lize

(1 +x)*x(1 - x + x72)

(-1 + x)*(1 + x)

(-1 + x)*x(1 + x)*x(1 + x°2)

Tegylik fel, hogy adott a matrix.txt allomany; tekintsik meg a tar-
talmat:

!'matrix.txt

10 20
30 40
50 60

Ha ezeket a szdmokat egy matrixba szeretnénk betenni olyan médon, hogy
minden sor egy listaba kertiljon, akkor a kévetkezoképpen jarhatunk el:

matrixom = ReadList["matrix.txt", {Number, Number}]
{{10, 20}, {30, 40}, {50, 60}}

Ha viszont harom-harom szambdl szeretnénk egy-egy listat 1étrehozni, ak-
kor ezt tehetjiik:

matrixod = ReadList["matrix.txt", {Number, Number, Number}]

{{10, 20, 30}, {40, 50, 60}}
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Es ha csak egyetlen listat akarunk?

matrixa = ReadList["matrix.txt", Number]
{10, 20, 30, 40, 50, 60}

Ha nem tudjuk, vagy nem akarjuk kihasznélni, hogy egy oszlopban hany
szam van, akkor a RecordLists opciét True-ra allitjuk:

matrixunk = ReadList["matrix.txt", Number,
RecordLists -> Truel
{{10, 20, 30}, {40, 50, 60}}

Bonyolultabb allomanyoknal megnyitjuk olvasasra az adatokat tartalma-
z6 allomanyt, ezaltal 1étrehozunk egy befelé iranyulé aramot (InputStre-
am), majd soronként beolvassuk az adatokat:

bearam = OpenRead["matrix.txt"]

InputStream["matrix.txt", 62]

Ezek utan soronként olvashatjuk be a szamokat:

sorl = Read[bearam, {Number, Number}];
sor2 = Read[bearam, {Number, Number}];
sor3 = Read[bearam, {Number, Number}];

Az adatok beolvasdsdnak befejezése utén lezarjuk az dramot:

Close[bearam]

matrix.txt

A sorokbdl osszedllithatjuk a matrixot:

matrixotok = {sorl, sor2, sor3}
{{10, 20}, {30, 40}, {50, 60}}

Nézziink példat egy szoveget, kifejezést és adatot egyarant tartalmazd
alloméany kezelésére:

!!polimat.txt

Ez itt egy polinom:
1 -x73

Ez pedig egy matrix:
12
34
56
78
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Nyissuk meg az allomanyt:
befele = OpenRead["polimat.txt"]
InputStream[polimat.txt, 62]
Beolvassuk az els6 feliratot — szovegként:
szovegl = Read[befele, String]
Ez itt egy polinom:

A kovetkez6 sort kifejezésként akarjuk hasznalni:

poli = Read[befele, Expression]
3
1 -x
A soremelést jelzo karaktertdl meg kell szabadulnunk:

Read[befele, Character]
Johet a masodik szovegrészlet:

szoveg2 = Read[befele, String]

Ez pedig egy matrix:
Mivel adatokbdl allé tablazat kovetkezik, hasznalhatjuk a ReadList uta-
sitast:

matrixuk = ReadList[befele, Number, RecordLists =-> Truel;

El6fordul, hogy az dlloményban (amelynek neve elé sziikség esetén elérési
utat is frunk) az adatok vesszdvel vannak elvélasztva egyméastol:

!!vesszos.txt
1, 2, 3
4, 5, 6

Ha tudjuk, hogy hany oszlopban helyezkednek el az adatok, akkor igy
jarhatunk el:

Partition[Map[First, ReadList["vesszos.txt",
{Number, Character}]], 3]

{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
(A ReadList fiiggvény ugyanis szambol és vessz6bol &ll6 parok listajét
allitja eld, ebbdl a listdbdl First /@ olyat készit, amely csak a parok elsd
elemét tartalmazza, végiil az igy kapott eredményt a Partition fiiggvény
harom hosszisagu részlistakra bontja.)

Ha nem ismerjiik az oszlopok szamat, akkor egy (lassabb, de miik6do)

megoldasnak ez tiinhet:
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ReadList["vesszos.txt", Word, RecordlLists =-> True,
WordSeparators -> {",", " "}]

{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Kidertil azonban, hogy ez az eredmény nem az, aminek latszik:

FullForm[]
List [LiSt ["1" s non s ||3||] s List [n4n s ngn s "6"]]
A karaktereket tehat még szamokka kell atalakitanunk. (A 2. szinten hat a

ToExpression fiiggvény, erre utal alabb a Map fiiggvény harmadik argu-
mentuma.)

Map[ToExpression, ReadList["vesszos.txt", Word,
RecordLists -> True, WordSeparators -> {",", " "}1, {2}]

{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Tiszta fliggvények haszndlataval a sebesség gyorsithato:

Map[ToExpression[StringJoin["{", #, "}"]1]&,
ReadList["vesszos.txt", String]]

{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Ha ez kicsit gyors a tisztelt Olvasonak, akkor a kovetkezdket érdemes vé-
gigesindlnia:

ReadList["vesszos.txt", String]

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

FullForm[%]
List["1, 2, 3", "4, 5, 6"]

StringJoin["{", %%, "}"]
{1, 2, 34, 5, 6}
FullForm[}]
"{1, 2, 34, 5, 6}"
Ezek utan érthet6, miért miikodik a fent megadott megoldas.
Egy alloméanyba szeretnénk kiirni az aldbbi matrixot:

matrix = {{10, 20, 30}, {40, 50, 60}};

Nem 4ll rendelkezésiinkre készen a ReadList utasitdshoz hasonlé kii-
ré utasitds erre a célra, ezért elészor is megnyitjuk irdsra a célalloméanyt,
ezaltal 1étrehozunk egy kifelé irdnyulé aramot (OutputStream), majd a
matrixot egyetlen olyan flizérré alakitjuk, amelyben a szamok szdkozzel,
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soronként pedig soremelésjellel vannak elvalasztva. Lassuk ezt most a fenti
egyszerd példara alkalmazva:

kiaram = OpenWrite["matrix.txt"]

OutputStream[matrix.txt, 49]

matrixstring = ToString[TableForm[matrix,
TableSpacing -> {0, 1}]1]

10 20 30

40 50 60

FullForm[’]
"10 20 30\n40 50 60"

Most ezt a fiizért elkiildjiik a kifelé iranyulé aramba:

WriteString[kiaram, matrixstring]

Ellen6rzés:

!'"matrix.txt

10 20 30
40 50 60

Rendben van, akkor zarunk:

Close[kiaram]

matrix.txt

Most megadunk egy hasznos fliggvényt, amelynek két kotelezd argumen-
tuma egy allomanynév és egy matrix. A harmadik argumentum opcionalis:
az oszlopokat elvdlaszté karaktert — amelynek alapértelmezése a tabulé-
torjel (\t)— specifikélja:

writeMatrix[allomanynev_String, matrix_List,
elvalaszto_String:"\t"] :=
With[{belsonev = DOpenWrite[allomanynev]},
Scan[(WriteString[belsonev, First[#]];
Scan[WriteString[belsonev, elvalaszto, #]1&, Rest[#]];
WriteString[belsonev, "\n"])&, matrix];
Close[belsonev]]

Alkalmazzuk most az 4j fliggvényt:

writeMatrix["tabula.tor", matrix]

tabula.tor
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!!'tabula.tor
10 20 30
40 50 60

Most pedig vesszékkel fogjuk elvalasztani az elemeket:

writeMatrix["vesszocs.ke", matrix, ","]

vesszocs.ke

!!vesszocs.ke

10, 20, 30
40, 50, 60

A fenti példak némelyike egyszeriibben oldhaté meg a

fliggvény hasznélatdval.

A Utilities‘BinaryFiles‘ programcsomagban olyan fliggvényeket
taldlunk, amelyek a binaris allomanyokkal végzett munkat konnyitik meg,
bar ezek tulajdonképpen csak a megfeleld bels6 fiiggvények alkalmas opci-
6val (példédul PageWidth -> Infinity) elldtott valtozatai:

OpenAppendBinary ReadListBinary
OpenReadBinary ToBytes
OpenWriteBinary WriteBinary
ReadBinary

Mindeddig adatok, kifejezések és fiizérek allomanyba valo {rasérdl és on-
nan valé beolvasasardl volt szé. Hang és kép alkalmasan valasztott kime-
netre kiildhet6 a Display belsé utasitéssal.

Héaromdimenzids dbrdk més programok szamara haszndlhaté formajat
kaphatjuk meg &lloményban a Graphics‘ThreeScript' programcsomag

ThreeScript
fliggvényének felhaszndlasdval. A Utilities‘DXF' programcsomag
WriteDXF

fiiggvénye pedig az AutoCAD program szédmaéra feldolgozhaté formaban
késziti el az allomanyokat.
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2.4.2. A program kornyezete

A gépen taldlhaté allomanyok a Mathematica utasitasaival is vizsgalhatdk
és modosithatok:

DeleteFile FileDate
Encode FileNames
EndOfFile FileType
FileByteCount RenameFile

A konyvtarakra vonatkozo hasonld jellegii utasitasok:

CopyDirectory ParentDirectory
CreateDirectory RenameDirectory
DeleteDirectory ResetDirectory
Directory SetDirectory
DirectoryStack $Path
HomeDirectory

Mint mar emlitettiik, a Mathematica interaktiv program, az utasitdaso-
kat soronként értelmezi. Minden alkalomkor egy kiils6 ciklus indul el, amely
varja a bemenetet, feldolgozza azt, megadja az eredményt, majd djra var a
bemenetre. Ehhez a legktils6 ciklushoz tartozik néhany fliggvény és néhany
rendszervdltozd, amelyekkel (legaldbb vézlatosan) érdemes megismerked-
niink. Az itt elmondottak fiigghetnek a felhaszndaléi feliilettdl és az opera-
cids rendszertol.

A legtobb rendszervialtozd két osztdly valamelyikébe sorolhatd. Az egyik
osztaly tagjai egy-egy fontos adatot tarolnak:

$CommandLine $0peratingSystem
$CreationDate $ReleaseNumber
$DumpDates $SessionID
$MachineID $System
$MachineName $Version
$MachineType $VersionNumber

Ilyen példaul a hasznalt Mathematica program véltozatdnak szamat megado
paraméter, amelynek értéke az egyik dltalunk hasznalt gépen a kovetkezo:

$Version

Windows 2.2 (May 3, 1994)
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A masik osztédly tagjai pedig arra adnak vélaszt, hogy egy adott szolgdl-
tatds rendelkezésiinkre &ll-e:

$BatchInput $LinkSupported
$BatchOutput $Notebooks
$DumpSupported $PipeSupported
$Linked

Nézziik meg ezek koziil is kettd értékét:

{$DumpSupported, $LinkSupported}
{False, True}

A kapott eredmény tiikrozi az adott operédcids rendszer lehetdségeit.

Az aldbbi fliggvények az operdcids rendszerrel valé kapcsolattartas esz-
kozei és hibakeresésre hasznalhatok:

Environment Splice
Interrupt Trace

Pause TraceDialog
Run TracePrint
RunThrough TraceScan

Az Environment fliggvény példdul az operacids rendszer valamely val-
tozdjanak értékét adja meg.

e Memodriakezelés

Kiilonosen a matematikai programcsomagok igazi felhasznélasi tertiletén,
a szimbolikus szadmitasokndl fordulhat el6, hogy egy szamolds nagyon sok
id6t vesz igénybe, vagy nagyon sok memoriat haszndl. Az el6bbin (hacsak
példdul nem tizezer év a ,nagyon sok” becsiilt értéke) kell§ tiirelemmel
(és a Timing belsé fiiggvény, valamint a Utilities‘ShowTime" prog-
ramcsomag ShowTime fiiggvényének segitségével) urra lehetiink, az utébbi
azonban keményebb korlatnak tiinik. Ennek a korlatnak a lazitdasdhoz sze-
retnénk most tanacsokat adni az idetartozo fiiggvények koziil a fontosabbak
ismertetésével.

ByteCount MemoryConstrained
LeafCount MemoryInUse
MaxMemoryUsed Share
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A Utilities‘MemoryConserve' programcsomagbdl pedig az alabbi
fliggvényeket hasznalhatjuk:

0ff [MemoryConserve] $MemoryIncrement
On [MemoryConserve]

Megtudhatjuk, hogy mennyi memoridt hasznél jelenleg a rendszer:

MemoryInUsel[ ]
574520

Deklardlunk egy hatalmas matrixot, és tapasztaljuk, hogy megnott a leko-
tott memoria. Az aldbbi példaban kivételesen leirtuk a nem begépelendd
In[2] : = jelsorozatot is:

In[2]:=
Range[10000] ;
MemoryInUse[ ]

771656

A memdridnak a lista altal elfoglalt része folszabadithatd, de csak ugy, ha
toroljik a nagy matrixot, amely Out [2]-ként szerepel a memdridban:

Unprotect[Out];
Out[2]=.

Javasoljuk az Olvasénak, hogy ellendrizze, vajon a felhasznalt meméria-
teriilet nagysaga ezutan visszadllt-e az eredetihez kozeli, kisebb értékre.

Megtudhatjuk azt is, hogy a jelenlegi alkalommal mennyi volt a legna-
gyobb lefoglalt memériateriilet:

MaxMemoryUsed[ ]
1000616

Elsirhatjuk azt is, hogy egy kifejezést csak akkor értékeljen ki a program,
ha ehhez legfeljebb adott mennyiséggel névekedik a lek6tott memoriaterii-
let: MemoryConstrained[kifejezes, tobbletbyte, hibauzenet].

Azt, hogy egy kifejezés tarolasdhoz hany bajt sziikséges, a ByteCount
fiiggvény adja meg, egy kifejezés faalakjaban pedig a levelek (azaz az ato-
mok) szamat a LeafCount fiiggvény szolgaltatja.

Megjegyzendd, hogy a ByteCount a sziikséges bajtok maximalis szaméat
adja meg. Ha viszont lehetséges, a Mathematica igyekszik a tobbszor el6for-
dul6 azonos részeket egyszer tarolni. Erre azonban a Share[ ] segitségével
ra is kényszerithetjiik.
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s

gépnél lehet sziikséglink — a Utilities‘MemoryConserve' programcso-
mag segitségével végezhetjiik:

<<Utilities‘MemoryConserve"
$MemoryIncrement

100000

Ezutén a Share fiiggvény azonnal elindul, ha a memdriaban elfoglalt hely
100 000 bajttal megnovekszik. Kisérletezéshez vegyiink kisebb értéket:

Unprotect[$MemoryIncrement] ;
$MemoryIncrement = 10000;
Table[ToString[0], {2411}];
Length[%]
MemoryConserve: :start:

Running Share[ ] to conserve memory.

MemoryConserve: :end:
Finished running Share[ ]; 141064
bytes of memory freed. MemoryConserve::start:
Running Share[ ] to conserve memory.

MemoryConserve: :end:
Finished running Share[ ]; 41040
bytes of memory freed.
2048

Mivel egy hatalmas tabldzatot hoztunk létre, a Share fiiggvény miikodésbe
1ép és a memoéria egy jelentOs részét felszabaditja.
Az automatikus memoériatakarékoskodas leallithato:

0£f [MemoryConservel
és djraindithaté:
On[MemoryConservel

Memoriakezeléshez haszndlhaté a CleanSlate programcsomag is, amelyet
a 2.2. szakaszban emlitettiink meg.

Végiil megmutatjuk, hogy a Mathematica hasznalatanadl is felmeriil6 azon
igény, amely szerint szeretnénk a rendszer adott alkalomkor fenndll allapo-
tat rogziteni és egy késébbi idopontban felhasznalni, hogyan elégithetd ki.
Dump ["allomanynev"] hatdsdra ,minden” kiirédik egy dllomdnyba. A
Dump fiiggvény meghivésakor nyitva 1év6 allomanyokhoz tartozé mutatdok
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nem mentédnek ki, ugyanis arra nincs garancia, hogy a legkozelebbi fel-
hasznalaskor azok az allomanyok létezzenek, s igy a mutatoknak értelmiik
legyen.

Az ujrafelhasznalds egy lehetséges maédja:

Dump["allomanynev", $Line, <<init.m]

Mivel a Dump fiiggvény egy sokmegabajtos dllomanyt hoz létre, altalaban
célszertibb a

fliggvény alkalmazasa azokra az objektumokra, amelyekre tényleg sziiksé-
gink lehet a kés6bbiekben, ez ugyanis egy kicsi, szoveges dllomanyt hoz
létre:

flx_] := xa3

Save["fideigl", f]

Clear[f]

<<ftmp

x~3
A példa mutatja, hogy a torlés ellenére az dllomanybol visszadllithaté f
definiciéja.

2.4.3. Kapcsolat mas nyelvekkel és programokkal

Kérhetjiik, hogy eredményiink olyan alakban jelenjék meg, amit azutan fol
tudunk hasznéalni egy C programban, egy Fortran programban, vagy pedig
egy TEX allomanyban. Ehhez az alabbi fiiggvények hasznalhatok:

CForm TeXForm
FortranForm

A Mathematica nyilt rendszer. A

| MathLink

elnevezésli program teszi lehet6vé kozvetlen kapcsolédasat mas felhasznaloi
programokhoz és programnyelvekhez.

A MathLink hasznalatat részletesen el lehet sajatitani a MathSource-
on taldlhaté oktatéprogrambdl (0206-693, A MathLink Tutorial). Itt
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el6szor megmutatjuk, hogy miként lehet a Mathematicéhoz C nyelven ki-
egészit6 programot irni, illetve a Mathematica utasitasait folhasznalni egy
C nyelvii program részeként.

e Fiiggvény irasa a Mathematicdihoz C nyelven
A kovetkez6 eljarasokat fogjuk alkalmazni:

Install Uninstall
LinkObject Unlink

Az aldbbiakban felhasznéljuk a MathLink példaprogramjat. Az illesz-
téshez sziikség van a MathLink programjaira. A példa Windows operacids
rendszerre és a Borland cég C++ forditéjanak 3.1. valtozatara késziilt. A
futtatdashoz méasoljuk be az MLINK16.DLL programot a Windows SYSTEM
konyvtaraba.

A Mathematica és a C nyelv kozott a kapcesolatot a sablon (template)
hozza létre. Ez egy szoveges dllomény (most: ADDTWO.TM), amelyet tetszé-
leges szovegszerkesztével megirhatunk. Tartalma a példankban az alabbi:

:Begin:

:Function: addtwo

:Pattern: AddTwo [i_Integer, j_Integer]
:Arguments: {i, j}

:ArgumentTypes:{Integer, Integer}
:ReturnType: Integer
:End:

Minden sor kettosponttal kezdddik. A Begin és az End alapszo jelenté-
se nyilvanvald, a Function alapszo hatarozza meg a fliggvény nevét a C
programban, a Pattern alapszé pedig a Mathematicabeli illeszkedést, az
Arguments alapsz6 a C-beli fliggvény paramétereit, az ArgumentTypes
alapszo jelenti a C fliggvény bemend paramétereinek tipusat Mathemati-
cdban, mig ReturnType a C-beli fliggvény visszatér6 értékének tipusa. Az
allomany kiterjesztése: .tm

A C nyelvii programot a szokdsos médon kell elkésziteni. A foprogram
szerkezetét a haszndlt operacids rendszer hatdrozza meg, ez esetiinkben a
Windows rendszer. A f§programot tartalmazé alloméany neve: ADDTWO.C

#include "mathlink.h"

int addtwo(int i, int j)
{return i+j;}
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int PASCAL WinMain(HANDLE hinstCurrent,
HANDLE hinstPrevious, LPSTR lpszCmdLine, int nCmdShow)

{char buff[512];
char FAR =*argv[ 32];
int argc;

if ('MLInitializeIcon(hinstCurrent, nCmdShow))
return 1;

argc = MLStringToArgv(lpszCmdLine, buff, argv, 32);
return MLMain(argc, argv);}

A MathLink lemezén csak az MLINK16.DLL konyvtar talalhaté. Eb-
bol 1étre kell hozni az MLINK16.LIB alloményt a BorlandC programhoz
tartozé6 IMPLIB.EXE segédprogrammal. Az igy létrehozott MLINK16.LIB
allomany mar Osszeszerkesztheté a C nyelvii forrdsprogrammal.

A létrehozott sablonbdl C program készitheté a MathLink-hez adott
MPREP.EXE programmal. Ez a sablont paraméterként vérja, az eredményt
pedig a képernydre irja, igy at kell azt iranyitani:

MPREP ADDTWO.TM >> ADDTWOTM.C

A BorlandC forditéjéval osszeszerkesztjiik (linkeljik) a fiiggvényt tartal-
maz6 (ADDTWO.C) C programot, a sablont tartalmazé (ADDTWOTM.C)
C programot és a MathLinket tartalmazé konyvtarat. A szerkesztés ered-
ménye az ADDTWO.EXE program.

A fiiggvényt igy inditjuk el Mathematicdbol:
linkl = Install["d:\wnmath22\mathlink\samples\addtwo.exe"]
LinkObject [d:\wnmath22\mathlink\samples\addtwo.exe, 3, 2]
Ezutédn a Mathematicdban megszokott mdédon lehet hasznalni:
AddTwo[2, 3]
5
Végiil be kell fejezni a hasznélatot:

Uninstall[link1]

Unlink[LinkObject[
d:\wnmath22\mathlink\samples\addtwo.exe, 2, 2]]
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e A Mathematica fuggvényeinek meghivasa C programbdl

Ha a fentiek alapjan mar elkészitettiik az MLINK16.LIB koényvtarat, akkor
méar csak a C programot kell megirni. Tegyiik fel, hogy az ADDINT.C
forrasnyelvi alloméanyba az alabbiakat irtuk:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "mathlink.h"

extern void init_and_openlink P((int argc, char* argv[]));
MLEnvironment ep = (MLEnvironment) O;
MLINK 1p = (MLINK) O;

int main(int argc, char *argv[]))

{int pkt, i, j, sum;

printf ("Opening Mathematica Kermel...\n\n");
init_and_openlink(argc, argv);

printf ("Two integers:\n\t");

scanf ("%d %d", &i, &j);
MLPutFunction(lp, "EvaluatePacket", 1L);
MLPutFunction(lp, "Plus", 2L);
MLPutInteger(lp, i);

MLPutInteger(lp, j);

MLEndPacket (1p) ;

while((pkt=MLNextPacket (1p), pkt) && pkt != RETURNPKT)

MLNewPacket (1p) ;

MLGetInteger (1p, &sum);

printf ("sum=Y%d\n", sum);

MLPutFunction(lp, "Exit", 0);

return 0;}

void deinit (void)
{if (ep) MLDeinitialize(ep);}

void closelink(void)
{if (1p) MLClose(lp);}

void init_and_openlink(int argc, char *argv[])
{ep=MLInitialize((MLParametersPointer)0);
if (ep==(MLEnvironment)0) exit(1);
atexit(closelink);
lp = MLOpen(argc, argv);
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if (1p==(MLINK)0) exit(1);
atexit(closelink);}

A programot az Osszeszerkesztés (ez el6éllitja az ADDINT.EXE progra-
mot az ADDINT.C és a MLINK16.LIB programbdl) utdn a Windowsbdl
indithatjuk el

-LINKNAME "D:\WNMATH22\MATH-MATHLINK"

paraméterrel. A Mathematicdbdl inditds el6tt szalljunk ki, mert ha a mag
mar aktiv, akkor programunk nem tudja még egyszer elinditani. A futdskép:

Opening Mathematica Kernel...
Two integers
23

sum = 5

A Mathematicdban Fortran és Visual Basic programok hasonléan hasz-
nalhaték, mint C nyelvii programok.

Mivel bizonyos felhasznal6éi programoknak olyan programnyelviik van,
amely kozvetleniil képes meghivni a MathLink fliggvényeit (az Accesshez
és az Excelhez a Visual Basic, a Wordh6z a WordBasic), ezért ezek kiilono-
sen konnyen illesztheték. Néhany népszerl felhasznal6i programra szintén
készen van az illesztés; ezek példaul LabVIEW, Spyglass Transform, MAT-
LAB, Xmath, IRIS Explorer, AVS.

A Mathematicdt az Excel tablazatkezelGvel egyiitt a MathLink for
Excel program segitségével tudjuk haszndlni. Ennek az lehet az értelme,
hogy a tablazatkezelovel esetleg attekinthetobb forméaban tudjuk begytjte-
ni az adatokat, mintha egy szoveges allomanyba irnank azokat.

Végiil megmelitjiik, hogy az AMLAZKA (amit latsz, azt kapod, WY-
SIWYG) tipusi bevitelt és TEX, LaTEX, Lotus WordPro vagy EPS (En-
capsulatedPostScript) alaku kivitelt segiti a MathEdit és a MathPORT
program, a K-TALK Communications, Inc. terméke.

2.5. Tovabbi informacioforrasok

Az ismertetetteken kiviil szamos tovabbi lehetdség van informacidszerzésre.
A teljesség igénye nélkiil szeretnénk segiteni az Olvasénak abban, hogy
hogyan induljon el ebbe az iranyba.
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2.5.1. MathSource

A Mathematica programmal kapcsolatos legteljesebb ingyenesen hozzafér-
het6 elektronikus adatbazis a MathSource. Itt talalhatunk tobbek kozott
programcsomagokat, a Mathematicdrol szolé és az azt felhasznalé publikaci-
okat és ilyenek listait. Az itt szereplo tételekhez egy-egy azonosité tartozik.
Ha itt megtaldlhaté anyagra hivatkozunk, akkor ezt az azonositét is meg
fogjuk adni, ahogy eddig is megadtuk.

A vilaghélézaton (World Wide Web) cime a kovetkezo:

http://www.wri.com/MathSource.html

Ha az ftp programmal allomanyokat szeretnénk onnan atmaésolni a sajat
géplinkre, akkor a

mathsource.wri.com

gépre jelentkeziink be anonymous jelszéval. Ugyanezt a cimet hasznélhatjuk
a gopher programmal és elektronikus levelezés céljara is.

A MathSource ennek a szakasznak tovabbi részében ismertetett doku-
mentumok mindegyikérél béséges informéciét tartalmaz (esetenként a teljes
dokumentumot).

A MathSource anyagat idérél-idére CD lemezen is megjelentetik.

2.5.2. Konyvek

A program referenciakonyveit [3, 89] mér eddig is tobbszor megemlitettiik.
A Mathematicardl szamos bevezetd konyv jelent meg, és ugyancsak sok
(Gsszesen mintegy 100) mi sziiletett egyes (matematikédn beliili és kiviili)
alkalmazdsokrél — els6sorban angolul, de ma mar németiil, francidul és
japéanul is. Kényviink irodalomjegyzékében ezek koziil néhanyat megemli-
tiink, a MathSource-on pedig a teljes aktudlis lista megtekinthetd.

2.5.3. Folydéiratok

A Mathematica felhaszndldi kozotti informécideserét tobb folydirat is szol-
galja. A Mathematica Journal negyedévenként jelenik meg. Tartalmaz kuta-
tasi eredményeket, gyakorlati alkalmazasokat, ir 1j termékekrol, konyvekrol.
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Lemezmellékletén a szamhoz csatlakozo jegyzetfiizetek vannak.

A Mathematica in Education and Research szintén negyedévenként meg-
jelend folydirat a Mathematica els6 valtozatanak kibocsatasakor indult.
Kezdetben csak az oktatdssal (matematika, természettudoményok, miiszaki
tudomanyok) foglalkozott. A kutatds és ezzel egyiitt a Research sz tjonnan
keriilt a cimébe.

A Mathematica World hajlékony lemezen havonta megjelend folydirat.
Jegyzetfiizeteket, interaktiv tananyagokat tartalmaz a magrél, a felhaszné-
161 feliiletrdl és a programcsomagokrél. Az elektronikus levelezési csopor-
tokban felmeriilt problémak megoldésait is kozli.

A negyedévenként megjelené MathUser folydiratot a Wolfram Research
Institute kiildi az érdekl6d6 felhasznalonak, ha kiild egy ,,subscribe mathu-
ser” tartalmu elektronikus levelet a

mathlistOwri.com

cimre. Szamos apro oOtletet, fogast tanulhatunk beldle.

2.5.4. MathGroup

A Mathematica folhaszndléi megalakitottdk a (tobbezer tagot szamlélo)
szabalyozott (moderated) levelezési csoportot, a MathGroup-ot. Ennek a
kozosségnek a tudasat tobbféleképpen hasznosithatjuk.

Foltehetiink egyetlen kérdést Steve Christensennek a

mathgroup@christensen.cybernetics.net

cimre, annak a megjegyzésével, hogy a levelezésben nem kivanunk részt
venni, ezért a valaszokat a sajat cimiinkre kérjiik.

A levelezési csoportba dgy lehet belépni, hogy szintén Steve Christen-
sennek frunk egy levelet a

mathgroup-request@christensen.cybernetics.net

cimre. Vélaszul eloszor kapunk egy tajékoztatot, majd megindul a kérdések
és valaszok tanulsdgos és hasznos dradata.



3. Fejezetek a matematikabdl

Ebben a fejezetben a matematika témakorei koré csoportositva mutatjuk
be a Mathematica program lehetoségeit. Fel fogjuk sorolni a felhasznalhato
belsé figguényeket (14sd a 2.1. szakaszt) is, valamint a programcsomagok-
ban (lasd a 2.2. szakaszt) meglévé kilsd figgvényeket is.

3.1. Alapvet6 matematikai fogalmak

Célunk ennek a szakasznak az elején az, hogy a fels6fokt matematikai tanul-
manyok elején szokasosan szerepld logikai és halmazelméleti tudnivaldokat
illusztraljuk, illetve hogy az e targykorben felmeriilé feladatok megoldasa-
hoz segitséget nyujtsunk.

A Mathematica alkalmazhatdsiganak e teriileten tobb korlatja is van.
El6szor is: majdnem kizardlag csak véges halmazokkal vagy valés szamhal-
mazokkal (els6sorban intervallumokkal) tudunk dolgozni. Mésodszor: kvan-
torok alkalmazésa csak kivételes esetekben sikeriil. (Kivétel: a p operator.)
Harmadszor: egyelemli halmaz és eleme, illetve a fiiggvény és helyettesi-
tési értéke kozotti kiulonbségtétel ugyan kovetkezetesebb, mint barmelyik
programozasi nyelvben, mégsem éri el mindeniitt azt a szintet, amelyre az
egyetemi oktatasban feltétleniil sziikség van.

A fenti problémék ellenére meg szeretnénk gy&zni az olvasét arrdl, hogy
még az itt targyalt teriileteken is segitségére lehet a Mathematica. Mivel
maga a program az alabb bemutatandoknal jéval bonyolultabb logikai mii-
veleteket és levezetési szabdlyokat alkalmaz, ezért az is nyilvanvald, hogy
szorgos gyakorlassal fegyvertarunk szinte korlatlanul bovitheto.
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3.1.1. Logikai miiveletek

A kovetkezd belsé fiiggvényeket hasznalhatjuk:

Alternatives () or (1D

And (&&) LogicalExpand
Equal (== True

False Truel
Implies Unequal (!=)
Not (!) Xor

A Mathematica alkalmas logikai értelemben vett itéletek kezelésére. Ezek
kiértékelésénél azt vizsgalja, hogy igazak-e, avagy hamisak. Jeloljiik példaul
p-vel a .3 < 27 kijelentést:

p = (3<2)

False

A p éllitas tagadasanak igazsagértéke az ellenkezdje lesz:

Not [p]

True

Ez a Not fliggvény pontosan megfelel a logikaban szerepl6 negdcic elne-
vezésli egyvaltozds logikai fliggvénynek. Azt is mondhatjuk, hogy a False
és True logikai értékek pontosan megfelelnek az igaz és hamis nullavaltozds
logikai fliggvényeknek, azaz allandéknak. A kétvaltozos matematikai logikai
fiiggvények koziil a logikai konjunkcié (A) megfeleldje az And, a diszjunk-
ci6é (V) az Or, mig a kizdré vagyé a Xor. Az ekvivalencidnak az Equal
fliggvény felel meg, az implikdcionak pedig az Implies.

Megjegyezziik, hogy a matematikai logikdban néha nem, vagy nem csak
logikai értékekhez logikai értékeket rendeld fliggvényeket szokas logikai fiigg-
vényeknek nevezni, hanem olyan fliggvényeket, amelyek valamely mas hal-
mazon, példdul a természetes szdmok halmazan vannak definidlva, és a
természetes szamokhoz rendelnek logikai értékeket.

Az elveknél lefrtakkal Gsszhangban ezek a Mathematica-fiiggvények al-
talanosabbak, ,,tobbet tudnak” a megfelel6 matematikai fiiggvényeknél, az
Equal fiiggvény példaul nemcsak logikai, hanem szamértékek Gsszehason-
litaséra is hasznalhato.
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o Erték- vagy igazsagtablazatok

Megvizsgaljuk, hogy a valtozdk Osszes lehetséges értéke mellett milyen ér-
tékeket szolgaltatnak a program logikai fliggvényei:

{Not[True], Not[Falsel}

{False, True}

J6 lenne (kiilonosen a késébbiekre is gondolva), ha a lehetséges igazsdg-
értékek:

igazl = {True, False};

halmazéra alkalmazhatnank a vizsgalt fiiggvényt. Ehhez hivjuk segitségiil
a Map fiiggvényt, amelynek hasznalata az aldbbi egyszerii példdbdl vilagos
lesz:

Map[Not, {True, False}]

{False, True}
Taldn még természetesebb az az irdasmdd, amelynél a fiiggvény és a lista
(vagy halmaz; a késébbiekben ezek viszonyat tisztdzni fogjuk) kézé mind-
ossze a /@ jelet irjuk, amely a Map fiiggvény roviditett alakja, s amely arra

figyelmeztet benniinket, hogy a Not fiiggvényt kozvetlenil nem alkalmaz-
hatjuk egy listara, csak annak elemeire:

Not /@ {True, False}
{False, True}
Esetenként kényelmesebb lehet, ha gy moédositunk egy fiiggvényt, hogy

kozvetleniil alkalmazhaté legyen egy listara: az attributumai kozott szere-
peljen a Listable attribitum. Ennek a médja a kévetkezo:

Unprotect[Not];
SetAttributes[Not, Listablel;
Protect[Not];

Not [{True, Falsel}]

{False, True}

Térjiink 4t most az And kétvaltozos fliggvényre. Az And fliggvény ér-
téktabldzatinak vagy igazsdgtdbldzatanak egy elemét példaul igy kaphatjuk
meg:

And[True, True]

True
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Vezessiik be az igazsagértékekbdl allé parok halmazat:

igaz2 = {{True, True}, {True, False}l,
{False, True}, {False, Falsel}};

Elegendd tehat végigmenni az igaz2 lista elemein és mindegyiket be-
helyettesiteni az And fiiggvénybe. Az igaz2 lista elemei viszont maguk is
listédk, tehat gondoskodnunk kell arrél, hogy ezek a kételemii listak szolgdl-
tassdk az And fliggvény két argumentumét (,zaréjelek nélkil”). A helyzet
ahhoz hasonld, mint amikor matematikaban egy kétdimenzids vektort be-
frunk egy kétvaltozds fliggvény argumentuméba. Ott el szoktuk kovetni
azt a pontatlansdgot, hogy egy zdrdjelpart elhagyunk és f(0,1)-et frunk
£((0,1)) — s8t £((7)) — helyett. Itt ezt nem tehetjiik meg, ezért sziiksé-
glink van az Apply fliggvényre, amely egy lista elemeibdl egy tobbvaltozds
fliggvény argumentumait allitja elo:

Apply[And, igaz2[[1]1] ]
True

(Itt igaz2[[1]] az igaz?2 lista elsd eleme, vagyis a {True, True} lista.)
Az Apply fliggvénynek is van rovid alakja, a fentivel egyenértékii eredményt
kapunk tehat igy is:

And @@ igaz2[[11];

Az értéktablazat azon részét tehat, amely az utolsé oszlopot szokta al-
kotni, egy tablazat formajaban allithatjuk eld:

utolsooszlop = Table[Apply[And, igaz2[[il]], {i, 1, 4}]
{True, False, False, False}

Jelolje most

f[x_] := Apply[And, x]

azt a fliggvényt, amely az x lista elemeit, amelyek maguk is listak, az And
fliggvény argumentumaiva alakitja. A fenti eredményt ezek utan ugy kap-
hatjuk meg, hogy kiszamitjuk az igaz2 halmaz f melletti képét:

Map[f, igaz2]

{True, False, False, False}

Tiszta fliggvény (ldsd aldbb) alkalmazdsdval f kiiktathatd, ekkor igy

allithatjuk el6 And igazsigtablazatanak utolsé oszlopat:

Map[Apply[And, #1&, igaz2]

{True, False, False, False}
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Vagy rovidebben:

Apply[And, #]1& /@ igaz2
{True, False, False, False}

és végil:
And 0@ #& /@ igaz2
{True, False, False, False}

Lehet, hogy ez alkalommal nem til gyorsan jutottunk el a végeredmény-
hez, az eljaras elonyeit mégis latnunk kell, hogy a tovabbiakban magunk
is torekedjiink a fentihez hasonlé stilusi irdsmdédra. A végsd képletben 1é-
nyegében csak a logikai miivelet szerepel és annak értelmezési tartoménya,
valamint figyelmeztetd jelek annak jelzésére, hogy kiilonbséget kell tenniink
valamely halmaz és annak elemei kozott. Az esztétikal szempont mellett —
amelynek figyelembevétele csak némi gyakorlat utan varhaté el a felhaszné-
16t61 — igen lényeges az is, hogy a miiveleteket a program sokkal gyorsabban
végzi el, ha a feladatot ilyen médon adjuk meg, mintha hagyomanyos iras-
médot alkalmazndnk. Ezt a teljesitcképesség vizsgalatanal példakon fogjuk
bizonyitani.

Egy tetszoleges kétvaltozos logikai miivelet értéktablazatat tehat az aldb-
bi figgvény allitja elo:

tabla[muvelet_] := (muvelet @@ #&) /@ igaz2

Hasznaljuk most ezt a fiiggvényt!

tabla[And]
tabla[0r]
tabla[Xor]
tabla[Equall
tabla[Unequall
tabla[Implies]

Az értéktablazatot a szokdsos médon is elhelyezhetjiik. Ehhez egészitsiik
ki az értelmezési tartoményt az argumentumokat jel6lo két bettivel, példaul
a-val és b-vel:

dom = Prepend[igaz2, {a, b}]

{{a, b}, {True, True}, {True, False},
{False, True}, {False, False}}

Ezutédn az eredményt tartalmazé lista elejére irjuk oda az illet6 logikai
fiiggvény helyettesitési értékét az (a,b) helyen:
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ran = Prepend[tabla[0r], HoldForm[a V b]l]

{a V b, True, True, True, False}

(Prepend[lista, elem] a lista elejére odailleszti az elem-et. Hold-
Form pedig itt azt a célt szolgélja, hogy ne értékel6djék ki az aVb ,,6sszeg”.)
Amint az a matrixmiveleteknél részletesen ki fog deriilni, a dom 2 x 5-Gs
és a ran 1 x 5-0s matrix igy teheto egymas mellé:

Transpose[Join[Transpose[dom], {ran}]]

{{a, b, a V b}, {True, True, True}, {True, False, True},
{False, True, True}, {False, False, False}}

Hogy végiil egy szép tablazatot kapjunk, nézziik meg az eredményt méat-
rixalakban:

MatrixForm[%]

a b aVb
True True True
True False True
False True True
False False False

Haladdk szaméra tanulsagos megfontolni, hogy nem sokkal kénnyitené
meg a dolgunkat a LinearAlgebra‘*MatrixManipulation' csomaghdl
vett AppendColumns fiiggvény sem, mivel ran sorai egyetlen elembdl all-
nak és nem listdk (vagy, ha tetszik, vektorok). A TableForm fiiggvény
viszont rendelkezik olyan opcidkkal, amelyek segitségével a feladat konnyeb-
ben megoldhaté lett volna; javasoljuk az olvasénak, hogy keressen meg egy
ilyen megoldéast.

e Logikai azonossagok

Térjiink at most a logikai azonossagok vizsgédlatara. Szeretnénk egyszerii
logikai azonossagokat bizonyitani a program felhasznéalasaval.

A konjunkcié kommutativitdsa igy lathaté be:

LogicalExpand[a && b] == LogicalExpand[b && al

True

Altaldban is igaz az, hogy bonyolultabb logikai kifejezések egységes alak-
ra hozasaban segit a LogicalExpand fiiggvény: ez ugyanis eldallitja egy
formula teljes diszjunktiv normdalformdjdt. Innen latszik példaul a De Mor-
gan-féle azonossdgok érvényessége.
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LogicalExpand[!(t'a || !b)]
a&& b

LogicalExpand[!(!a && !b)]
allb

Abban az esetben, ha az egyszerii médszerek nem segitenek, marad az ér-
téktablazatok Osszehasonlitasanak mddszere. Lassuk be példaul a kordbban
bevezetett tabla fiiggvény alkalmazasaval, hogy a diszjunkcié kommuta-
tiv:

tabla[(#1 || #2)&] == tabla[(#2 || #1)&]

True

Az implikéciéval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy sokkal tobb-
re hasznalhat6, mint matematikai logikai ismereteink alapjan remélnénk.
Implies[egyl,egy2] ugyanis jelenti az egyl egyenlet azon részét, amely
tartalmazza egy2-t. Ez egyenletek megoldasindl jol alkalmazhatd, 1lasd ott.

Az implikdciérdl zérasul megemlitjiik, hogy az If fliggvény feltételes
utasitdsok megvaldsitasara szolgdl, tehdt a programozas egy segédeszkoze.
Logikai szempontbdl érdekes megjegyezni, hogy négy argumentummal is
hasznalhato; ilyenkor a negyedik argumentumban szerepl6 utasitast hajtja
végre a program, amennyiben nem tudja eldonteni, hogy igaz vagy hamis
a feltétel értéke.

e Logikai egyenletek

Oldjuk meg az alabbi logikai egyenleteket a Mathematica segitségével:

Solve[(False || x) == False, x]

{{x -> Falsel}}
Az eredmény hozzdrendelési szabdlyok egy (egyelemii) listaja. Az egyetlen
hozzarendelési szabaly azt mondja, hogy a megoldast kapjuk meg akkor, ha
x értékét False-sal helyettesitjiik. Ehhez hasonlét jelent az alabbi utasités
és eredménye is:

Solve[(False || x) == True, x]

{{x -> True}}

Ha megoldassal nem rendelkez6 egyenletet oldatunk meg a programmal,

akkor eredményiil iires listat kapunk:

Solve[(True || x) == False, x]

{3
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Végiil pedig, ha minden = megoldasa egy egyenletnek, azaz nincs meg-
kotés arra, hogy mit helyettesitsiink x helyébe, akkor az eredmény egyetlen
szabalybdl allo lista, amely szabdly azonban nem tartalmaz megkotést:

Solve[(True || x) == True, x]
{3

Oldjuk meg most a kovetkezé feladatot (lasd [83], 125. oldal). ,, Megyek
az utcan, észreveszek a tulsé oldalon egy lanyt és egy fiut. Még messze
vannak, nem ismerem fel egyiket sem; de mintha Zsuzsi volna az a lany,
allapitom meg magamban.

Ha Zsuzsi az, akkor vagy Feri megy vele, vagy az a mérnokhallgato, akivel
mostanaban gyakran latom egyiitt.

Kozelebb jonnek. Felismertem: Zsuzsi az.

Most mar a fiut is jobban latom. Nem Feri megy vele.

Mi kévetkezik ebbdl?”

Ha felirjuk a feltevéseket (premisszakat) roviditve, logikai miiveletekkel,
akkor ezt kapjuk:

zsuzsi = True;
feri = False;

Solve[Implies[zsuzsi, feri || mernok] == True, mernok]

{{mernok -> Truel}}

e A 1 operator

A matematikai logikdban és a rekurziv fliggvények elméletében szerepel a p
operator: szokdsosan p,enP(n) jeloli azt a legkisebb természetes szamot,
amelyre a P allitds igaz. A Select fiiggvénnyel ez (a természetes szamok
halmaza helyett véges halmazt szerepeltetve) leirhatd, sét a Select fiigg-
vény ennél sokkal tobbre is képes:

mul = Select[{a, b, ¢, d, 5, e, 2}, NumberQ}, 1]
{5}

Most még nem a legkisebb, adott tulajdonsigui elemet kaptuk, hanem a
listaban legelGszor kovetkezot. Egy rendezéssel egytitt mar a jo megoldas
adodik:

mu2 = Select[Sort[{a, b, ¢, d, 5, e, 2}]1, NumberQ, 1]
{2}

Egy mésik megoldas:
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mu3 = Min[Select[{a, b, ¢, d, 5, e, 2}, NumberQ]l]
2

Hasonlitsuk 6ssze a két megoldas gyorsasagat nagyobb szamossagu hal-
mazokon!

3.1.2. Halmazok

Sziikségiink lesz a legtobb listakezel6 fiiggvényre is a néhany specialisan
halmazelméleti fiiggvény mellett:

Apply MapAll
Cases MapAt
Complement MapIndexed
Drop MapThread
Flatten Member(Q
Freel Outer
Intersection Part
Interval Partition
List Rest

Map Union

A DiscreteMath‘*Combinatorica‘ programcsomag

CartesianProduct RandomPartition
GrayCode RandomSubset
KSubset Subsets
NthSubset

fliggvényei, valamint a Calculus‘DiracDelta‘ programcsomag

DiracDelta UnitStep
SimplifyUnitStep

eljarasai is segitséget nyudjthatnak.
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e Alapveto fogalmak

A Mathematica alapvetd adatszerkezete a lista. Halmazokat is listéval
reprezentalhatunk, ehhez azonban az adott listdban tobbszor eléforduld
azonos elemeket egyetlen listaclemmel kell helyettesiteniink. Ennek egy
modjara mutatunk példat:

lis = {3, 1, 1, 2, 3, 1, 2};
halm = Union[lis]

(Ekézben az elemek a $String0Order rendszervaltozé aktudlis értékének
megfeleléen rendezédnek is.)

A legcélszeriibb eljaras, ha bevezetiink egy fiiggvényt, amely a listdkat
halmazza alakitja, és halmazmiiveletek végzése elott elsé lépésként mindig
ezt alkalmazzuk:

halmaz[lista_] := Union[lista]
Az dres halmaz megfelel6je az { } iires lista. Nem lep meg benniinket,
hogy
{}={{1}
False
Azt, hogy az a elem benne van-e az {a,b,c} halmazban, példaul igy
vizsgalhatjuk meg:
MemberQ[{a,b,c},al
True
Megkérdezhetjiik azt is, hogy mentes-e az {a,b, ¢} halmaz az a elemtél:
FreeQ[{a,b,c},al
False

A MemberQ utasitas felhasznalasaval ellenérizhetjiik azt, hogy egy hal-
maz részhalmaza-e a masiknak:

ClearAll[a,b];

a = {1,2,3};

b = {0,1,2,3,5};
Apply[And,Table[MemberQ[b,al[[i1]1]1,{i,3}]1]

True

Rovidebb, témorebb és gyorsabb, ha az a halmazt nem elemenként ke-
zeljik:
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Apply[And, Map[MemberQ[b, #]1&, all
True
Még révidebb formuldt kapunk, ha az utasitasok rovid alakjat hasznaljuk:
resze[x_, y_] := And @@ (MemberQ[y, #]1& /@ x);
resze[a, b]
True
Részhalmazokat gyakran definidlunk dgy, hogy egy adott alaphalmaz

adott tulajdonsdgu elemeit valasztjuk ki. Ezt tobbféleképpen is megtehetjik
a Mathematicdban:

halom = {a, b, ¢, 1, 2, 3, 4, 5};

Cases[halom, _Integer]

{1, 2, 3, 4, 5%}

Cases[halom, x_ /; x<3]
{1, 2}

Select[halom, 0ddQ]
{1, 3, 5}

Kivdlaszthatjuk egy halmaz (inkébb: egy lista) adott helyen lévd elemeit
is, amint azt a példdk mutatjék (ezek a miiveletek eszkozként halmazokra
is j6l hasznélhatdak):

Take [halom, 3]
{a, b, c}

Take[halom, =-3]
{3, 4, 5}

Take [halom,{3, 5}]
{c, 1, 2}

Hasonléan hagyunk el bizonyos elemeket:

Drop[halom, 3]
Drop[halom, -3]
{1, 2, 3, 4, 5}
{a’ b’ C’ 1’ 2}
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Drop[halom, {3}]
Drop[halom, {3,5}]

{a, b, 1, 2, 3, 4, 5}
{a, b, 3, 4, 5}

Adott halmaz részhalmazdt igy is megadhatjuk:

Rest[halom]
{b, ¢, 1, 2, 3, 4, 5}

Part[halom, {3, 5, 7}]
{c, 2, 4}
A kovetkezd utasitdsok eredménye pedig adott halmaz egy eleme:

First[halom]

a
Part[halom, 3]
c

Felhivjuk a figyelmet az elvekrol szolo 2.3. szakaszra. A jelen pontban
targyalt miveletek ugyanis altaldban nem csak listakra alkalmazhatok, igy
hataskoriik az itt ismertetettnél sokkal b&vebb.

e Halmazmoiiveletek

Természetesen nemcsak a halmaz listabdl valé el6allitasanak miiveletét, ha-
nem a halmazok egyesitését is a Union fliggvény végzi:

Union[{1, 2, a}, {2, 3, a, b}, {1, a, 2, c}]

{1 E 2 b 3 3 a 3 b E C}

Ugyanezt hasznalhatjuk — tobbféleképpen is — tetszoleges (véges!) hal-

mazrendszer egyesitésének kiszamitasara is:

rendszer = Table[{i-1, i, i+1},{i, -1, 1}]

{{_2, _1’ O}, {_1: O: 1}: {O: 1’ 2}}

Union @@ rendszer

{_2: _1: 0’ 1: 2}

Union[Flatten[rendszer]l]
{-2, -1, 0, 1, 2}
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(Flatten ,kiszedi” a f6losleges zaréjeleket, részletesen lasd az elveknél.)
Halmazok metszetének kiszdmitasara adunk néhany példat:

{a, b, c}vIntersection~{b, c, d}
Intersection[{a, b, c}, {b, c, d}]
Intersection @@ rendszer
Apply[Intersection, rendszer]

Végtelen (RN -beli) halmazok példaul karakterisztikus figgvényiikkel ke-
zelhetdk. A nyilt egységkorlap karakterisztikus fliggvényét igy is megkap-
hatjuk:

ClearAll[f];

flx_, y_1 := If[1-xa2-ya2>0, 1, 0];
Timing[Plot3D[£f[x, y1, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}1]
{46.192 Second, -SurfaceGraphics-}

Ugyanennek a fiiggvénynek egy masik definicidja:

glx_, y_1 :=1 /; (xa2+ya2)<1

glx_, y_1 := 0 /5 (xa2+ya2>=1)
Timing[Plot3D[g[x, yl, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}1]
{40.645 Second, -SurfaceGraphics-}

(Ezeket a definiciékat — és az aldbb kovetkezét — ismét felfoghatjuk tgy
is, hogy egy alaphalmaz, esetiinkben a sik, adott tulajdonsagu elemeit va-
lasztjuk ki.)

A Calculus alkonyvtar DiracDelta elnevezésii programcsomagjat is
hasznéalhatjuk karakterisztikus fiiggvények elkészitéséhez:

<<Calculus‘DiracDelta‘
hix_, y_] := UnitStep[1-xa2-ya2];

Ha ezeket a karakterisztikus fiiggvényeket abrazolni akarjuk, akkor ez az
els6 két definiciéval koriilbeliil egyforma ideig tart, a harmadikkal koriilbe-
lil haromszor annyi ideig. A harmadikat akkor érdemes mégis valasztanunk,
ha a karakterisztikus fliggvényekkel miiveleteket is akarunk végezni: példaul
a halmazmiiveletek megvaldsitdsa végett. (Két halmaz metszetének karak-
terisztikus fiiggvénye a halmazok karakterisztikus fliggvényének szorzata,
egyesitésiikét pedig gy kapjuk meg, hogy a karakterisztikus fliggvények
Osszegébdl levonjuk azok szorzatat. Valamely halmaz komplementerének
karakterisztikus fliggvénye az 1 fiiggvény és a karakterisztikus fliggvény
kiilénbségeként kaphaté meg.) A bonyolult, a UnitStep fiiggvényt tébb
helyen is tartalmazé kifejezések egyszeriisitésére ugyanis az adott program-
csomagban egy kiilon fliggvény, a SimplifyUnitStep taldlhato.



82 3. Fejezetek a matematikabol

Szamitsuk ki most két halmaz metszetének és egyesitésének karakterisz-
tikus fiigvényét:

k[x_, y_1 := UnitStep[x+y-1]
1[x_, y_] := SimplifyUnitStep[h[x, yl k[x, yl]
m[x_, y_] := SimplifyUnitStep[h[x, y] + k[x, y] - 1[x, yll

Plot3D[1[x, yl, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}]

Az a és b halmaz Descartes-féle szorzatdt az Outer fiiggvénnyel kaphat-
juk meg, ez ugyanis a masodik és harmadik argumentumaban megadott
listak elemeib0l képezi az Osszes part, és ezeket a parokat az elsé argumen-
tumként megadott fiiggvény argumentuméanak adja at; végiil az eredmény-
bol listat képez:

Flatten[Outer[List, {d, e, £}, {1, 2}1, 1]

{{a, 1}, {4, 2}, {e, 1}, {e, 2}, {£f, 1}, {£f, 2}}
Erdemes tehét a kovetkez6 definfciét bevezetni:

descartes[a_, b_] := Flatten[Outer[List, a, bl, 1]

a={d, e, f};

b = {1, 2};
descartes[a, bl

{{d’ 1}’ {d’ 2}’ {e’ 1}’ {e’ 2}’ {f’ 1}’ {f’ 2}}

(A Descartes-szorzat elemei rendezett pdrok, ahogy el is véarjuk.) Ugyanezt
megadja a DiscreteMath alkényvtar Combinatorica programcsomag-
janak CartesianProduct fiiggvénye is.

Az értéktablazatokhoz a logikai fliggvények értelmezési tartomanyanak
pontjait most méar igy is eldallithatjuk:

igaz = descartes[{True, False}, {True, Falsel}];

Descartes-szorzat (nem csak véges halmazoké!) szamos belsé fiiggvény
argumentumaként el6fordulhat. Példaul:

Plot3D[Sin[x+2 + ya3], {x, -Pi/2, Pi/2}, {y, 0, Pi}]
Ha a k szdm osztdja az A halmaz elemei szaméanak, akkor

Partition[A,k]

c sz

maznak k£ szamu eleme van:

Partition[{1, 2, 3, 4, 9, 8, 7, 6}, 2]
{{1, 2}, {3, 4}, {9, 8}, {7, 6}}
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Ne tévessziik 0ssze a Partition fliggvényt a DiscreteMath alkonyvtar
Combinatorica programcsomagjanak Partitions fiiggvényével, amely
pozitiv egész szamokat bont fel pozitiv egész szamok Gsszegére.

e Hatvanyhalmaz

Hivjuk be a Combinatorica programcsomagot:

<<DiscretelMath'Combinatorica*
Képezhetjiik egy adott halmaz részhalmazait lexikografikus sorrendben:

Table[NthSubset[n, {a, b, ¢, d}]1, {n, 0, 15}]

{{ ¥, {a}, {v}, {a, b}, {c}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c},
{d}, {a, 4}, {b, 4}, {a, b, d}, {c, d}, {a, c, 4},

{b, c, d}, {a, b, c, d}}

Hatvanyhalmazt tehat igy képezhetiink:

hatvany[a_] := Table[NthSubset[n, al, {n, 0, 2aLength[a]l-1}];
hatvany[{a, b, ¢, d}];

Egy masik megoldasnal ugy soroljuk fol a részhalmazokat, hogy a sorozat
minden tagja pontosan egy elemben kiilonbozzék az el6z6tol:

GrayCode[{1, 2, 3, 4}]
3, {1}, {1, 2}, {2}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 3}, {3},
{3, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4}, {2, 4},
{1, 2, 4}, {1, 4}, {4}}
Vegyiik észre, hogy példaul a 4 szdm az els6 nyolc részhalmazban nem fordul
el6, mig az utolsé nyolc mindegyikében el6fordul.
Az a halmaz k elemi részhalmazait igy kapjuk meg:

KSubsets[{a, b, c, d}, 3]
{{a, b, ¢}, {a, b, 4}, {a, c, d}, {b, c, d}}
ezért hatvanyhalmazt igy is el6allithatunk:

Flatten[Table[KSubsets[{a, b, ¢, d}, n], {n, 0, 4}1, 1]

{2}, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, dI},
{v, c}, {v, d}, {c, 4}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d},
{b, c, d}, {a, b, c, d}}

Végiil megemlitjiik, hogy ugyanebben a programcsomagban Subsets
néven olyan fliggvényt is talalunk, amely kozvetleniil el6allitja a hatvany-
halmazt.
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Megjegyzendo, hogy gyakran van sziikséglink arra, hogy eldallitsuk egy
halmaz kételemi részhalmazait (azaz a mésodosztélyt ismétlés nélkiili kom-
bindcidkat). Ehhez is felhaszndlhatjuk a KSubsets fliggvényt:

parok[lista_] := KSubsets[lista, 2];

e Relacidk

A valés szamokon definialt szokdsos reldcick is hasznalhaték: <, <=, >,
>=. A matematikdban megszokott Gsszevondsokkal is élhetiink:
3 <5< 12

True

Nem csak szdmokra hasznalhato az egyenl6ség és a nemegyenlOség:

(3<4) == True

True

{1, 2, 5, a, b} !'= {1, 2, 5, a, b}

False

{1, 2, 5, a, b} == {2, 1, 5, a, b}

False

Az x!=y!=z kifejezés pontosan akkor igaz, ha z,y és z paronként kii-
16nbozok. (fgy tehat a Unequal és a Xor haromvaltozés fiiggvény mar
kiilénboz6k, bar kétvaltozésként, mint font lattuk, megegyeznek.)

A fenti relacidk és logikai miiveletek eredményként is igen gyakran el6-
fordulnak:

Reduce[a x == b, x]

b
b==0& a==01]]| a!=0& x==—
a

(A logikai diszjunkci6t6l megkiilénboztetendd az alternativak felsoroldsét
jelolé | jel; ezt a mintézatokkal kapcsolatban a 2.3.2. pontban targyaltuk.)

Ujonnan definidlt relaciék megadasahoz bizonyos szorzathalmazok rész-
halmagzait kell kijel6lni:

rel = {{13 1}3 {2, 2}, {3, 3}9 {19 2}9 {2, 1}}
{1, 13}, {2, 2}, {38, 3}, {1, 2}, {2, 1}}

Hatéarozzuk meg a fenti relacié értelmezési tartomanyat:
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reldom = Union[First[Transposel[rell]l]
{1, 2, 3}
Hatarozzuk meg értékkészletét is:

relran = Union[Last[Transposel[rel]]]
{1, 2, 3}
Vajon megegyezik-e a relacio értelmezési tartomanya és értékkészlete?
reldom == relran
True

Egy relacié reflexivitdsa ellenérizhet6 gy, hogy az alaphalmaz identitds-
fliggvényét tartalmazza-e:

atlo = Thread[List[reldom, reldom]];
reszel[atlo, rell

True
A relacidkat grdfoknak is tekinthetjiik. Ehhez a felfogashoz tartozé fogal-

makat és eszkozoket a diszkrét matematikardl szélo 3.6. szakaszban fogunk
targyalni.

e Miiveletek intervallumokkal

Az intervallumokkal mintha baj lenne. Az Intersection és a Comple-
ment fliggvénnyel nem miikodnek jél egyiitt; a Union-nal természetesen
igen:

Intersection[Interval[{0, 1}], Intervall[{0.5, 2}1]
Intervall ]

Complement [Interval[{0, 5}], Intervall[{2, 3}]]
Interval[{0, 5}]

Union[Interval[{0, 1}], Intetrvall{0.5, 2}]
Interval[{0, 2.}]

Mindez nincs 6sszhangban a matematikdban megszokott tulajdonsagok-
kal. A Mathematica elveinek viszont megfelel, ugyanis az Intersection
ugy mikodik, hogy a metszet tagjainak Interval fejét eltdvolitja, majd
megallapitja, hogy a megmaradt listdknak melyek a kozos elemei, s ezekre
visszarakja az Interval fejet. Miutan ez a kellemetlenség a program hasz-
nalata soran kidertilt, specidlis fiiggvényeket vezettek be intervallumokkal
végzendd halmazmiiveletekre:
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IntervalUnion[Interval[{0, 1}], Interval[{0.5, 2}1]
IntervalUnion[Interval[{-1, 1}], Intervall[{1, 3}1]
IntervalUnion[Interval[{0, 1}], Intervall[{2, 3}1]

Interval [{0, 2}]
Interval [{-1, 3}]
Interval[{0, 1}, {2, 3}]

IntervalIntersection[Interval[{0, 1}], Interval[{0.5, 2}1]
IntervalIntersection[Interval[{0, 1}], Intervall[{2, 3}11]

Interval[{0.5, 1.}]
Intervall ]

Azt is megéllapithatjuk, hogy egy szdm eleme-e egy intervallumnak:
IntervalMemberQ[Interval[{1, 2}], Sqrt[2]]
True
IntervalMemberQ[il, i2] értéke pedig — ha i; és iy is intervallum —

pontosan akkor True, ha iy C iy:

IntervalMemberQ[Interval[{0, 4}], Interval[{2, 3}]]

True

IntervalMemberQ[Interval[{1, 2}], Interval[{0.5, 3}]1]

False

Valés intervallumokon aritmetikai miiveleteket is végezhetiink a szokésos
médon:

3/7 + Interval[{0, 1}]

Int val [{‘ }]
nterva N
7 7

3*xInterval[{-1, 3}]
Interval[{-3, 9}]

Intervall[{1, 2}] + Intervall[{3, 4}]
Interval [{4, 6}]



3.1. Alapvet6 matematikai fogalmak 87

3.1.3. Szamok abrazolasa. Aritmetikai miiveletek

A Mathematica programon beliil elvileg akarhany jegyl szamokkal végezhe-
tiink miveleteket. A gyakorlatban az dbrézolt szamjegyek maximélis sza-
mat — ami minden valtozatnél ezrekkel mérheté — azonban az aktudlisan
hasznalt hardverkornyezet hatarozza meg.

Egész szamokkal és tortekkel megadott aritmetikai miveletek eredmé-
nyét a program a matematika szabdlyainak megfelel6en pontosan adja meg
(pontos aritmetika).

A szamolégépekhez és a hagyoméanyos programnyelvekhez hasonléan itt
is dolgozhatunk kozelit6 értékekkel (kozelitd aritmetika). Ilyenkor igen tag
hatarok kozott szabalyozhatjuk a felhaszndlt értékes szamjegyek szamat.
Néhéany programcsomagban levé fiiggvény a lebegépontos aritmetika elmé-
letének tanulmanyozasahoz is segitséget nyujt. Ezeket ennek a pontnak a
végén ismertetjiik.

Mar itt felhivjuk az Olvasé figyelmét a bemend adatok szintaxisanak
(lasd kés6bb) gondos megvalasztasara. A tovdbbiakban részletesen ismer-
tetjik, hogy adott kifejezés kiértékeléséhez a Mathematica milyen elvek
alapjan valaszt a pontos és a kozelité algoritmusok alkalmazasa koziil.

e Az aritmetikai miiveletek szintaxisa

Plus[x,y]l vagy x+y Osszeadds
Subtract([x,y] vagy x-y kivonds
Times[x, y] vagy x y vagy XXy  SzZorzds
Dividel[x,y]l vagy x/y osztés
Power [x,y] vagy xAy hatvdnyozds

Az x*xy szorzatot megadhatjuk igy is: x y. Ebben az esetben a székoz
karakter jeloli a szorzas miiveletét. Ha egy kéttényezbs szorzat elsé ténye-
z6je (valds vagy komplex) szdm, a méasodik tényezéje szimb6lum (azaz nem
szdm), akkor a * is és a sz6koz karakter is elhagyhato. fgy aTx,aT*xésa
7 x utasitasok egyenértékiiek. Vigyazzunk azonban arra, hogy a forditott
sorrendre ez mar nem érvényes. Az X7 egy x-t6l kiilonbozd szimbdlumot
jelent és nem az x*7 szorzatot.

A Mathematica az aritmetikai miiveleteket a matematikdban megszokott
precedenciaszabalynak megfeleléen hajtja végre, ha a () zdréjelekkel ettdl
eltérd sorrendet nem jeloliink ki. A precedenciaszabdly 3 oldalas ismertetése
Wolfram kényvében ([89], 716-719. oldal) sziikség esetén megtaldlhatd. Mi-
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vel elég természetes a miiveletek sorrendje, ritkan kell ezzel foglalkoznunk.
Ha bizonytalanok vagyunk, alkalmazzunk (gombolyii) zaréjeleket.

e Szamtipusok

A hagyoményos programnyelvekhez (Basic, C, Fortran, Pascal) hasonléan
a kiilonbozo tipusi szamokat a Mathematica is kiillonb6z6 mdédon kezeli. Az
alabbi szamtipusok megkiilénboztetésére van maod:

Szamtipus Definicié Példak
egész szamok az egész szamok halma- 143
(Integer) zénak (Z-nek) az elemei ~ -245
valédi tortek a p/q alaki szédmok, a-  3/17
(Rational) holpe Zésqe Z\ {0} 5/(-7)
valés szamok a valés szamok kozelité-  31.423
(Real) sére szolgdlé véges tize-  —6.792
destortek
komplex szamok az a + bt alakban meg- ~ 3+4*I
(Complex) adott komplex szdmok,  2/3+7.%*I
ahol a és b az el6z6 ha-  1.2+3.4%1I
rom szamtipus valame-
lyike (i jeloli a képzetes
egységet)

A program szempontjibdl az egész szamoknak és az explicit tizedes-
ponttal megadott valés szamoknak kitlintetett szerepiik van (lasd a 2.3.1.
pontot).

A szimbolikus programcsomagoknak, igy a Mathematicdnak is egyik f6
erénye az, hogy segitségiikkel alapértelmezésben dolgozhatunk akar tobb
ezer jegyl szamokkal is.

A lehet6ségek ismertetéséhez sziikséglnk lesz a szamok egy masik cso-
portositasara is. Pontos numerikus értékeknek nevezziik az egész szamokat,
a valédi torteket és azokat az algebrai alakban megadott komplex szamo-
kat, amelyeknek a valds és a képzetes része is az elébbiek valamelyike. Ilyen
szamokkal a matematikdban megszokott médon pontosan is végezhetiink
miiveleteket. Kozelité numerikus értékeknek nevezziik az explicit tizedes-
ponttal megadott valds vagy komplex szamokat. Az ezekkel végzett miive-
leteknél a program a szokéasos kerekitési szabdalyokat alkalmazza.
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A Mathematica szimbdélumoknak tekinti (és specidlis médon kezeli) a
matematikai dllandokat. Sok esetben ezekkel is ugyanigy szamolhatunk,
mint a pontos numerikus értékekkel. A kovetkez6 tdblazatban a beépitett
matematikai allanddk koziil csak néhanyat sorolunk fel.

Catalan a Catalan-féle allando, azaz a
ST (=1)*(2k + 1)72 Gsszeg

Degree  a fokot radidnba atvalté szorzé (m/180°)
E a természetes alapu logaritmus alapszama

n
EulerGamma a -~y := lim (Z % —log n> Euler-féle al-

landé
GoldenRatio  az aranymetszési alland6 (az (1 + v/5)/2
sz&m )

I  a+/—1 képzetes egység
Infinity  a 400 szimbdélum
-Infinity a —oo szimbdlum
Pi  amszédm

Komplex szamok kezeléséhez az alabbi belsé fiiggvényeket hasznédlhatjuk:

Abs Arg Conjugate

Im Re
Ezek jelentése a megszokott. Csupan azt emeljik ki, hogy Arglz] a z
komplex szdmnak a (—m, 7| intervallumba esé (radidnban mért) argumen-
tumat adja meg. A kiovetkez6 példdk ezt illusztraljak. Figyeljliik meg azt is,
hogy abban az esetben, amikor a bemend adatok csak pontos numerikus
értékeket tartalmaznak, akkor a program a pontos eredményt keresi:

{Arg[1 + I], Arg[-Cos[Pi/6] + Sin[Pi/6]1*I], Arg[12 + 3x*I]}

Pi b5 Pi
{Z’ — ArcTan[12, 3]}

Ha az aritmetikai kifejezés kozelité numerikus értéket is tartalmaz, akkor a
kért eredmény egy kozelito értékét kapjuk meg:

{Arg[1. + I1, Arg[12 + 3.*I]}

{0.785398, 0.244979}

A Mathematica komplex szamokkal végzett miiveletek eredményét al-
gebrai alakban adja meg. A Gauss-egészek (azok a komplex szamok, ame-
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lyeknek a valds és a képzetes része is egész szam) korében is dolgozhatunk
azokkal a fiiggvényekkel, amelyek rendelkeznek a GaussianIntegers op-
ciéval.

A Head fiiggvény ad informécidt arrdl, hogy egy adott szdmot a program
milyen tipusinak tekint. Példaul:

{Head[312], Head[312.], Head[5/10], Head[5./101}
{Integer, Real, Rational, Real}

{Head[12 + 0*I], Head[12. + 0.*I]1}
{Integer, Complex}

{Head[Sqrt[3]1], Head[Sqrt[4]], Head[Sqrt[4.11}
{Power, Integer, Real}

Szédmos matematikai probléméanal lényeges tudni azt, hogy egy adott
szam hozzatartozik-e a komplex szdmok valamely részhalmazihoz. Az ilyen
jellegli kérdések megviélaszoldsdhoz nyudjthatnak segitséget kiilonb6zo logi-
kai értékeket megadd beépitett fliggvények. Az

IntegerQ[x]

utasitas eredménye True, ha x egész szam, és False az ellenkezo esetben.
Hasonl6 értelemben hasznalhatjuk még a kovekez6 utasitdsokat is:

EvenQ[x] 0ddQ[x]
Negative [x] Positive [x]
NonNegative [x] PrimeQ[x]
NumberQ [x]

e Szamok felirasa kiilonbozo alakban

A Mathematica elvileg akarhany jegyl egész szdm dbrazolasara képes. Er-
demes kipréobalni példaul azt, hogy milyen n természetes szdmig adja meg
3" minden jegyét.

Hasznélhatunk kiilonb6z6 alapi szémrendszereket is. (Az alapértelmezés
természetesen a 10-es szamrendszer.) A

‘ BaseForm[esz, asz] ‘

utasitds eredménye a 10-es alapi szamrendszerben megadott esz egész
szdm asz (< 36)-alapi szamrendszerbeli alakja. A 9-nél nagyobb szdm-
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jegyek jelolésére rendre az a, b, ¢, d, ... karaktereket hasznaljuk. A
kovetkez6 példakban figyeljiik meg azt is, hogy a program alsé indexbe irja
a szamrendszer alapszamat:

{BaseForm[37, 2], BaseForm[15821961566888151, 171}

{1001015, 1a2b3c4d5e6f7gq7}

Az asz-alapi szdamrendszerbeli esz szamot az

aSzZAAesSZz

utasitds alakitja &t 10-es alapi szamrendszerbeli szdmma:

{244100101, 16arffaal0}
{37, 16755200}

Az IntegerDigits belsé fliggvénnyel egy egész szam szamjegyeit tar-

talmazé listat kapunk:
IntegerDigits[12345678]
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

Az IntegerDigits[esz, asz] utasitds eredménye pedig olyan lista,
amelynek elemei a 10-es szdmrendszerben megadott esz szdm asz-alapu
szamrendszerbeli alakjanak szamjegyei.

Itt hivjuk fel a figyelmet a 6 lehetséges opciét tartalmazé NumberForm

bels6 fliggvényre, amely (kiilonsen sok szdmjegyet tartalmazd) szémok
attekinthet6bb megjelenitését tdmogatja. Az opcidkat az

Options[NumberForm]

utasitds eredménye mutatja meg. Itt példaként csupan azt emlitjiik meg,
hogy ha a 30! szam szamjegyeit 3-as csoportokban szeretnénk megjeleniteni
ugy, hogy az egyes csoportokat a | karakter vélassza el egymdstdl, akkor
ezt igy tudatjuk a Mathematicdval:

NumberForm[30!, DigitBlock -> 3, NumberSeparator -> "|"]
265|252185918121191|0581636|3081480|000]|000
A Mathematica a valddi torteket is pontosan kezeli. Figyeljik meg, hogy
ezeket a szamlédlé és a nevezd legnagyobb kozos osztdjaval automatikusan
egyszerisiti:
452/62
226
31
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A BaseForm fiiggvényt valédi tortekre is alkalmazhatjuk:

BaseForm[3/4, 2]
119
1005
A program a kézelité numerikus értékeket alapértelmezésben kiillonb6z6

formaban adja vissza:
{6.7+-4, 6.746, 6.748}
6
{0.00049625, 90458.4, 4.06068 10 }

A ScientificForm belsé fliiggvénnyel a szdmokat a matematikdban meg-
szokott lebegépontos alakban &dbrazolhatjuk:

ScientificForm[%]

-4 4 6
{4.9625 10 , 9.04584 10 , 4.06068 10 }

Az EngineeringForm fliggvénnyel mérnoki alakban, konyvelési alakban
pedig az AccountingForm-mal kapjuk meg az értékeket. Adott szam man-
tisszdjabdl és kitevojébol allo listat is gyarthatunk:

MantissaExponent [23.42]

{0.2342, 2}

A RealDigits és a NumberForm eljarasokat kozelité numerikus értékek
esetén is hasznalhatjuk.

e Pontos aritmetika

Ha egy matematikai kifejezésben csak pontos numerikus értékek szerepel-
nek, akkor a Mathematica a matematika szabdlyainak megfeleléen végzi
el a miiveleteket, és kerekitések alkalmazasa nélkiil, pontosan adja meg a
végeredményt:

(1+47/9) 420
1208925819614629174706176
12157665459056928801

o Kozelit6 aritmetika

Az explicit tizedesponttal megadott szamokat a program kozelité értéknek
tekinti, és az ezekkel végzett miiveleteknél a matematikaban megszokott
kerekitési szabalyokat alkalmazza.



3.1. Alapvet6 matematikai fogalmak 93

A hagyomdnyos programnyelvek az aritmetikai miiveletek elvégzéséhez
alapértelmezésben felhaszndljak az adott szamitégép processzoraba beépi-
tett numerikus lehet6ségeket. Ezért a matematikai miiveleteket csak megha-
tarozott szamu (éltaldban 20-nél kevesebb) értékes szamjegyet tartalmazé
valos szamokkal tudjék elvégezni, és a (sok esetben nem egyszeriien végre-
hajthaté) hibaanalizisrél a felhasznalénak kell gondoskodnia.

Ezzel szemben a Mathematicdt hasznalva mar alapértelmezésben is akar
tobb ezer értékes jegyet tartalmazéd valds vagy komplex szamokkal is tu-
dunk dolgozni, tovabba a hibabecslésrol is kapunk értékes informacidkat.
Az ilyen nagypontossagu miiveletek kiértékelésénél a program készitéi nem
tudjak kozvetleniil felhaszndlni a szamitégép processzoranak numerikus le-
hetdségeit. A legalapvetébb miiveletek (6sszeadds, kivonds, szorzés, osztas)
elvégzését is a programban kell megoldani. Ez a tény természetesen a kiér-
tékelés gyorsasagat is befolyasolja. Sok probléménal azonban a gyorsasig
fontosabb szempont, mint a pontossdg. A Mathematica (a hagyoményos
programnyelvekhez hasonléan) lehet6vé teszi, hogy tekintettel legytlink er-
re. A bemené adatok szintaxisdval a felhasznald valasztja meg azt, hogy a
kiértékelésnél a program melyik médszerrel dolgozzék.

Az imént elmondottak miatt a Mathematica kozelité numerikus érté-
keknek az alabbi két tipusét kiilonbozteti meg: gépi pontossdigi szamok és
nagypontossagu szdmok. Az el6bbiek rogzitett szamu szamjegyet tartalmaz-
nak, és a veliikk végzett miuveleteknél a hibabecslést a felhasznalénak kell
elvégeznie. A program az ilyen szdmokkal végzett miiveleteknél hasznalja
kozvetlentil az adott szamitégép hardverébe beépitett numerikus lehetdsé-
geket. A nagypontossigui szamok elvileg (1) akdrhany szamjegyet tartalmaz-
hatnak, és a program a veliik végzett miiveletek soran bizonyos hibabecslést
is végez.

A Mathematica az explicit tizedesponttal megadott valds vagy komplex
szamot akkor tekinti gépi pontossagu szamnak, ha az értékes szamjegyek
szédma legfeljebb akkora, mint a $MachinePrecision rendszervaltozé ér-
téke alapértelmezésben. Az altalunk haszndlt gépek esetében ez a szdm 16:

$MachinePrecision
16
Ha bizonytalanok vagyunk, akkor a MachineNumberQ beépitett fligg-
vénnyel kérdezhetjiik meg a programtél, hogy egy adott szamot gépi pon-
tossagunak tekint-e vagy sem:
{MachineNumberQ[1.2], MachineNumberQ[1.2345678901234567],
MachineNumberQ[0.00000000001234567]}

{True, False, True}
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Ha a tizes szamrendszerben beadott szdm a $MachinePrecision érték-
nél kevesebb értékes szamjegyet tartalmaz, akkor a Mathematica a hidnyzo
szamjegyeket O-nak veszi, és igy hajtja végre a kért miiveleteket.

A $MachinePrecision értékénél tobb értékes szdmjegyet tartalma-
70 koOzelitdé numerikus értékeket a Mathematica nagypontossagi szamnak
tekinti. Ezeknél a felhasznédlhaté értékes szamjegyek maximalis szamat a
$MaxPrecision rendszervaltozo tartalmazza. Alapértelmezésben

$MaxPrecision

50000.

Ebben az esetben a gépi szdmabrazolas hatarai egészen lenytligozoek:

{$MinNumber, $MaxNumber}

-323228015 323228010
{1.059345952 10 , 1.440397122 10 }
Arrdl, hogy egy széamot (példaul nagypontossdgu szamokkal végzett mii-
veletek eredményét) a program milyen pontosnak tekint, a Precision és
az Accuracy bels6 fiiggvény tajékoztatja a felhasznalot. A

Precision[x] ‘

utasitas értéke a $MachinePrecision rendszervaltozéval egyenld, ha x
gépi pontossigu valds szdm. Ha x egyéb valds kozelito érték, akkor az ered-
mény az X szam tizes szdmrendszerbeli alakjaban szereplo Osszes értékes
szamjegy szama. Ha x komplex szam, akkor a valds és a képzetes részre a
fentiek szerint vett szamok minimumdt kapjuk. A Precision[x] szdm az
x kozelito érték egy abszolut hibakorlatjaval hozhaté kapcsolatba:

{Precision[1.2], Precision[2.2345678901234567],
Precision[1.23456789012345671,
Precision[1.2+1.2345678901234567*I]}

{16, 17, 16, 16}

Az x szam tizedestort alakjdban a tizedesponttdl jobbra esé értékes szam-
jegyek szamét adja meg a kovetkezd utasitds:

Accuracy[x]

Ez a szdm az x kozelito érték egy relativ hibakorlatjaval hozhaté kapcso-
latba:



3.1. Alapvet6 matematikai fogalmak 95

{Accuracy[2.1234567890123456789*1042],
Accuracy[122345.], Accuracy[722345.]1}

{17, 11, 10}
Pontos numerikus értékekhez mindkét fiiggvény az Infinity szimbdélumot
rendeli:

{Precision[2/3], Accuracy[2/3]}

{Infinity, Infinity}

Kozelit6 értékekkel vald szamolasndl felhasznédlhatjuk még az alabbi bel-
s6 fliggvényeket is:
SetAccuracy SetPrecision

Ezekrol részletesebb informéciot a [40] dolgozatban taldlhatunk.

o A kiértékelés elvei

Most felsoroljuk az (aritmetikai) kifejezések kiértékelésénél a Mathematica
altal kovetett altalanos elveket.

1°) Ha egy (aritmetikai) kifejezés csak pontos numerikus értékeket tar-
talmaz, akkor a program szimbolikus algoritmusokat felhasznélva keresi a
pontos eredményt:

pontos = (1 + 7/9)440
1461501637330902918203684832716283019655932542976
147808829414345923316083210206383297601

(1 + 2%I)a50
110422359737857437 - 276811749100242716 I

2°) Ha az (aritmetikai) kifejezés tartalmaz gépi pontossagui szamot, ak-
kor a program minden szdmot ilyen tipusira alakit, és ezekkel végzi el a
miveleteket:

kozelit = (1. + 7/9)a40
9
9.88778 10
(1. + 2%I)ab0
17 17
1.10422 10 - 2.76812 10 I

A képerny6n az eredménybdl ilyenkor csak 6 értékes szamjegy jelenik meg.
A kozelit véltozéban a program azonban gépi pontossagu szamot térol:
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Precisionl[kozelit]

16
Az 6sszes ($MachinePrecision szdmi) értékes szamjegyet példdul az In—
putForm belsé fiiggvénnyel jelenithetjiik meg:

kozelit // InputForm

9.8877830446376%x1079

3°) Ha a gépi pontossdgi szamokkal végzett miiveletek eredménye a gépi
pontossag abrazolasi hatérain (ezeket a

$MinMachineNumber és a $MaxMachineNumber

rendszervaltozok tartalmazzék) kiviil esik, akkor a program automatikusan
a nagypontossagu algoritmusokra tér at. Ezt illusztralja a kovetkezo példa:

{$MinMachineNumber, $MaxMachineNumber}
-308 308
{1.11254 10 , 1.79769 10 }

3.1241000.
494
1.4275588424553 10

4°) A Mathematica a programban megirt aritmetikai miiveleteket végzé
algoritmusokat hivja meg abban az esetben, ha a kifejezésben csak nagypon-
tossagu szamokat talal. Ilyenkor minden lépésben nyomon kéveti az adott
miivelet pontossagat (hibabecslést végez), és a beadott adatok pontossaga-
hoz képest a lehetd legjobb kozelitést probalja megadni. A végeredményben
csak pontos szdmjegyeket tiintet fel. A beépitett algoritmusokrdl részlete-
sebb informéciot a [41] dolgozatban taldlhatunk.

5°) Nagypontossagu szamokkal végzett miiveletek eredményeként a prog-
ram a 0.0 szamot irja ki akkor, ha a végeredményben nem taldl értékes
szamjegyet.

e Az N belsé fiiggvény

Az N beépitett fliggvény kiillonboz6 (példdul aritmetikai) kifejezéseknek egy
kozelito értékét adja meg. Példaul:

{N[pontos], N[Sqrt[3*Pill}

9
{9.88778 10 , 3.06998}
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Sqrt[3 Pil // N
3.06998
Emlitettiik mar azt, hogy kozelité numerikus értékek pontos szamjegye-
inek a szamat a felhasznald igen tag hatarok kozott valaszthatja meg. Nem
jelent problémat példaul a korabban értelmezett pontos szam akar tobb

ezer jegyre kerekitett értékének megadasa sem. Efféle szandékunkat igy ko-
z0ljiik a Mathematicaval:

N[pontos, 100]

9.887783044637613109188495241372711699666479884567883\
009390822523400509443443746935006796072730093527 10

Most ismertetjiik azt, hogy a Mathematica az N argumentumatdl fiiggéen
hogyan vélasztja meg az

| Nlvalami, n] |

utasitds kiértékelésénél felhasznalt algoritmust, ahol valami egy (példdul
aritmetikai) kifejezés és n pozitiv egész szam.

1°) Kezdjiik azzal, hogy a mésodik argumentum elhagyhaté. Ennek
alapértelmezésbeli értéke $MachinePrecision. Tehdt az N[valami] és
az N[valami, 16] utasitds egyenértékii.

2°) Nézziik most azt az esetet, amikor valami csak pontos értéket tar-
talmaz. Ekkor a Mathematica elészor szimbolikus algoritmusok felhaszna-
ldsaval prébalja pontosan meghatarozni a valami kifejezést. Ha ez sikertil,
akkor ezutan veszi annak n jegyre kerekitett értékét. Abban az esetben,
amikor a valami kifejezést nem tudja pontosan kiértékelni, akkor a benne
el6fordulé Osszes szamnak veszi az n értékes szamjegyet tartalmazo kozelitd
értékét, és numerikus algoritmusokat felhasznalva szamolja ki az eredményt.
Példé4ul:

{kozelit4 = N[pontos, 4], kozelit23 = N[pontos, 231}

9 9
{9.888 10 , 9.8877830446376131091885 10 }

Jegyezziilk meg azonban azt, hogy az n<$MachinePrecision esetén
kapott eredményt a tovabbi miveleteknél a Mathematica mindig gépi pon-
tossdgli szdmnak tekinti:

{InputForm[kozelit4], Precision[kozelit4]}
{9.88778304463762*x10°9, 16}
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3 kozelit4 // InputForm
2.966334913391285%10710

3°) Ha a valami kifejezés tartalmaz gépi pontossigu szémot, akkor a
Mathematica a méasodik argumentumtol fiiggetleniil ilyen szdmok felhasz-
nalasaval végzi el a kijelolt miiveleteket:

koz = (1. + 23/7)440;
{N[koz, 51, N[koz, 5001}

25 25
{1.9095 10 , 1.909539243949085 10 }

4°) Ha a valami kifejezés csak nagypontossagu szamokat és pontos nu-
merikus értékeket tartalmaz, akkor az N[valami, n] utasitds hatdséra a
program n értékes szamjegyu szamokkal végzi el a miiveleteket. Ilyenkor a
felhalmozddo kerekitési hibak miatt a végeredmény értékes jegyeinek szdma
altalaban kisebb, mint n. A [41] dolgozatban olvashatunk arrél bévebben,
hogy a Mathematica ebben az esetben hogyan végzi el a hibabecslést. A
Precision belsé fiiggvény tajékoztat arrdl, hogy a Mathematica szerint a
végeredmény hany pontos szdmjegyet tartalmaz. Példaul:

N[Sqrt[70], 40]

Precisionl[%]
8.366600265340755479781720257851874893928
40

N[Sqrt[70], 4014723
667
1.0067959622727194636538352431877163129 10

{Precision[}], Accuracyl[%%]1}
{37, -630}

Ismételten hangsilyozzuk, hogy az N[valami, n] utasitds tehdt nem
azt jelenti, hogy , hatarozzuk meg a valami kifejezést n értékes szamjegy-
re”, hanem azt, hogy ,,n értékes szamjegyet tartalmazé szamokkal hataroz-
zuk meg a valami kifejezést”.

e Valés szamok kozelitése pontos értékekkel

Az x valds szdm egész részét a Floor [x] utasitds eredménye adja meg.
Ceiling[x] a legkisebb olyan egész szdm, amely nagyobb vagy egyenlé,
mint x. Az x szam egészekre kerekitett értékét a Round[x] utasitéssal
kapjuk meg. A Mathematica komplex szamok esetén a valds és a képzetes
részre alkalmazza a fentieket:
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{Floor[-2.5], Floor[3.75], Floor[1.2-3.4 I}
{-3, 3, 1 -4 1}

{Ceiling[-2.5], Ceiling[3.75], Ceiling[1.2-3.4*I]}

{-2, 4, 2 - 3 I}

{Round[0.45], Round[1.5], Round[1.50001]}
{0, 1, 2}

e Programcsomagok

Az eddig ismertetett bels fiiggvényeken kiviil még néhdny programcsomag
is tartalmaz a szamabrazolashoz és az aritmetikai miiveletekhez is kapcsol-
haté fliggvényeket.

A részletek ismertetése nélkiil csupan utalunk ezekre a lehetéségekre. Az
adott gépilink lebegbpontos aritmetikajat tanulmanyozhatjuk a

NumericalMath‘'Microscope'
programcsomag alabbi fliggvényeivel:

MachineError MicroscopicError
Microscope Ulp

A szamitégép lebegbpontos aritmetikdjanak elméletét illusztralhatjuk a
NumericalMath'ComputerArithmetic®
programcsomag kovetkez6 fliggvényeivel:

Arithmetic SetArithmetic
ComputerNumber

Az els6sorban demonstréacids célokat szolgald
NumericalMath'IntervalArithmetic®

programcsomag Interval fliggvénye az intervallumaritmetika elméletéhez
nyujthat segitséget. A hibabecslésekkel kapcsolatos alkalmazasokhoz a

NumericalMath'IntervalAnalysis®

programcsomag Interval (amely az azonos nevii belsé fiiggvény kiterjesz-
tése) és SetEpsilon fiiggvényeit érdemes felhasznalni.
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3.1.4. Fiiggvények

A Mathematicdval alapértelmezésben C" — C™ (n,m € N) tipusu fiigg-
vényekkel dolgozhatunk. Ebben a pontban ilyen fiiggvények megadasanak
kiilonféle médjairdl lesz sz6. A beépitett matematikai fiiggvények igen szé-
les kore nyujt segitséget fiiggvények képlettel vald értelmezéséhez. Megad-
hatunk fiiggvényeket eljdrdssal is, azaz definidlasukhoz a program egyéb
fliggvényeit is felhasznalhatjuk.

e Beépitett matematikai figgvények

A matematikdban hasznalt specidlis fiiggvények tobbsége beépitett fligg-
vényként szerepel a Mathematicdban. Ezek koziil itt csak néhanyat sorolunk
fel. A fennmarado6 fiiggvényekrol az adott témakornél tesziink emlitést.

Abs ArcTan Plus
ArcCos ArcTanh Power
ArcCosh Cos Sec
ArcCot Cosh Sech
ArcCoth Cot Sin
ArcCsc Coth Sinh
ArcCsch Csc Sqrt
ArcSec Csch Subtract
ArcSech Divide Tan
ArcSin Exp Tanh
ArcSinh Log Times

A beépitett matematikai fliggvényeket a program komplex valtozdésnak
tekinti, ezeket barmely komplex szadm esetén kiértékeli. A helyettesitési ér-
ték kiszamoldsakor az el6z6 pontban leirt elveket koveti.

Ha a fliggvény argumentuma pontos numerikus érték, akkor sok esetben
a pontos helyettesitési értéket kapjuk meg:

{Sqrt[9], Sqrt[7], Sin[Pi/12], Cos[Pi/10]}

(s, sqrelr), S Py
;P ’ 2sqrt[2] 10

ComplexExpand[Exp[Pi/3 I]]

1 I
— + — Sqrt[3]
2 2
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Az N bels6 fiiggvény (ldsd a 3.1.3. pontot) felhasznildsival a pontos
helyettesitési érték akar tobb ezer értékes jegyét is meghatirozhatjuk. Pré-
baljuk ki példaul a kovetkez6 utasitast:

N[Cos[Pi/10], 5000]

Ha egy matematikai fliggvény argumentuméba gépi pontossdgu szamot
frunk és az N fiiggvényt alkalmazzuk, akkor az eredmény az N maésodik
argumentumatol fliggetleniil gépi pontossagu szam lesz:

N[Sin[1.2]]1 // InputForm
0.932039085967226

N[Sin[1.2], 5] // InputForm
0.932039085967226

N[Sin[1.2], 30]
0.932039085967226

Ha a $MachinePrecision rendszervéltozo (1. a 3.1.3. pontot) értékénél
tobb értékes jegyre kivanjuk meghatdrozni egy beépitett fliggvény helyet-
tesitési értékét, akkor az egyik lehetOségiink az, hogy az argumentumba
pontos numerikus értéket irunk:

N[Sin[12/10], 25]
0.932039085967226349670134435495

Megtehetjiik azt is, hogy explicit tizedesponttal jelolt kozelitdé numerikus
értéket hasznalunk. Ilyenkor azonban legaldbb annyi szdmjeggyel kell meg-
adnunk az argumentumot, amennyi értékes jegyet szeretnénk az eredmény-
ben:

N[Sin[1.200000000000000000000000000000], 30]
0.932039085967226349670134435495

A beépitett matematikai fiiggvények egyik része olyan miiveletekkel kap-
csolatos, amelyeknek az eredménye barmely komplex argumentum esetében
egyértelmien meg van hatarozva. Ilyen fiiggvények példaul az abszolut ér-
ték fiiggvény, a hatvanyfliggvény vagy a trigonometrikus fiiggvények.

Szamos beépitett matematikai fiiggvény azonban olyan miivelettel kap-
csolatos, amelynek az eredménye nincs egyértelmiien meghatarozva. Ezek
kozil a legegyszertibb az Arg fiiggvény. A Mathematicdiban Arg[z] a nul-
14t61 kiilonboz6 z komplex szdmnak a (—, 7] intervallumba esé argumentu-
mat adja meg radianban. A 0 szdmhoz az Arg fiiggvény a 0 szdmot rendeli.
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Nem ennyire egyszerl a helyzet a négyzetgyok-, a logaritmus- és az ar-
kuszfiiggvények esetében. Mindenesetre ezek a beépitett fiiggvények mate-
matikai értelemben is fliggvények, azaz minden komplex szamhoz egyetlen
komplex szédmot rendelnek. A program &ltal adott vélaszok pontos meg-
értéséhez vilagosan kell latnunk azt, hogy a program készit6éi hogyan ér-
telmezték ezeket a fiiggvényeket. Azaz: a tobb lehetséges komplex érték
kozil az adott figgvény melyik komplex szdmot szolgédltatja helyettesitési
értékként.

Nézziik példaul a négyzetgyokfiiggvényt. Ismeretes, hogy a komplex sza-
mok korében a négyzetgyokvonds miivelete nem egyértelmi. Ezt a tényt
kifejezhetjiik tgy is, hogy a

C —C, 2z 22
fiiggvény nem kolesonosen egyértelmii (azaz nem bijekcid). Ennek a fligg-
vénynek szamos olyan leszlikitése van, amely mar bijekcié. Tekintsiik pél-
déul a jobb oldali komplex félsikot:

D:={x+iycC : (xR " ésyecR)vagy (x =06y Ry}
Egyszertien bebizonyithaté az, hogy a
D—C, z+ 22

fliggvény mar kolcsonosen egyértelmi, tehat invertalhaté. Az Sqrt belso
fliggvény pontosan ennek a fiiggvénynek az inverze. Ez azt jelenti, hogy va-
lamely komplex szam két lehetséges négyzetgyoke kozil az Sqrt fiiggvény
azt az egyértelmiien meghatirozott négyzetgyokot veszi, amelyik a D jobb
oldali komplex félsikba esik.

Az igy értelmezett Sqrt fiiggvény nem folytonos a C halmazon. Ponto-
sabban fogalmazva: a komplex szamsiknak csak a negativ valds féltengelytél
(jelolje T := {x +yi € C : z € Ry és y = 0} ezt a halmazt) kiilonb6z6
pontjaiban folytonos. A fliggvénynek a T halmaz pontjaiban szakaddsa van
(ezért ezt a halmazt az Sqrt fliggvény szakaddsi dganak is nevezik), ami
azt jelenti, hogy a T-hez ,,kozeli” pontokban felvett fliggvényértékek ,, tavol”
lehetnek egymastol:

{Sqrt[-1. + 0.002 I1, Sqrt[-1. - 0.002 I1}
{0.001 + 1. I, 0.001 - 1. I}

Minderrol szemléletes képet ad az alabbi abra:
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Plot3D[Im[Sqrt[x + y I11, {x, -4, 4}, {y, -4,4}]

Komplex szdm négyzetgyokei koziil egynek a kivdlasztasat tehat a sza-
kadasi 4g kijelolésével tehetjiik egyértelmiivé. (Ha a négyzetgyokfiiggvényt
agy definidltuk volna, hogy a szakadasi aga a pozitiv valés féltengely legyen,
akkor ennek helyettesitési értékei a fels6 félsikba esnének.)

A t6bbi beépitett inverz fliggvény szakadési dganak pontos leirdsa a [89]
referenciakényv 565. oldalan sziikség esetén megtaldlhatd. A vialasztott in-
verz fliggvények éppen azok a fiiggvények, amelyeket a komplex fiiggvény-
tanban fdértékeknek szoktak nevezni.

A beépitett matematikai fliggvényeknek is vannak attributumai (ldsd a
2.3.4. pontot). Példaul:

Attributes[Tan]
{Listable, Protected}

A Listable attribitum azt jelenti, hogy ha a fiiggvény argumentumaéba
listat (specidlisan vektort vagy matrixot) frunk, akkor a program a széban
forgd fiiggvényt a lista minden elemére kiilon-kiilon alkalmazza. Fiiggvény-
értékek feliilirasat akadalyozza meg a Protected attributum.

e Filiggvények megadasa

Megemlitettiik mar, hogy a Mathematican beliil alapértelmezésben dolgoz-
hatunk C" — C™ (n,m € N) tipusi fliggvényekkel. Ezeket harom kiilon-
b6z6 médon is definidlhatjuk: késleltetett értékaddssal, azonnali értékaddssal
vagy tiszta fiiggvénnyel.
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Tekintstik el6szor azt a legegyszeriibb esetet, amikor az egész C halmazon
egyetlen formuldval kivinunk definidlni egy fiiggvényt. Legyen ez példaul a
kovetkezo:

f(z) =23 (x € C).

Késleltetett értékaddssal ezt a figgvényt igy értelmezziik:
flx_1 := xa3

A definiciéban szereplo aldhuzas karakter, a _ jel arra utal, hogy f-et az
Osszes lehetséges (komplex) véltozéra definidljuk; az elétte allé x beti pedig
a fliggvény valtozdjara.

A kés6bbi hivatkozasokban f valtozéjat x helyett més szimbdlummal is
helyettesithetjiik:

{f[ul, flvalamil}
{u , valami }

Kihangsulyozzuk a _ jel szerepét. Figyeljik meg, hogy az
£[x] := Sin[x];

utasitas értékadast jelent, amely az f fliggvény értelmezési tartomanyanak
egyetlen rogzitett elemére hatarozza meg f értékét, ez az elem x:

{£[x] + £[yl, £[ul + £[v1}

3 3 3
{y + Sin[x], u + v }

Kiszdamolhatjuk a megadott fliggvény barmely valds vagy komplex helyen
vett helyettesitési értékét:

{£[3], f[2 + 3 11}
{27, -46 + 9 I}

Fiiggvényértékekbol tablazatot is készithetiink. Példaul a
glx_1 := 1/(x-3)

fiiggvény helyettesitési értékeit a [2, 3] intervallumban 0, 5-es 16péskozt hasz-
nalva igy kapjuk meg:

helyek = Table[x, {x, 2, 3, 0.5}]

{2, 2.5, 3}
fvertekek = g[helyek]
1
Power::infy: Infinite expression — encountered.

{-1, -2., ComplexInfinity}
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Adjuk meg az eredményeket a szokésos tdblazatformaban:

TableForm[{helyek, fvertekek},
TableHeadings -> {{" x", "g[x]1"}, None},
TableAlignments -> Center]

X 2 2.5 3.
glx] -1 -2 ComplexInfinity

Egy altalunk definidlt fliggvényrdl ugyanigy téjékozdédhatunk, mint a
beépitettekrol:

?f

Global‘f
f[x] := Sin[x]
flx_] := x°3

Ha a tovdbbiakban az f szimbdélumot més célra akarjuk haszndlni, akkor
a definiciét feliil lehet irni, vagy pedig (ez éltaldban célszer(ibb) érvényte-
leniteni kell. Ehhez a kovetkez6 utasitasok valamelyikét hasznalhatjuk:

Clear[f]
ClearAll[£]
Remove [£]
f=,

Fiiggvény definiciéjanak ,,jobb oldaldn” természetesen hasznalhatjuk a
beépitett matematikai fliggvényeket, de a Mathematica mas fliggvényeit is.
Péld4ul:

kifejt[n_] := Expand[Sum[(1-x) xai, {i, 0, n}]]
kifejt[3]
4
1-x
T6bb utasitasbdl all6 eljarast is definidlhatunk igy (figyeljiik meg, hogy az
utasitdsok sorozatat zaréjelbe kell tenntink):

egyutthato[n_, i_] := (t=kifejt[n]; Coefficient[t, xail)
egyutthato[3, 4]

-1
Az azonnali értékadds szintaktikailag csupan abban kiilonbozik a kés-
leltetett megaddsi médtél, hogy ennél az = jelet (teljes alakban: Set) kell

hasznédlnunk a := jel (ami a SetDelayed roviditése) helyett. A szeman-
tikai kiilonbséget a kovetkezO példan érzékeltetjiik. Tegytik fel, hogy az f
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szimbodlummal akarjuk jelolni az exp osin kompoziciéfiiggvény derivaltjat.
Késleltetett értékadassal ezt igy tudatjuk a Mathematicdval:

Clear[f]
f[x_1 := D[Exp[Sin[x]1], x]

Ha ezutdn példdul a fliggvény helyettesitési értékére vagyunk kivancsiak,
akkor a program hibaiizenetet kiild:

£[3]

Global::ivar: 3 is not a valid variable.
Sin[3]

D[E , 3]

Késleltetett értékadasnal a Mathematica nem szamolja ki automatikusan
a := jel jobb oldaldn allé kifejezést, csupan a transzformécios szabdlyt
jegyzi meg. Az £ [3] utasitast tigy hajtja végre, hogy a 3 szamot formdlisan
behelyettesiti a definicié jobb oldaldba, és ezutan préobalja kiértékelni az {gy
kapott kifejezést. Ebben az esetben ez nem miikodik.

A megoldas az azonnali értékadas. Ekkor a program rogton kiértékeli az
= jel jobb oldalan megadott kifejezést, azaz minden olyan miiveletet elvégez,
amelyre kordbban megtanitottik:

Clear[f]
£[x_]1 = D[Exp[Sin[x]1], x]

ESin[X] Cos[x]

{£[3], f[1+al}

ESin[S] Sin[1 + a]

{ Cos[3], E Cos[1 + al}

Mivel vektorokat listdval adhatunk meg (ldsd a 3.8.1. pontot), ezért t6bb-
valtozds fiiggvényeket is egyszertien definidlhatunk. Az aldbbi példaban egy
C? — C3 tipust fiiggvényt értelmeziink:

Clear[f]
flx_, y.1 := {Explx+yl, xa2 ya3, Sin[x]/(1+ya2)}

A Mathematicdban tiszta fligguényként emlitik a matematikdban meg-
szokott x — f(z) megaddsi médot. Az

x +— % + 2 + sin(z)
fliggvényt igy is definidlhatjuk:
hl = Function[x, xa2 + x + Sin[x]]

2
Function[x, x + x + Sin[x]]
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hi[2.]
6.9093

Rovidebb alakban ezt a fiiggvényt igy is megadhatjuk:
h2 = (#42 + # + Sin[#])&
2
#1 + #1 + Sin[#1] &

h2[2.]
6.9093

A fenti utasitdsban a # jel utal a fliggvény véltozdjara, a & jel pedig arra,
hogy itt fliggvényrdl van sz6. (Ez a fajta megadédsi méd ismerds lehet a
LISP nyelvben jératosak szdmara.)

Az emlitett példakban nevet adtunk a fiiggvénynek. Gyakran viszont ép-
pen azért hasznaljuk ezt a megadasi médot, hogy ne kelljen kiilon elnevezni
egy olyan fliggvényt, amely csak egy miiveletben szerepel és a tovabbiakban
nincs sziikség ra.

Tiszta fliggvény célszerii hasznalatat illusztriljak a kovetkezd példak:

Map[(#+2)&, {1, 2, 3}]

{1, 4, 9}

Map [Function[x, xa2], a+b+c]
2 2 2

a +b +c

Nest[(1/(1+#))&, x, 3]

1 +x
Tobbvaltozés fliggvények abrazolasandl mutatunk példat arra, hogy egy
Mathematica-fiiggvény opcidjaban tiszta fliggvényt mire és hogyan lehet
hasznalni.

Tiszta fiiggvény megadasandl a # jel tehdt az identitasfliggvény (ennek
hosszabb neve: Identity) jele. Ne feledkezziink meg arrdl, hogy a defini-
ciét a & jellel kell lezarni. T'obbvaltozos fiiggvényeket is megadhatunk ilyen
modon. Ekkor #n jeloli az n-edik valtozét:

1 = #142 + #243&

2 3
#1  + #2
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1[x, yl

2 3
x +y

Hasznos és a matematikdban megszokottnal altalanosabb konstrukciok is
el6fordulnak. ## jeloli a valtozok Osszességét, ##n pedig a valtozdk Osszes-
ségét az n-edik valtozétdl kezdve:

fl##, ##lalx, yl
flx, y, x, yl

fl##, ##l1&lx, {y, x}]
flx, {y, =z}, x, {y, x}]

f[##2, #1]&[a, b, c]
flb, c, al

Végiil két osszetettebb példa kovetkezik:
Clear[f]

Apply[f[##2, #11&, {{a, b, c}, {ap, bp}}, {1}]
{f[b, c, al, flbp, apl}

Map[f[‘#z, #1]&, {{a, b, c}s {aPs bP}}s {1}]1
{f[{a, b, c}], fl{ap, bp}I}

Annak magyarazata, hogy latszélag nem Kkell eldre rogziteni, hogy egy fligg-
vénynek hany valtozdja van, az elvekrdl szold 2.3.2. pontban talalhaté.

e Feltételekkel megadott fiiggvények

Az eddig felsorolt fiiggvénymegadasi modokat kényelmesen hasznédlhatjuk
azokban az esetekben, amikor figgvénylink az egész C" halmazon egyetlen
képlettel van definidlva.

A Mathematica csak egész szamokra szamolja ki a helyettesitési értéket
akkor, ha a fiiggvényt igy definialjuk:

f[x_Integer] := xa2
{£[-21, £[-2.1, £[1/2]1, £[3]1, £[Sqrt[4]1]1, £[Sqrt[7]11}

1
{4, £[-2.], f[a], 9, 4, f£[Sqrtl[711}

Az Integer fiiggvény helyett a fenti mintazatba beirhatjuk példaul a
Complex, a List, a Real vagy a Symbol fiiggvényeket is.
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A feltételekben logikai értékeket felvevo fiiggvényeket példdul igy hasz-
nalhatunk:

glx_?NumberQ] := xa3
{g[2+3 11, gl[2.1]1, g[3/21, glyl}

27
{-46 + 9 I, 9.261, 5 glyl}
A, mintdzat? feltétel’ szerkezetre egy masik példa:

h[{x_Integer, y_Integer} ?
(Function[v, Dot[v, vl > 4]1)] := er[x+y]
{hl{3, 43}1, n[{1, 1}1, h[{-5, 7}1, h[2]1}
{er[7], n[{1, 1}, er[2], h[2]}
(Figyeljiik meg, hogy a feltételt leird jelsorozatot gdmbolyti zaréjelek kozé
kell frnunk.)

A Condition (ennek rovid alakja a /; jelsorozat), az If, a Which vagy
a Switch eljarast is hasznélhatjuk:

pln_Integer] :=n! /; n > 0
{P['s]s P[5]s P[7.5]}
{pl[-3], 120, p[7.51}

A /; jel uténi feltételt az argumentumba is befrhatjuk:

Clear[p]

pln_Integer /; n>0] := n!
{p[-31, p[5]1, pl[7.51}
{p[-3], 120, p[7.51}

Tobbvaltozos fiiggvényeket is megadhatunk ilyen moédon:

m[lista_] := listas2 /; VectorQ[lista, IntegerQ]
{m[{1, -2}1, m[{0.5, 3}]1, m[{{1, 2}, {3, 4}}1}

{{1, 4}, m[{0.5, 3}], ml{{1, 2}, {3, 4}}1}

Periodikus fliggvényt a Condition eljarassal igy értelmezhetiink:

Clear[f]

flx_ /3 0<=x<=1] := -2 (x-1) (x+1)
flx_ /; 1<x<=2] := -Cos[Pi (x-1/2)]
flx_ /3 -2<=x<0] := -f[-x]

flx_ /; x<=2] := f[x+4]

flx_ /3 2< x] := £[x-4]
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Plot[f[x], {x, -8, 8}, Ticks -> {{-7.5, -2.5, 5}, {-2, 2}}]

20

-7.50 -2.51 50

Mutatunk egy példat a Which eljards hasznélatara:

Clear[h]

hlx_] := Which[x<0, xa2, x>5, xa3, True, 0]
{h[-4]1, n[7], n[2]}

{16, 343, 0}

Végiil egy olyan fliggvényt definidlunk, amely egész szamokhoz az a,
a b vagy a c szimbolumot rendeli attdl fiiggéen, hogy a szam 3-mal vald
osztasanak maradéka 0, 1 vagy 2:

r[x_Integer] := Switch[Mod[x, 3], O, a, 1, b, 2, c]
{r[(3]1, r[3.1, rl16], r[51}
{a, r[3.1, b, c}

¢ Fiiggvényjelolési médok
A Mathematicdban az f fliggvény x helyen folvett értékének
jelolésén kiviil haszndlatosak még a kdvetkezok is: az

f @ x
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prefiz alak (amelynél — a hagyomanyos jeloléstol eltéréen — nem kell félbe-
szakitanunk a fliggvényhez tartozd jelsorozat lefrasit az argumentum ked-
véért), az

posztfix alak (példédul a % // £ jelsorozatot gépeljiik be, hogy a legutolsé
eredményt ne kelljen még egyszer beirnunk), végiil pedig (példdul a hal-
mazmiveletek szemléletes megjelenitése céljabdl) kétvaltozds fiiggvények
esetén az

xvfry

nfiz alak. Példaul:

Clear[f]
{foex, fe@x+y, £ (x+y)}

{£x], £f[x] +y, flx + yl}

{x+y// £, 3a(1/4) + 1 // W}
{flx + yl, 2.31607}

{a, b, c}~Union~{a, d, e}
{a, b, ¢, d, e}

e Miiveletek fiiggvényekkel

Aritmetikai miveleteket végezhetiink C — C tipusu fiiggvényekkel. Képez-
hetjiik példaul az Osszegiiket:

h=f£f+¢g
hl2]
(f + g)[2]

Ahhoz viszont, hogy explicite megkapjuk az Gsszeget, szlikségiink van a
Through fiiggvényre:
Through[h[2]]
f[2] + gl2]

Operatorokkal is hasonléan jarhatunk el, amint az kideriil az alabbi pél-
dakbol:
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op = Identity + (D[#, x]&);
op[xa2]

2
(Identity + (D[#1, x] & ))[x ]
Through[%]

2 x +x

Osszetett figguény képzéséhez a Composition belsé fliggvényt hasznal-
hatjuk:

Clear[f, g, hil, h2]
flx_] := xa2
glx_]1 := Sqrt[x-1]

{h1 = Composition[f, g], h1[x]}
{Composition[f, gl, -1 + x}

{h2 = Composition[g, £f], h2[x]}

2
{Composition[g, f], Sqrt[-1 + x 1}

Igen gyakran el6fordul, hogy ugyanazt a fliggvényt akarjuk egymads utan
tobbszor is alkalmazni, vagyis egy tObbszortsen Osszetett fliggvény értékét
akarjuk kiszamitani. Ezzel a témakorrel részletesen foglalkozunk majd a
programozasrol szold, 4. fejezetben, mivel az itt roviden ismertetett konst-
rukcidk a rekurzio, st altalanosabban a funkciondlis programozdis alapvetd
eszkozei:

Nest[f, x, 3]
fIE0£[x]]]

NestList[f, x, 3]
{x, £lx], fI£[x1], £L£0£[x1112
A /2 szédm kozelité értékeit Newton-féle iteraciéval példsul igy kaphatjuk

meg:
gyok2[x_] := N[(x+2/x)/2]
NestList[gyok2, 1.0, 5]
{1., 1.5, 1.41667, 1.41422, 1.41421, 1.41421}

Az iterédcids 1épések szamat is valtoztathatjuk:
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FixedPoint [gyok2, 1]
1.41421

FixedPointList[gyok2, 1]
{1, 1.5, 1.41667, 1.41422, 1.41421, 1.41421, 1.41421}

FixedPointList[gyok2, 1,
SameTest -> (Abs[#1-#2] < 10.a-2%)]

{1, 1.5, 1.41667, 1.41422}
Ha pedig egy kifejezésbél kiindulva egy (éltalaban kiilonbozé) fiiggvé-

nyekbdl allo lista elemeit akarjuk alkalmazni az eredményre egyméds utan,
akkor a ComposeList utasitast hasznalhatjuk:

Clear[f, g, hl
ComposeList[{f, g, h},x]
{x, flx1, glflx]l], higlf[x]111%}

Itt emlitjiik meg az egész egyiitthatés polinomok korében hasznéalhatd
Decompose belso fliggvényt, amely a beadott polinomot alacsonyabb fok-

c s

Példaul:

qlx_] := xa6-3xa5+b5x44-5x43-x42+3x+2
Decompose[q[x], x]

2 3
{2-3x+2x +x, (-1 +x) x}
A kapott eredmény azt jelenti, hogy ¢ a

pilx_1 := %[[1]1]

2 3
2-3x+2x +Xx
p2[x_1 := 4AL[2]]
(-1 + x) x

polinomoknak ebben a sorrendben vett kompozicidéja. Valéban:
qlx] == Expand[[pi[p2[x]]
True

Megjegyezziik még azt, hogy a dekompozicié miivelete nem egyértelmii.
Valéban, ha p; és ps polinom, akkor barmely a valds szam esetén érvényes
a p1 0 P2 = Py © Po egyenldség, ahol

pi(x) :=pi(x—a),  pa(z):=pe(r) +a  (z€R)
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A Mathematica a végeredményt igy adja meg, hogy a belsd polinom éllandé
tagjat 0-nak valasztja.
Ugy tlinik, mintha kénnyen lehetne inverz figgvényt szamolni:

InverseFunction[Exp]

Log

{InverseFunction[f], InverseFunction[f][x]}

-1 -1
{f( ), f( )[x]}

A program a fliggvények kompozicdjanak inverzére vonatkozé allitést is
ismeri:

InverseFunction[Composition[f, g]]

(-1 (-1
£

Composition[g s ]

hIx]
g(—1) [f(—l) (1]

Ezeket kovetkezetesen alkalmazza:
{InverseFunction[Sin], InverseFunction[ArcSin]}

{ArcSin, Sin}

Composition[Sin, ArcSin][x]

X
Composition[ArcSin, Sin][x]
ArcSin[Sin([x]]

Ha viszont nem beépitett, bar kénnyen invertdlhaté fliggvénnyel van
dolgunk, akkor az InverseFunction eljaras nem segit:

InverseFunction[Function[x, 3x + 2]]

. (-1)
Function[x, 2 + 3 x]

AR
. (-1)
Function[x, 2 + 3 x] [t]

Egy lehetséges — kevés esetben haszndlhaté — megoldas:
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inverz[x_] := Module[{s}, Solve[3s + 2 == x, s][[1,1,2]]1]
inverz[x]
-2 + x

3

e Rekurziv médon megadott sorozatok

Kiilon alpontban kivanjuk felhivni az Olvasé figyelmét arra, hogy kétféle-
képpen is megadhat rekurziv médon definidlt sorozatokat. Ha az

| f[n_] := £[n] = £[n-1] + £[n-2]

szerkezetll szintaxissal adja meg a sorozat tagjai kozott fenndllé Osszefiig-
gést, akkor a program megjegyzi (a memoéridban elraktarozza) az egyszer
mar kiszdmolt fliggvényértéket. Ha a matematikdban megszokott jelolések-
hez kozelebb allé

| f[n_] := f[n-1] + £[n-2]

tipusu szintaxist valasztja, akkor a Mathematica a szabdlyos kiértékelé-
si eljarast (ldsd a 2.3.5. pontot) alkalmazza. Ebben az esetben az f [20]
helyettesitési érték meghatdrozdsdhoz példaul az f [5] fiiggvényértéket a
program tobbszor is kiszadmolja.

Az elmondottakbdl az kévetkezik, hogy az elsé esetben a kiértékelés gyor-
sabb, de t6bb memdériat igényel, mint a mésodik esetben.

A kovetkezd példék azt is mutatjak, hogy a fenti két médszerrel torténd
kiértékeléshez sziikséges idotartamok lényegesen eltéréek is lehetnek:

Clear[f1]
£1[0] = 1;
£1[1] = (1 - Sqrt[51)/2;
fi[n_] := £f1[n] = fi[n-1] + f1[n-2]
£1[10]1 // Simplify
123 - 55 Sqrt[5]
2
Nézziik meg a 20. tag kiszdmolasahoz sziikséges idétartamot:

Timing[£1[20];]
{0.988 Second, Null}

Most vélasszuk a maésik megadasi médot:
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Clear[f2]

£2[0] = 1;

£2[1]1 = (1 - Sqrt[51)/2;
f2[n_] := £2[n-1] + £f2[n-2]
£2[10] // Simplify

123 - 55 Sqrt[5]

2
Ekkor a 20. tag kiszamoldsdhoz sziikséges idGtartam:

Timing[£2[20];]
{158.459 Second, Null}

A széban forgd sorozat kezdOtagjait pontos numerikus értékekkel defini-
altuk, ezért a program a pontos eredményt adta meg. Ennek a sorozatnak
a tagjai nagy indexek esetén 0-hoz , kozeli” értékeket vesznek fel, azaz a
sorozatnak 0 a hatérértéke. (Hogyan lehetne ezt bebizonyitani?)

Tovabbi kisérleteket is érdemes elvégezni. Hajtsuk végre a fenti utasi-
tasokat ugy, hogy a sorozatnak példaul az elsé tagjat kozelité numerikus
értékekkel adjuk meg. Ekkor a program numerikus médszereket alkalmaz a
kiértékelésnél. Ha az idderedményeket 6sszehasonlitjuk, akkor tapasztalhat-
juk azt is, hogy a numerikus algoritmusok mennyivel gyorsabbak a pontos
algoritmusoknal.

Ugyanezen a példan illusztralhatjuk kozelité értékekkel vald szamola-
sok esetében a kerekitési hibak terjedésének kovetkezményeit is. Figyeljiik
meg, hogy kozelité kezdGértékekkel inditva a sorozatot, mar a 40-50. tag is
,tavol” van a 0 szamtol. Magyarazzuk meg, hogy az igy kapott numerikus
eredmény miért nincsen osszhangban az imént jelzett elméleti eredménnyel.

3.1.5. Fiiggvények abrazolasa

Ebben a pontban a Mathematicdnak azokat a grafikai lehetéségeit mutatjuk
be, amelyek explicit, implicit vagy paraméteres alakban megadott egy és
tobbvaltozos fliggvények megjelenitését teszik lehetdvé.

A beépitett eljardsok a sugéjukban (példaul ?Plot) megadott szintaxist
kovetve sok esetben a beadott fliggvény menetének megfelel$ szép abrat
készitenek.

A Mathematica egyik legfontosabb jellegzetessége az, hogy opcidk meg-
addsdval a felhaszndld sokféleképpen befolyasolhatja az dbrdzolas menetét,
és készithet az igényeinek megfelel$ képet.

A kiilénboz6 esetekben hasznalhatd belsd fiiggvények nevét a szokasos
médon kapjuk meg:
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?*Plot*

ContourPlot ListPlot3D
DensityPlot ParametricPlot
ListContourPlot ParametricPlot3D
ListDensityPlot Plot3D

ListPlot Plot

A fenti parancs a Plot jelsorozatot tartalmazé opcidneveket is megadja.
Ezeket itt nem soroltuk fel. T6bb programcsomag szintén tartalmaz abrékat
rajzolo fliggvényeket.

e Az abrazolas mechanizmusa

A fliggvénydbréazolas miikodését az
f(z) :=sin®z (z € R)

fliggvény példajan érzékeltetjiik.
Az f fiiggvény [—7, 7] intervallumra vett lesziikitésének képét igy kapjuk
meg:

Clear[f]
f[x_] := Sin[x]A3
Plot[f[x], {x, -Pi, Pil}]

100
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A Plot fiiggvény a belsé algoritmusa altal meghatarozott médon vélaszt
véges sok pontot (mintapontoknak nevezziik ezeket) a [—m, ] intervallum-
bol. A program kiszamolja ezekben az f fliggvény helyettesitési értékét.
Képezi, majd koordindta-rendszerben dbrézolja az (z, f(x)) parokat. A ka-
pott pontokat szakaszokkal koti Ossze.
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A kivélasztési algoritmus az adott dbrézolasi intervallum n egyenld részre
osztasaval kezdddik, ahol n a Plot fiiggvény PlotPoints opcidjaban levo
pozitiv egész szam. A Mathematica ezutédn kiszdmolja az elsd harom min-
tapontban — x;-vel (i = 1,2, 3) jeloljik ezeket — felvett f(z;) (i =1,2,3)
fiiggvényértékeket. Meghatdrozza az (1, f(z1)) és az (x2, f(x2)), valamint
az (xq, f(z2)) és az (x3, f(x3)) pontokat Gsszekotd szakaszok szogét. Ha
ez a szog 180°-hoz kozeli (pontosabban az eltérése 180°-t6l kisebb, mint
a Plot fliggvény MaxBend opcidjanak fokban megadott értéke), akkor a
program megrajzolja az els6 szakaszt. Az ellenkez6 esetben a felosztést ad-
dig finomitja, amig 180°-hoz kozeli szoget bezard szakaszokat taldl, vagy
pedig az elvégzett felosztasok szama eléri a PlotDivision opcidban sze-
repl6 értéket. Az eljaras tehat nagyobb gorbiiletii pontok és szingularitasok
kornyezetében stiriti a mintapontokat.

Az f fiiggvény dbrazolasdhoz az opcidk alapértelmezésben megadott ér-
tékeit hasznéltuk. Ezek a kévetkezok:

Options[Plot, {PlotPoints, MaxBend, PlotDivision}]
{PlotPoints -> 25, MaxBend -> 10., PlotDivision -> 20.}

e Valds—valés fiiggvények abrazolasa

Az f figgvény [ro,x1] intervallumra vett lesziikitésének a képét a

| Plot[f[x], {x, x0, x1}]

utasitds adja meg. Az f fliggvényt nem kell elére definidlnunk, f [x] helyére
a gondolt fliggvény x-ben felvett helyettesitési értékét is beirhatjuk. Az x0
és az x1 értékek lehetnek egész szamok, valédi tortek, valdés szamok, bizo-
nyos beépitett matematikai allanddék (ldsd a 3.1.3. pontot) vagy Sqrt [5],
Log[Pi] tipusu szimbolikus szdmok. Péld4ul:

Plot[x, {x, 34(1/3), 2 + Sqrt[7]1}]
Plot[x, {x, Log[Pi], Sqrt[51}]

c sz

mentuméban beépitett matematikai fiiggvényeket is megadhatunk. Néhany
ilyen esetben azonban a Plot fliggvényt, az Evaluate belso fiiggvénnyel
egylitt, a kovetkezé mddon kell hasznalni:

| Plot[Evaluate[f[x]], {x, x0, x1}]
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Ilyen esetekre hivja fel a figyelmet az alabbi példa. Tegyiik fel, hogy egy
fliggvény derivaltjat szeretnénk felrajzoltatni. Az egyszeriiség végett legyen
ez a cos fliggvény, az adbrazolds intervalluma pedig a [—, 7] intervallum.

Az egyik lehetséges megoldas az, hogy a fliggvény derivaltjat szimboli-
kusan kiszamolé D bels6 fliggvényt felhasznédlva definidljuk (és példaul az
f szimbdélummal jeloljiik) a széban forgé fiiggvényt:

Clear[f]
f[x_]1 = D[Cos[x], x]
-Sin[x]

(Figyeljik meg, hogy azonnali értékaddssal (ldsd a 3.1.4. pontot) értelmez-
tik f-et.) A

Plot[f[x], {x, -Pi, Pil}]

utasitas végrehajtasa utan a képernyon megjelenik a vart abra.
Prébéljuk meg most f-et késleltetett értékaddssal definidlni, majd abra-
zolni:

Clear[f]
f[x_] := D[Cos[x], x];
Plot[f[x], {x, -Pi, Pil}

A program a fliggvény képe helyett hibaiizeneteket kiild. Ugyanezt kapjuk
akkor is, ha a kozvetlen utat valasztjuk:

Plot[D[Cos[x], x]1 {x, -Pi, Pil}

A hibatizenetek magyarazata a kovetkez6. A Plot fiiggvény alapértel-
mezésben nem értékeli ki az elsé argumentumaét, tehat nem végzi el szim-
bolikusan a kijelolt miiveletet. Ehelyett az el6z6 alpontban elmondottak
szerint veszi az abrazolasi intervallum els6 mintapontjat, majd ennek az
els6 argumentumba valé formdlis behelyettesitése utan probalja azt kiérté-
kelni. Az adott esetben tehat a D[Cos[-Pi], -Pil] kifejezést kapja, amit
nem tud kiértékelni. A program ezt a tényt kozli a felhasznaléval és leallitja
az dbrazolast.

Az Evaluate belsd fliggvénnyel kényszerithetjiilk a Mathematicdt ar-
ra, hogy el0szor szimbolikusan szamolja ki a a Plot els6 argumentumat,
és az igy kapott eredménybe helyettesitse be a mintapontokat. Az aldbbi
utasitdasok méar a vart eredményt adjak:

Plot[Evaluate[f[x]], {x, -Pi, Pil}]

Plot[Evaluate[D[Cos[x], x11, {x, -Pi, Pil}]l



120 3. Fejezetek a matematikabol

To6bb, azonos intervallumon definidlt fliggvényt egy koordinata-rendszer-
ben gy dbrézolhatunk, hogy a P1ot els6 argumentuméban lista elemeiként
adjuk meg a fiiggvények &altalanos helyettesitési értékét:

Plot[{xa(1/4), xa(1/3), xa(1/2), x, xa2, xA3, xA4},
{xs 0, 1}]

Kiilonb6z6 intervallumokon értelmezett fiiggvények dbrazolasahoz pedig a
Show belsé fliggvényt hasznalhatjuk.

Listakat kényelmesen példaul a Table beépitett fiiggvénnyel képezhe-
tiink (lasd a 3.8.1. pontot). Szamunkra kevésbé érthetd, de fontos tény az,
hogy a Plot ebben az esetben csak az Evaluate fiiggvénnyel rajzolja fel
a kivant abrat:

Plot[Evaluatel[
Table[{xa(1/k), xak}, {k, 1, 4}11, {x, 0, 1}]
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e Opcidk

Amikor a Mathematica felrajzolja egy fliggvény képét, akkor szamos dolgot
el kell dontenie. Példaul azt, hogy hova helyezze a koordinatatengelyeket,
mekkora egységeket vélasszon ezeken stb. A program igen sok esetben jol
valaszt, és a fliggvény menetének megfelel6 szép abrat készit. Opcidk meg-
adasaval azonban a felhasznalénak lehetOsége van arra is, hogy szilikség
esetén maga dontson bizonyos hasonlo jellegii kérdésekben.

A rajzolast végz6 fiiggvények is rendelkeznek opcidkkal. Minden opci-
onak meghatarozott neve és egy alapértelmezés szerinti értéke van. Ezt
hasznalja a program abban az esetben, ha nem adjuk meg az opciét.
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A 2.3.3. pontban mar volt arrél szé, hogy a Plot fiiggvény 27 opciéval
rendelkezik. Ezek nevét és az alapértelmezés szerinti értékét az

Options[Plot]

utasitassal kapjuk meg. A megengedett opcidk koziil az

opcidé neve —> opcio értéke

alakban akdrhdnyat megadhatunk. A kilonbozoket a , jellel kell elvalasz-
tanunk.

A kovetkezd példak illusztraljak azt, hogy az opcidk egyik része az abrak
csinositgatasdt teszi lehet6vé:

Plot[{x, xa2, x43}, {x, 0, 1}, PlotStyle -> {
{1,
{Thickness[0.008]},
{Dashing[{.05, .02}], RGBColor[1, 0, 0]}}]
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Erdemes végrehajtani a kovetkezo utasitast is:

Plot[x-Log[x], {x, 0.1, 3},
AxesStyle -> Thickness[0.01],
AxesOrigin -> {0, 0},
AxesLabel -> {"x", "y"},
PlotRange -> {0., 2.5},
Ticks -> {{0, 1, 2, 3}, {1, 2}},
Prolog -> Text["x-1n(x)", {1., 2}],
PlotLabel -> FontForm["Csinosabb &abra",

{"Palatino-Bold", 12}1]
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Osszetett dbrékat célszerti részenként elkésziteni, majd az eredményeket
egyszerre megjeleniteni. Ehhez nyujt segitséget a

DisplayFunction

opcié, amelynek lehetséges értékei Identity és $DisplayFunction. Az
abra = Plot[x-Log[x], {x, 0.1, 3},
DisplayFunction -> Identity]

utasitdas azt a szandékunkat kozli a Mathematicdval, hogy készitse el az
abréazolashoz sziikséges szamolasokat, ezt raktarozza el az abra nevi val-
tozéban és az eredményt ne jelenitse meg a képernyén. (Nem elég Plot []
utan ;-t {rni, mint gondolnank.) Egy kés6bbi id6pontban a

bels6 fliggvény a szamitdsok ismételt elvégzése nélkiil viszi képernyore az
elkészitett dbrat:

Show[abra, AxesLabel -> {"x", "y"},
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

e T6bbvaltozés fiiggvények

Ebben az alpontban az explicit alakban megadott R> — R és R® — R
tipusu fliggvények szemléltetéséhez hasznalhato

DensityPlot Plot3D
ContourPlot

belso fliggvényekrdl, a Graphics*ContourPlot3D" csomagban 1évé
ContourPlot3D

valamint a Graphics‘Graphics' programcsomagban elhelyezett
ShadowPlot3D

kiils6 fliiggvényekrol lesz szo.

Az opcidk a felhaszndlénak itt is igen sok lehet6séget kindlnak az igénye-
inek megfelel¢ dbra elkészitéséhez. A részletek ismertetésétél eltekintiink.
Csupén azt emlitjiik meg, hogy szamos esetben megelégsziink azzal a kép-
pel, amit az opcidk alapértelmezés szerinti értékeivel kapunk.
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Kétvaltozos fliggvényeket térbeli derékszogi koordindta-rendszerben a

Plot3D

fliggvénnyel dbrézolhatunk. A kiévetkezé utasitas eredménye példdul a nye-
regfeliilet egy darabjanak arnyékolt képe:

Plot3D[xs2 - ya2, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Az opcidk megvaltoztatdsdval tobbek kozott az arnyékoldas mdédjat, az ab-
razolas szineit és a néz6pontot is médositani tudjuk.

A kovetkezd példan néhany opcié jelentését tanulmanyozhatjuk, ha a
megadott értékeket véltoztatgatjuk:

Clear[f]
flx_, y_.] := xad/2 + yad/2 - 4 x5 + 1
Plot3D[f[x, yl, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},
PlotRange -> {-3.2, 5},
BoxRatios -> {1, 1, 1},
AxesEdge -> {{-1, -1}, {-1, -1}, {-1, -1}},
Lighting -> False,
ClipFill -> Nomel

Kétvéltozos fiiggvényt és az altala meghatarozott feliilet valamelyik ko-
ordinédtasikra vett arnyékolt vetiiletét a Graphics‘Graphics3D'‘ prog-
ramecsomag

ShadowPlot3D |

fliggvényével kaphatjuk meg. Olvassuk be ezt a programcsomagot és pré-
baljuk ki az alabbi utasitdsokat:

<<Graphics‘Graphics3D*

ShadowPlot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, 0, 3}]

ShadowPlot3D[Exp[-(xa2 + ya2)1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
ShadowPosition =-> 1]

Kétvaltozos fliggvény szintvonalas abrajat a

ContourPlot

belsé fliggvénnyel készithetjiik el. A fentebb definidlt f fliggvény szintvo-
nalait igy kapjuk meg:
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ContourPlot[f[x, yl, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},
Contours -> {-3, -2, -1, 10},
ColorQOutput -> GrayLevel,
ColorFunction -> (GrayLevel[1-#43]1&),
Background -> GrayLevel[1]]

A ContourPlot haromdimenzids megfelelGje a

‘ ContourPlot3D

fliggvény, amely a Graphics‘*ContourPlot3D" programcsomagban talal-
hat6. Hasznalata el6tt be kell hivni ezt a programcsomagot:

<<Graphics‘ContourPlot3D"

ContourPlot3D[
xyz, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1},
Contours =-> {0.1}]

Kétvaltozos valds értékl fliggvényt a

DensityPlot

belso fiiggvénnyel is dbrazolhatunk. Az értelmezési tartomany adott pont-
jdban a megvildgitds eréssége az ott felvett helyettesitési értéktél fiigg. A
vildgosabb pontban a fliggvény értéke nagyobb, mint a s6tétebb pontban:
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DensityPlot[
Sin[x] Sin[y]l, {x, 0, 2Pi}, {y, -Pi/2, 3Pi/2},
PlotPoints -> 50]
Show[%, ColorFunction -> (GrayLevel[1-#+2]1&)]
Show[%, ColorFunction -> (RGBColor[i-#, #, 0]&)]

ContourPlot és DensityPlot egyarant a térképészek altal hasznalt abrat
szolgaltat.

e Paraméteres alakban megadott gorbék és feliiletek

Matematikai szempontbél R" — R™ (n,m € N) tipusi fliggvényeknek
tekintjiik a paraméteres alakban megadott gorbéket és feliileteket. Abra-
zolhatunk sikbeli gorbéket (n = 1 és m = 2), térgorbéket (n =1 és m = 3),
valamint kétdimenzids felileteket (n =2 és m = 3).

Paraméteres alakban megadott stkgorbét a

ParametricPlot

bels6 fiiggvénnyel abrazolhatunk. Erdemes kiprébalni példaul a kovetkezd
utasitdsokat:

ParametricPlot [{Sin[t], Cos[t]1}, {t, 0, 2Pi}]
ParametricPlot [{Sin[t], Cos[2t]1}, {t, 0, 2Pi}]
Show[), Aspectratio -> Automatic]

ParametricPlot [{Cos[t]143, Sin[t]1a3}, {t, 0, 2Pi}]

Térgorbe szemléltetéséhez a kovetkezo belso fliggvényt hasznalhatjuk:

ParametricPlot3D

ParametricPlot3D[
{Cos[t]1s2, Cos[t] Sin[t], Sin[t]1}, {t, 0, 2Pil}]
ParametricPlot3D[Evaluatel[
Table[{Cos[t], Sin[t], n t}, {n, 5}11, {t, 0, 2Pi},
BoxRatios =-> {1, 1, 1}]

Kétdimenzids feliileteket ezzel a fiiggvénnyel is dbrazolhatunk:
ParametricPlot3D[
(3 Cos[t]a2-1)a2{Sin[t] Cos[pl, Sin[t] Sin[pl, Cos[t1},

{t, 0, Pi}, {Ps o, 2Pi}s
Boxed -> False, Axes -> Falsel]
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Megjegyezziik, hogy a Graphics‘ParametricPlot3D"‘ programcso-
mag szintén tartalmaz ParametricPlot3D fiiggvényt. Ennek hasznala-
taval a felhasznalé maga is szabalyozhatja az dbrazolasndl alkalmazott fel-
osztésok szdmat. Erdemes dsszehasonlitani példaul a kovetkez6 utasitasok
eredményét:

ParametricPlot3D[{Cos[ul] Cos[vl, Sin[ul Cos[vl, Sin[vl},
{u9 0, 2Pi}9 {V9 'Pi/29 Pi/2}]

<<Graphics‘ParametricPlot3D"
ParametricPlot3D[{Cos[ul] Cos[vl, Sin[ul Cos[vl, Sin[vl},
{u, 0, 2Pi, Pi/20}, {v, -Pi/2, Pi/2, Pi/10}]

Tovabbi példa egy szép feliiletre:

ParametricPlot3D[{Cosh[z] Cos[phi], Cosh[z] Sin[phil,z},
{Z, -2, 2}, {Phi, 0, 2 Pi}]

Itt emlitjiik meg azt, hogy a Graphics‘Graphics3D" programcsomag
Shadow fliggvényével feliiletek koordinatasikokra vett arnyékolt vetiileteit
allithatjuk elé:

<<Graphics‘Graphics3D*

abra = ParametricPlot3D[
{Sin[t], Sin[2t] Sin[u], Sin[2t] Cos[ul},
{t, -Pi/2, Pi/2}, {u, 0, 2Pi}, Ticks -> Nomne,
DisplayFunction -> Identity];

Shadow[abra, DisplayFunction -> $DisplayFunction,
ZShadow =-> Falsel]
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e Forgasfeliiletek

A Graphics‘SurfaceOfRevolution' programcsomagban meglevé

‘ SurfaceOfRevolution

kiils6 fiiggvénnyel kiilonb6z6 alakban megadott gorbék egyenes koriili meg-
forgatasaval keletkezo feliileteket abrazolhatunk. Erdemes beolvasni ezt a
programcsomagot is, és felrajzoltatni néhany forgasfeliiletet:

<<Graphics'Surface0fRevolution‘

SurfaceOfRevolution[Sin[x], {x, 0, 2Pi},

ViewVertical -> {1, 0, 0},

Ticks -> {Automatic, Automatic, {-1., 0, 1.}}]
SurfaceOfRevolution[{1.1 Sin[ul, ua2},

{u, 0, 3Pi/2}, BoxRatios -> {1, 1, 2}]
SurfaceOfRevolution[xs2, {x, 0, 1},

RevolutionAxis -> {1, 1, 1}]

e Implicit alakban megadott gorbék

Elméleti és gyakorlati szempontbdl is komoly probléma az implicit alakban
megadott gorbék vizsgalata. Ehhez a program jelentés tamogatast ad.
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A Graphics‘ImplicitPlot‘ programcsomagban meglevo

ImplicitPlot

fliggvénnyel két kiilonbozé mddszerrel abrézolhatunk implicit alakban meg-
adott egyvdltozos fliggvényeket. A moédszert a felhasznald a szintaxis alkal-
mas megadasaval valasztja meg. Olvassuk be ezt a programcsomagot:

<<Graphics‘ImplicitPlot"
és kérjiink informaéciot a széban forgd fliggvényrdl:
?ImplicitPlot

A Mathematica altal adott valaszbdl kitlinik: megtehetjiik, hogy csak az
egyik valtozét tartalmazé intervallumot irjuk be az ImplicitPlot argu-
mentuméba, de mindkét valtozdra is kijelolhetiink intervallumot.

Abrézoljuk az elsé mddszerrel példaul a Descartes-féle levelet (figyeljiink
arra, hogy egyenletet a == karakterekkel adunk meg):

ImplicitPlot[xa3 + ya3 == 3 x y, {x, -3, 3}]
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Az ImplicitPlot fliggvény ebben az esetben a Solve bels6 fiiggvénybe
(ldsd a 3.2. pontot) beépitett szimbolikus egyenletmegoldé algoritmusokat
haszndlja az Osszetartozdé x, y szadmparok meghatdrozasahoz. Pontosab-
ban, ha f(z,y) = 0 jeloli az implicit egyenletet, akkor a program az

f(z,y) =0, 0y f(x,y) =0

egyenletrendszer szimbolikus megoldéasait keresi.
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Ha a Solve nem taldlja meg a beadott egyenlet megoldédsat, akkor ezt
kozli a felhasznaldval, és a program ledllitja az abrazoldst. Ez torténik pél-
daul a kovetkez6 esetben is:

ImplicitPlot[Sin[x] == Cos[yl, {x, -7 Pi/2, 5 Pi/2}]

Az ImplicitPlot harmadik argumentumaba beirhatunk egy y valtozét
tartalmazé intervallumot is. Ekkor a program a ContourPlot bels6 fligg-
vénybe beépitett numerikus algoritmusokat hasznéalja. Ezzel a mddszerrel
az el6z6 példaban megadott gorbét is abrazolhatjuk:

ImplicitPlot[
Sin[x] == Cos[yl, {x, -3Pi, 3Pi}, {y, -3Pi/2, 3Pi/2},
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotPoints -> 200,
Compiled -> False, Ticks -> {{-10, -5, 5}, {-3, 3}}]

N 1N

Az implicit médon megadott gérbékrdl legtébb informéciét nyujtd ab-
ra elkészitéséhez a valtozé(ka)t tartalmazé intervallumo(ka)t alkalmas (az
adott egyenletb6l nem leolvashatd!) médon kell megvalasztani. Szamos eset-
ben ehhez sok kisérletet kell elvégezni.

e Koordinata-rendszerek

A Graphics‘Graphics" programcsomagban meglevo

| PolarPlot |

fliggvény polarkoordinatdkban megadott gérbékhez hasznalhaté. Ennek az
eljarasnak a szintaxisa a Plot fliggvény szintaxisdhoz hasonld. Olvassuk be
ezt a programcsomagot, és probaljuk ki a kovetkezd utasitast:
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PolarPlot[{4/(2 + Cos[t]), 4 Cos[t] - 2}, {t, 0, 2Pi},
PlotStyle -> {{Dashing[{0.05, 0.02}], GrayLevel[0.331},
{Thickness[0.01], RGBColor[1, O, 0]}},
AspectRatio -> Automatic]

A Graphics‘ParametricPlot3D' programcsomag

SphericalPlot3D

fliggvényével gombkoordinatakban megadott feliileteket abrazolhatunk:

SphericalPlot3D[ 2, {theta, 0, Pi}, {phi, 0, 2Pi}]

Hengerkoordinatakban megadott feliiletek megjelenitését végezhetjiik a
Graphics‘ParametricPlot3D‘ programcsomag

CylindricalPlot3D

fliggvényével. Példaul:
CylindricalPlot3D[(1+Sin[phi])*rs2, {r, 0, 1}, {phi, O, 2Pi},
Boxed -> False, Axes -> False, ViewPoint -> {1.5, -0.5, .2}]
e Diszkrét halmazon értelmezett fliiggvények

A kovetkezd belsé fiiggvényeket hasznalhatjuk:

ListContourPlot ListPlot
ListDensityPlot ListPlot3D

A Graphics‘Master' programcsomag beolvasasa utan a lehetdségeket
az alabbi kiils6 fliggvények bovitik:

ErrorListPlot ListSurfacePlot3D
LabeledListPlot LogLinearListPlot
LinearLoglListPlot LogListPlot
ListAndCurvePlot LogLogListPlot
ListContourPlot3D MultipleListPlot
ListFilledPlot PointParametricPlot3D
ListPlotVectorField PolarListPlot
ListPlotVectorField3D ScaledListPlot
ListShadowPlot3D TextListPlot

ListSurfaceOfRevolution
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e Komplex fiiggvények

A Graphics‘ComplexMap‘ programcsomagban meglevé PolarMap és
CartesianMap kiils6 fiiggvényeket komplex valtozds és komplex értéki
figgvények szemléltetésére hasznédlhatjuk. A

CartesianMap

fliggvény a valds és a képzetes tengellyel parhuzamos hélézat adott fliggvény
altal létesitett képét rajzolja fel. A

PolarMap

fliggvény pedig az origd kdzéppontu korok és az origdbdl kiinduld félegye-
nesek altal meghatarozott hédlézatnak az adott komplex fliggvény szerinti
képét abrazolja.
A lehetéségeket a kovetkez6 példan érzékeltetjiik. Megmutatjuk, hogy a
T:={2€C:0<Rez<1,0<Imz<7/2}

komplex szamhalmazt és az exponencialis fiiggvény &ltal 1étesitett képét
hogyan lehet szemléltetni.
El6szor az emlitett programcsomagot kell behivni:

<<Graphics‘ComplexMap*

Ezutén az identitdsfiiggvény (a Mathematicdiban az Identity belsé fiigg-
vény) felhasznéldsaval definidljuk a fenti 7' tartomanyt:

tartomany = CartesianMap[Identity, {0, 1}, {0, 1},
PlotRange -> {{0, 3}, {0, 3}},
Ticks -> {{0, 1}, {0, Pi/2}},
DisplayFunction -> Identity];
-Graphics-
Figyeljiik meg, hogy a CartesianMap fiiggvényben az dbrazolandé fiigg-
vény nevét kell megadni. Elkészitjiik a tartomany képét:

kep = CartesianMap[Exp, {0, 1}, {0, Pi/2},
PlotRange -> {{0, 3}, {0, 3}},
Ticks -> {{0, 1, E}, {0, 1, E}},
DisplayFunction -> Identity];
-Graphics-

Most megjelenitjik a tartoméanyt és a képet:
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Show[GraphicsArray[{tartomany, kep}],
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

Pi0
20

10

e Animacié

Abrék sorozatabél filmet készithetiink. Ehhez a

Graphics‘Animation®

programcsomag alabbi fiiggvényei nyijtanak segitséget:

Animation MovieDensityPlot
MoviePlot MovieParametricPlot
MoviePlot3D ShowAnimation
MovieContourPlot SpinShow

Ha ablakos felhasznaldi feliilettel dolgozunk, akkor a kovetkezOket is te-
hetjiik. Gépeljiik be példaul ezt az utasitast:

Do[Plot3D[
Cos[Sqrt[xa2+ya2]+Abs[n-2Pi]]/Sqrt[xs2+ya2+1/4],
{x, -4Pi, 4Pi}, {y, -4Pi, 4Pi}, PlotPoints -> 26,
Lighting -> True, PlotRange -> {-2, 2},
BoxRatios -> {1, 1, 1}, Boxed -> False,
Axes -> Nomel], {n, 0, 2Pi-2Pi/16, 2Pi/16}]

A Shift+Enter billentylipar lenyomasa utan a Mathematica elkezd dol-
gozni, és kirajzol egy abrasorozatot. Jeloljiikk be az egymas utan lejatszan-
dé dbrakat (egy kattintdssal), majd vagy a Ctri+Y billentytiparral, vagy
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a Graph meniipont Animate Selected Graphics alpontjdval indithatjuk a
mozit. Leéllitani a székoz billentyti leiitésével lehet, vagy azzal, hogy vala-
hol belekattintunk a képbe. A Graph meniipont Animation alpontjaval az
animécié opcidi is megvaltoztathatdk.

3.1.6. Gyakorlatok és feladatok

1.

Az alabbi példék illusztraljak, hogy a LogicalExpand fiiggvény a teljes
diszjunktiv normalformat allitja eld:

LogicalExpand[(a && b) |l (c && d)]
LogicalExpand[(a || b) && (c || d)]
LogicalExpand[(a && b) || (c && !'d)]
LogicalExpand[(a || !b) && (c || !d)]

Egyenletrendszereket egyenletekre igy szedhetiink szét:

LogicalExpand[{{1, 2}, {3, 7}}.{x, y} == {4, 5}]
x+2y==4 && 3x+7y==b

Allitsuk el a kovetkezd formuldk értéktablazatat:
a) —a A —(-a Vb)
b)a= (b= a)
c)(a=((b=c)=((a=b)=(a=0c)

Igazoljuk, hogy a kévetkezo formulak a benniik szerepl6 valtozok minden
értékére igazak:

a) (N (a=0b))=0b

b) ((a=bAb=c))=(a=c)

c) ((aAb)Va)sa

d) ((avb)Na)=a

Allitsuk el8 egy tetszbleges harom- vagy tobbvaltozés logikai fliggvény
igazsagtablazatat a szokdsos formaban, fejléccel ellatva.

A Union alkalmazédsakor egy opciéban megadhatjuk, hogy mikor tekin-
tiink két elemet azonosnak. Ez némileg médosithatja a listakbol el6alli-
tott halmazokat. Tanulmanyozzuk ezt a jelenséget az aldbbi példakon:

a = Table[1.0 + 24k $MachineEpsilon, {k, 0, 8}]
Union[al

Union[a, SameTest -> SameQ]

Union[a, SameTest -> Equall
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7. frjunk fliggvényt a szimmetrikus differencia miveletére. Illusztraljuk pél-
dakkal, hogy ez a miivelet asszociativ és kommutativ.

8. Allitsuk el egy k-véltozos (k=0,1,2,3,....) logikai fliggvény értelme-
zési tartoméanyanak elemeit lexikografikus sorrendben.

9. (A Kozépiskolai Matematikai Lapok 2897. gyakorlata alapjan.) Az xq, zo
pozitiv egészekbdl kiindulva képezziik az

x3:=|r1 — 23|, x4 :=min{|r; — 2|, |x1 — 23], |T2 — 23]}, ..

sorozatot. (A feladat igy szdlt: bizonyitsuk be, hogy ha x1, x5 egyike sem
nagyobb 10000-nél, akkor xo; = 0.)
Egy lehetséges megoldas:

<<DiscreteMathematics'Combinatorica‘
parok[lista_] := KSubsets[lista, 2]
absz[par_] := Abs[par[[1]1]-par[[2]1]1]
temp[list_] :=
Append[#, Composition[f, parok] @@ {#}]1& /@ {list}
res[xi_, x2_]1 :=
Nest[Composition[Flatten, temp], {x1, x2}, 19]

10. Allapitsuk meg a fenti, véges halmazon definialt, homogén rel reldciérol,
hogy szimmetrikus-e, és hogy tranzitiv-e.

11. Hajtsuk végre az alabbi utasitasokat:

Intervall{1, 3}, {2, 4}]

Interval[{1, 2}] + Interval[{3, 4}, {8, 10}]
Interval[{1, 4}] + Intervall[{3, 6}, {8, 10}]
Intervall1.] - 1

Interval[{-2.22045 10A-16, 2.22045 10-16}]
Interval[{-4.44089 10A-16, 4.44089 104-16}]
1/Intervall[{-2, 3}]

a = Intervall[{1, 3}, 4, {7, 12}];

b = Intervall{2, 4}, {10, 20}];
IntervalIntersection[a, b]

Min[Interval[{1, Infinity}]]

Interval[{3, 6}] >= Interval[{-1, 3}]
Sin[Intervall[{-1, 1}, {2, 4}]1]
Abs[Intervall{-4, -3}, {2, E}]1]
Max[Abs[Interval [{-2Pi, 4}]11]
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3.2. Matematikai kifejezések

Sokszor sziikségiink lehet arra, hogy egy megadott vagy a Mathematica al-
tal szdrmaztatott matematikai kifejezést mas (példaul egyszeriibb) alakban
irjunk fel. Ennek a témakornek a jelentOségét mutatja az a tény is, hogy
szamos matematikai problémat gy oldunk meg, hogy kifejezéseket alkal-
mas azonossagok felhasznalasdval olyan alakra hozunk, amelyrél a megoldas
mar ,,egyszerten leolvashatd”.

Ebben a szakaszban a programnak azokat a fiiggvényeit ismertetjiik,
amelyek valamely matematikai kifejezés — igy nevezziik a 3.1.4. pontban
megemlitett beépitett matematikai fliggvényekbol a szokasos fliggvénymii-
veletek véges sokszori alkalmazdsdval nyert C™" — C (n € N) tipusu fiigg-
vény egy altaldnos helyettesitési értékét — szimbolikus atalakitdsdhoz nyuj-
tanak segitséget. Foglalkozni fogunk algebrai és trigonometrikus polinomok-
kal, racionalis, irracionalis és transzcendens kifejezésekkel.

A programot igen sok azonosség (transzformécids szabdly) alkalmazdsara
megtanitottak. Kiilonbo6zo beépitett fliggvények altaldban kiilonbozé tipu-
su azonossigokat alkalmaznak. Egy adott kifejezés igényeinknek megfelel$
atalakitdsdhoz hasznalhato eljards megtaldlasa sok esetben nem egyszeri
feladat.

A Mathematica egy végtelen kiértékeld rendszer. Ez azt jelenti, hogy a be-
adott matematikai kifejezésre addig alkalmazza a beépitett vagy a felhasz-
nalo altal definialt transzformaécios szabalyokat, ameddig ismételten azonos
alaku kifejezést nem kap.

Itt emlitjik meg az egyszeriisités problémajat. Matematikai kifejezéseket
sokszor a ,,legegyszeriibb alakra” szeretnénk hozni. Ilyenkor a

Simplify

fliggvényt haszndlhatjuk. Vegyiik figyelembe azonban azt, hogy nincs pon-
tos definicié arra, hogy két (matematikai szempontbdl egyenls) kifejezés
koziil melyik az , egyszeriibb alaki”. A Simplify fliggvénybe beépitett
algoritmusok a megadott kifejezést transzformacids szabdlyok felhasznalé-
saval atalakitjak. Eredményként a legkevesebb részbél all alakot (a

LeafCount

fiiggvény adja meg a ,méretet”) kapjuk meg. Ez az oka annak, hogy bo-
nyolultabb esetekben a Simplify fiiggvény sokdig dolgozhat.
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Figyeljiik meg példaul azt, hogy a Mathematica az (a™ —b")/(a—0b) tortet
kiilonboz6 n természetes szamok esetén hogyan egyszeriisiti:

kifejezes[n_] := (aan - ban)/(a - b)

egyszerusit[n_] := Simplify[kifejezes[n]]
A fenti tortet a Simplify fiiggvény csak n < 4 esetén alakitja at. Példaul
n = 4-re ezt kapjuk:

{kifejezes[4], LeafCount[/]}

4 4
"> in
a-b’
{egyszerusit[4], LeafCount[/]}

3 2 2 3

{2 +a b+adb +b, 17}

Ha n > 5, akkor valtozatlan formaban kapjuk vissza a tortet, ugyanis az
(a — b)-vel valé osztas utdan adédo kifejezés mérete nagyobb lenne, mint

LeafCount[kifejezes[n]]
17

3.2.1. Algebrai polinomok

A matematikdnak napjainkban rohamosan fejl6dé egyik dga, a szimbolikus
szamoldsok elmélete (a komputeralgebra) foglalkozik a szamitégépen meg-
valésithaté szimbolikus algoritmusok elméletével. Jelenleg a matematikai
kifejezések koziil bizonyos értelemben a legegyszeriibbeknek, a polinomok-
nak az elmélete a legjobban kidolgozott teriilet. A Mathematica is egy- és
tobbvaltozos algebrai polinomokkal végzett miiveletek elvégzéséhez nyijtja
a legtobb segitséget. Varhatd, hogy 1j elméleti eredmények a Mathematica
késObbi valtozatainak a lehetOségeit is boviteni fogjak.

e Polinomok kifejtése

A beadott polinomot a kiilonb6zé szimbolumokkal jelolt véltozdk kozot-
ti lehetséges Gsszeaddsok és kivonasok automatikus elvégzése utdan kapjuk
vissza. Szorzatok és hatvanyok kifejtésére az Expand fiiggvény szolgdl. Az

Expand [polinom]
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utasitas hatésara a Mathematica az egy- vagy tobbvéltozds polinomban
elvégzi a szorzasokat és a pozitiv egész kitevoji hatvanyozasokat, majd a
lehetséges Osszevonasok elvégzése utan adja meg az eredményt:

Expand[6% (x-1) a3 + 4*(x-2)a2 + 7*x + 16]

2 3
26 + 9 x - 14 x + 6 x

Expand[(1 + 3x + 4y)*(1 - x + 2y)a3]

2 3 4
1-6x +8x -3x +10y-6zxy-

2 3
18x y+14dx y+

2 2 2 2 3 3 4
36y -24xy -12x y +56y -24xy + 32y

Tobbvaltozds polinom kifejtését bizonyos véltozokra korlatozva is elvé-
gezhetjik:

Expand[(x + 1)a2*%(y + 1)a2%(z + 1)a2, x]
2 2 2 2
1+y) A+2z) +2x @A +y) (A+2z) +

2 2 2
x 1+y) 1A+ 2)

Lehetdség van arra is, hogy t6bb (de nem az Gsszes) valtozé szerint fejt-
sunk ki egy polinomot. Ha x1, 9 és y jeloli a valtozokat, akkor az

(1 4+ 1)*(z2 + 1)*(y + 1)°
polinom x és o szerinti kifejtését példaul igy kapjuk meg:
Expand[(x[1] + 1)a2*(x[2] + 1)a2%(y + 1)a2, x[_]1]
2 2 2 2
AL+y) +2@+y) xM]+ @+y) x[1]1 +
2 2
2 (1+y) x[21 +4 (1 +y) =x[1] x[2] +
2 2 2 2
2 (1 +y) x[11 =x[2]1 + (1 +y) =x[2] +

2 2 2 2 2
2 (1 +y) x[1] x[2] + (1 +y) =x[1]1 =x[2]

A kovetkezo fliggvények polinomok részeinek kivalasztdsdhoz nyudjtanak
segitséget:

Coefficient FactorTerms
CoefficientList Length
Collect PolynomialQ

Exponent Variables
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Szamos specialis polinom beépitett fiiggvényként szerepel a Mathemati-
cdban:

BernoulliB GegenbauerC
ChebyshevT HermiteH
ChebyshevU JacobiP
CyclotomicC Laguerrel
EulerE

e Polinomok szorzatta alakitasa

Polinomok kiilénbo6z6 tipusi szorzattd alakitasahoz a

Factor FactorSquareFreelist
FactorList FactorTerms
FactorSquareFree FactorTermsList

fliggvényeket hasznalhatjuk.
Ezek kozil csak a Factor fliggvény altal nyudjtott lehetéségeket ismer-
tetjik. A

Factor[polinom]

utasitds a polinomot Z felett irreducibilis tényezok szorzataként irja fel
abban az esetben, ha az egytitthatdk egész szamok vagy valédi tortek:

Factor[2x43 + xa2 - 4x - 12]
2
(-2 +x) B+5x+2x)

Factor[xa2 - (13/14)x + 3/14]
@-7x) 1-2x
14
Factor[4 (x*y + u*v)a2-(xa2 + ya2 - ua2 - va2)a2]

(ru+v-x-y) (ru-v-x+y) (u+v-x+y)
(Fu+ v +x+7y)

Ha a polinom egyiitthatoi kozott van explicit tizedesponttal megadott
szam is, akkor a Factor fliggvény numerikus mddszert hasznalva hatéroz-
za meg a polinom gyokeinek egy kozelité értékét, és ezekkel adja meg a
felbontést:
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Factor[xa2 - 4x + 2]
2 -4 x +x

Factor[xa2 - 4x + 2.]
(-3.41421 + x) (-0.585786 + x)

A kovetkezo példédk azt is mutatjik, hogy a program a bemend adatok
szintaxisatol fliggben valasztja meg a kiértékelésnél felhaszndlt algoritmust:

Factor[2xa2 + 5x + 6]
6 +5x+ 2x
Factor[2xa2 + 5.x + 6]
2 (3+2.5x+ x2)

Factor[2xa2 + 5x + 6.+ 0. I]
2 (1.25 - 1.19896 I + x) (1.25 + 1.19896 I + x)

Polinomfaktorizaciét a Gauss-egészek gytiriijében a

Factor[polinom, GaussianIntegers -> Truel

utasitassal kapunk. Példaul:

Factor[xs2 + 1]

2
1 +x

Factor[xs2 + 1, GaussianIntegers -> True]

(-I +x) (I+x)

A Z,, véges test feletti polinomgytirtiben a kovetkezo utasitdssal bontha-
tunk fel polinomokat irreducibilis tényezOk szorzatara:

Factor[polinom, Modulus -> p]

Factor[xs4 + 1, Modulus -> 2]
4
(1 + x)

Factor[xsa4 + 1, Modulus =-> 17]
(2 +x) (8+x) (9 +x) (15 + x)
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Polinomfaktorizaciéval nyert tényezokbdl allé listat készithetiink a ko-
vetkez6 fliggvényekkel:

FactorList FactorTermsList
FactorSquareFreelist

Figyeljiik meg azt is, hogy a Mathematica milyen formaban adja meg a
tényezoket:

FactorList[xa3 - xa2 - 5x - 3]
{{_3 + X, 1}) {1 + X, 2}}

FactorList[xs4 + 1, Modulus -> 13]
2 2
{6 +x, 1}, {8 +x, 1}}

FactorList[xs2 + 1, GaussianIntegers -> Truel

{{_I + x, 1}) {I + x, 1}}

e Miiveletek polinomokkal

Képezhetjiik polinomok Osszegét, szorzatat és kompoziciéjat. A

Decompose ‘

eljarast is hasznalhatjuk. Ennek a fliggvénynek a segitségével allithatunk elo
egy egész egyltthatds polinomot két alacsonyabb fokszamu polinom kom-
pozicidjaként (ldsd a 3.1.4. pont Miiveletek fliggvényekkel cimii alpontjét).

A 7, véges test feletti polinomgytiriiben is szdmos miveletet elvégezhe-
tiink. Példaul a

PolynomialMod[polinom, p]

utasitas eredménye a polinom-mal mod p kongruens polinom, amelynek
egylitthatéi a [0, p — 1] intervallumbdl valdk:

PolynomialMod[xa5 - 17x43 + 37xs2 + 12x + 19, 11]
3 5
8+x+4x +5x +x

PolynomialMod[(2x + 3y) (x - 7)a2, 5]

2 3 2
3x+2x +2x +2y+3xy+3x vy
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Polinomok rezultdnsdt (1asd példaul [45]) szamolja ki a Resultant fiigg-
vény:

Resultant[xa2 - 6x + 2, x42 + x + 5, x]

233

Resultant[xa2 - 4x - 5, x42 - 7x + 10, x]
0

Emlékeztetiink arra, hogy két egyvaltozos polinom rezultdnsa az egytittha-
t6ikbol képzett Sylvester-féle matrixnak a determindnsa. A Sylvester-féle
kritérium azt allitja, hogy két egész egyiitthatds algebrai polinomnak pon-
tosan akkor van kozos gyoke, ha a rezultdnsuk 0-val egyenl6.

e Grobner-bazisok

A szimbolikus programcsomagok polinomok kezelésénél a Grobner-bdzisok
elméletét alkalmazzdk. B. Buchberger [14] 1965-ben megirt Ph.D. disszerta-
ciéjaban egyenletrendszerek megoldasa céljabdl vezette be a Grobner-bdzis
fogalmat. (W. Grobner volt a témavezet6je.) Az ezutdn megindult intenziv
kutatasok azt mutattak, hogy ez a fogalom és a dolgozatban leirt algoritmu-
sok més tipusi feladatok (példaul paraméterek kikiiszobolése, kongruenciak
megoldasa, polinom helyettesitési értékének meghatarozasa adott mellék-
feltételek esetén) megoldasanal is jél hasznalhatok.

Az elmélet irant érdekl6dé Olvasé figyelmébe ajénljuk a [7] és a [28] kony-
vet, valamint a [35] és a [58] dolgozatot. A tovdbbiakban az alapprobléma és
néhany eredmény megfogalmazdasa utan csupan érzékeltetni szeretnénk azt,
hogy a Mathematica hogyan hasznalja ezt az elméletet kiilonbozo feladatok
megoldasanal.

Jelolje Qz] (z = (21, -+,2n), n € N) a Q szamtest feletti n vélto-
z6s polinomgytirit. A Qx| (kommutativ) gy{irti I nemiires részhalmazat
tdedlnak nevezziik, ha egyrészt minden p,q € I esetén p — q € I teljesiil,
mésrészt pedig minden p € I és ¢ € Qx| mellett a pg szorzat is I-hez
tartozik.

Béarmely P := {p1,---,pr} C Q[z] véges polinomrendszer esetén a

(P) = (p1, . pk) = {Zaipi : a; € Qz]} C Q[z]

halmaz nyilvdn Q[x] egy (P dltal generdlt) idedlja. Magét a P halmazt az
idedl bdzisanak szokds nevezni. (Ez az dltaldnosan elfogadott széhasznélat
félrevezetd, ha a linedris algebra béazisfogalmaval vetjiik Gssze.)
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Hilbert bazistételének egyik kovetkezménye az, hogy Q[z] minden idedl-
janak van véges bézisa és Q[z] minden ideélja a fenti alaku.

Polinomokkal kapcsolatos szamos problémat a kovetkezé alapfeladatra
lehet redukélni:

Adott egy P C Q[zx] véges halmaz és egy tetszbleges q € Q[x] poli-
nom. Hogyan lehet véges sok lépésben eldonteni azt, hogy a q polinom
hozzdtartozik-e a P dltal generdlt (P) idedlhoz?

Egyvéltozds polinomok (azaz n = 1) esetén barmely P C Q[z] véges
halmaz &ltal generdlt (P) idedl egyetlen elemmel, a P-hez tartozé polino-
mok legnagyobb kozos osztdjaval (jelolje ezt h) is generalhatd. Igy a fenti
kérdésre a valasz a kovetkezd: ¢ pontosan akkor eleme a (P) idedlnak, ha
q oszthat6 a h polinommal. A bizonyitas alapvetd eszkoze a jol ismert euk-
lideszi algoritmus.

Tobbvaltozés polinomok esetében a helyzet joval bonyolultabb. Nem
egyszerii ugyanis a (P) idedl szerkezetére jél haszndlhat6 jellemzést adni
abban az esetben, amikor P tetszoleges polinomrendszer.

A nehézséget egyrészt az okozza, hogy az idedlok ekkor mér nem gene-
ralhatok egyetlen elemmel, ezért az euklideszi algoritmust is dltalanositani
kell.

Maésrészt egyismeretlenes polinomokra a tagok elrendezésének két ter-
mészetes mddjat ismerjiik: az ismeretlen névekvé és csokkens hatvanyai
szerintit. Tobbismeretlenes polinomok esetén azonban a

T:=T(x1, -, xp) = {a{* 20"+ o, € N}

n

halmazon tobbféle médon lehet rendezési relaciét értelmezni, ami egy adott
tobbvéltozos polinomban a tagok ,1ényegesen” kiilénboz6 sorrendjét indu-
kalja. Itt csupédn a lexikografikus rendezést (ezt a < szimbdélummal jelol-
juk) értelmezziik:

(e 5] « 1 (o5} [e% ﬁl
xl ...xnnng'l l‘gn (3’;1 ...xn”’ l'l :CQWET)

pontosan akkor, ha (aq,- -, ay) = (61, - On), vagy pedig létezik olyan
i€{1,2,---,n} természetes szam, amelyre

a;j=06; (1<j<i-1) é a; <pf.

Ha < egy alkalmas rendezési relacié a T-n, akkor egy adott polinom <
rendezésre vonatkozo fétagjdnak nevezziik a polinom egytitthaté nélkiil vett
(<-re vonatkozd) legmagasabb foku tagjat.

Az euklideszi algoritmus tobbvaltozds altalanositdsat mar nem polinom-
osztasnak, hanem polinomredukcids eljdrdsnak nevezik. Ezzel kapcsolatban
a kovetkez6 alapveto allitas fogalmazhato meg:



3.2. Matematikai kifejezések 143

Legyen P :={p1,---,pr} C Q[x] tetszdleges halmaz és f € Qlx| adott
polinom. Ekkor léteznek olyan a; € Qlz] (i = 1,---,k) ésr € Q[x]
polinomok, amelyekre az

k
f= Zaipi +r
i=1

egyenldség teljesil, és a;p; (i = 1,---,k) fétagja nem nagyobb, mint f
fétagja.

Az a; (i =1,---,k) és r polinomot a [7] monografia 199. oldaldn leirt
algoritmussal lehet meghatarozni. Tovabbi probléméat jelent azonban az,
hogy az r ,maradék”-polinom nincs egyértelmiien meghatarozva abban az
esetben, ha tetszéleges P polinomrendszerbdl indulunk ki. B. Buchberger
a mar megemlitett [14] dolgozataban igazolta, hogy tetsz6leges véges P C
Q[z] halmazhoz létezik olyan G C Q[z] véges polinomrendszer (ezt nevezte
el Gréobner-bdzisnak), amely egyrészt ugyanazt az ideélt generdlja, mint P,
masrészt a fenti allitast a P helyett a G bazisra alkalmazva az r polinom mar
egyértelmiien meg van hatarozva. Ilyen jellegli béazis létezését H. Hironaka
[36] is bebizonyitotta 1964-ben. B. Buchberger azonban j6l hasznalhato
algoritmust is konstrualt a G bézis elddllitisdra.

Megjegyezziik még azt is, hogy egyvaltozos polinomok esetében ez az eljd-
rds az euklideszi algoritmust, elséfoku tébbuvdltozos polinomok esetében pedig
a Gauss-féle elimindcios eljardst szolgdltatja.

A Grobner-bazis fogalmanak tobb lehetséges ekvivalens definicidja ko-
zil a kovetkezét emeljiik ki. Jeloljon < egy alkalmas rendezést (példaul
a lexikografikust) a 7" halmazon. A Q[z]| polinomgytirii I idedljdnak egy
nemiires G véges részhalmazat akkor nevezziik az I idedl <-re vonatko-
z6 Grébner-bdzisanak, ha az idedl minden polinomjdnak (<-re vonatkozd)
fotagja oszthaté a G halmaz valamely polinomjanak fétagjéval.

Igazolhat6, hogy T-n adott alkalmas < rendezés esetén a Q|x] polinom-
gytirti barmely I ideédljahoz 1étezik Grobner-bazis, és ez a foegyiitthatoktdl
eltekintve egyértelmiien meg van hatérozva (lasd [7], Theorem 5.41., The-
orem 5.43.).

A Mathematica GroebnerBasis fliggvénye a Qx| polinomgytiriiben a
lexikografikus rendezést hasznalva hatdrozza meg adott P polinomrendszer
altal generélt (P) idedl Grobner-bézisdt. A valtozdk sorrendjét a fliggvény
maésodik argumentuméban adhatjuk meg. Az eredmény ettdl altaldban ter-
mészetesen fligg:

GroebnerBasis[{x - ya2 + 2, xa2 - ya2 -1}, {x, y}]

2 4 2
{3-5y +y,2+x-y31}
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GroebnerBasis[{x - ya2 + 2, xa2 - ya2 -1}, {y, x}]
2 2
{-3-x+x,-2-x+y 3%}

Az AlgebraicRules, az Eliminate és a Solve eljaras alkalmazza a
Grobner-bazisok elméletét.

A 2.3.2. pontban a mintdzatokkal kapcsolatban volt arrdl szé, hogy a
program egy transzformacios szabaly kiértékelésénél a kifejezésnek a struk-
turdjdt, és nem annak matematikai jelentését vizsgalja:

1 + xa2 + x4 /. X402 => &

1 +a+x

A matematikdban megszokott médon vezethetlink be 4j véltozdkat az

AlgebraicRules

bels6 fliggvény segitségével:
ujvalt = AlgebraicRules[xs2 == a, {x, al}]
2
{x -> a}
1 + xA2 + x44 /. ujvalt
1+a+a

1 + xa3 + xa7 /. ujvalt
3
1+ax+a x
Ezt az eljarast hasznalhatjuk abban az esetben is, amikor egy polinom-
nak adott mellékfeltételek mellett szeretnénk meghatarozni a helyettesitési
értékét.
Tekintsiik példaul a kovetkezd feladatot. Tegyiik fel, hogy az a,b és a ¢
valos szamok kielégitik az

a+b+c=3, a2+ 42 =09, A+ +3 =24

feltételeket. Hatdrozzuk meg az a* + b* + c* Gsszeget.
A megoldas a Mathematicdval ilyen egyszerii. El6szor a feltételeket adjuk
meg:
feltetelek = AlgebraicRules[{a + b + ¢ == 3,
ar2 + ba2 + ca2 == 9, aa3 + ba3 + ca3 == 24},
{a, b, c}]
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3 2 2 2
{c >-1+3c¢c,b ->3b+3c-bc-c,

a->3-b-c}
A kérdezett Osszeget pedig igy hatdrozhatjuk meg:

ard + bad + cad /. feltetelek
69

A Grobner-bazisok elmélete dltaldnos mddszert szolgdltat az ilyen tipusu
feladatok megoldasahoz. Nézziik meg azt, hogy a program hogyan alkal-
mazta ezt a modszert a fenti feladat megoldasanal.

Az AlgebraicRules eljaras a

P:={a+b+c—3, a>+b*+c* -9, a®>+b° 4+ — 24} C Q[a,b, ]

polinomrendszer éltal generdlt (P) idedl Grobner-bdzisat szamolta ki. Va-
l6ban:

GroebnerBasis[{a + b + ¢ = 3, ar2 + ba2 + ca2 -9,
as3 + ba3 + ca3 -24}, {a, b, c}]

2 3 2 2
{1-3¢c +c¢c,-3b+b -3c+bc+c,

-3 +a+b+c}

(Figyeljik meg, hogy az AlgebraicRules fiiggvény transzformécids sza-
balyként adja meg a Grobner-bazist.)

Ha ezutén az a* + b* + ¢* polinomra a kordbban megemlitett polinomre-
dukcids eljarast a kiszamitott Grobner-bazissal alkalmazzuk, akkor éppen
az abban szerepld, r-rel jelolt ,, maradék”-polinom lesz a feladat megoldé-
sa. A fenti mésodik utasitds hatdsara a Mathematica ezt az r polinomot
hatarozta meg.

Hasonl6 médon miikodik az

| Eliminate

eljaras is, amelynek segitségével polinomokat tartalmazo egyenletekbdl pa-
ramétereket elimindlhatunk. Példaul:
Eliminate[{f == xab + ya5, a == x + y, b == x y}, {x, y}]
5 3 2
a -5a b+5bab =1f

Ezt feladatot igy is megoldhatjuk:
fel = AlgebraicRules[{x + y == a, x y == b}, {x, y}]

2
{y >-b+ay, x->a-y}
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xAb + ya5 /. fel

5 3 2
a -5a b+5ab

Az AlgebraicRules most is a Grobner-bazist hasznalja:

GroebnerBasis[{x + y - a, x*y - b}, {x, y}]

2
fb-ay+y, -a+x+y}
A 3.3.2. pontban lesz sz6 arrdl, hogy a Solve fliggvény hogyan alkalmaz-

za a Grobner-bazisok elméletét polinomokat tartalmazd egyenletrendszerek
megoldasanal.

3.2.2. Racionalis kifejezések

Ebben a pontban polinomok hanyadosaként megadott kifejezések atalakité-
sahoz hasznélhaté eljarasokrol lesz szé. A program szamos olyan fliggvényt
tartalmaz, amelynek segitségével racionalis kifejezéseket kiilonbo6z6 alakban
frhatunk fel. Ezek a kévetkezok:

Apart ExpandNumerator
Cancel Factor
Denominator Numerator
Expand Simplify
ExpandAll Together
ExpandDenominator

A Mathematica raciondlis kifejezéseknél a lehetséges Gsszevondsokat au-
tomatikusan elvégzi. A szadmlélé és a nevezd kozos tényezdivel is automati-
kusan egyszertsit:

t = ((-3x+xa2-%x)a2%(1-%x)22)/ ((x+1+2x) 2% (1-x))
2
2
1-x) (-4x+x)

2
(1 + 3 x)

{Numerator[t], Denominator[t]}
2
2 2
{1 -x) (-4x+x), 1+3x)}
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Szorzasok és hatvanyozasok elvégzéséhez az alabbi fiiggvényeket hasz-
nalhatjuk:

{ExpandNumerator[t], ExpandDenominator[t]}

2
2 3 4 5 2
16 x -24x +9x -x 1-x) (-4 x+x)
{ . : 1
(1 +3x) 1+6x+9x
Expand[t]
2 3 4 5
16 x 24 x 9 x X
7~ 7 7 " 2
(1 + 3 x) (1 + 3 x) (1 + 3 x) (1 + 3 x)
ExpandAl1[t]
2 3 4
16 x 24 x 9 x
7 7z -
1+6x+9x 1+6x+9x 1+6x+9x
5
X

1+6x+9x

A raciondlis kifejezéseket kozos nevezOre hozhatjuk és parcidlis tortekre
is bonthatjuk:

u = (-4x+x42)/(-x+x42) + (-4+3x+x42)/(-14x42)
2
-4 x + x -4 + 3 x +Xx

+
2
-X + X -1 +x

Together[u]

2
2 (-4 + x)
(-1 +x) (1 +x

Apart [u]

3 3
2 - +
-1 + x 1 +x

Tobbvaltozos kifejezések parcialis tortekre bontdsat kiillonb6zo valtozéra
is kérhetjiik:
v = (%42 + ya2)/(x + x y)

2 2
x +y

X+Xxy
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Apart[v, x]

2
x ., y
1 +y x (1 +y)

Apart[v, yl
1 1 2
+
N S S
x X x (1 +7y)

A kovetkez6 példakkal a Factor és a Cancel fliiggvény miikodését ér-
zékeltetjiik:

Cancel [u]

-4 + x 4 + x

+

-1 + x 1 +x

Factor[%]

2 (-2 + x) (2 + %)
(-1 +x) (1 + x)

3.2.3. Komplex valtozos kifejezések

Az €l6z6 pontokban ismertetett fliggvényekkel komplex szdmokat tartal-
mazé kifejezéseket is dtalakithatunk. A Mathematica ezekben az esetekben
a valtozdkat formdlis szimbdlumoknak tekinti, és a kijelolt miiveletek vég-
rehajtasa, valamint a lehetséges Osszevondsok elvégzése utan adja meg az
eredményt.

Sziikségiink lehet azonban arra is, hogy kijeloljiik egy matematikai kife-
jezés valds, illetve képzetes részét. Ilyen feladatok megoldasahoz a

ComplexExpand

fliggvényt hasznalhatjuk. Pontosan meg kell azonban mondanunk azt, hogy
melyik szimbélumot tekintjiik valés valtozénak és melyiket komplexnek.
A véltozok specifikaldsdanak modjat a program készitéi a fenti fliggvény
masodik (opciondlis) argumentuménak megaddsaval oldottak meg.

A ComplexExpand[kifejezes] utasitds kiértékelésénél a program a
kifejezes mindegyik szimbolumdt valds véltozénak tekinti, és a kijelolt
miiveletek elvégzése utan (valds rész) + i (képzetes rész) alakban probélja
megadni az eredményt:



3.2. Matematikai kifejezések 149

ComplexExpand[(a + I b)/(c + I d)]

ac bd b c ad

+ + 1 ( - )
2 2 2 2 2 2 2 2
c +d c +d c +d c +d

ComplexExpand[Sin[x + I yl]
Cosh[y] Sin[x] + I Cos[x] Sinhl[y]
A ComplexExpand fiiggvény masodik argumentumaban kapcsos zaro-
jelek kozott sorolhatjuk fel azokat a szimbdlumokat, amelyeket komplex

valtozdknak tekintiink. A fel nem tilintetett szimbélumokat a program va-
16s valtozoknak tekinti:

ComplexExpand[a + I b, {al}]
I (b + Im[al) + Rela]

ComplexExpand[Exp[I z], {z}]

Cos[Re[z]] I Sin[Relz]]
+
Im[z] Im([z]
E E

A z komplex valtozét valés paraméterekkel tobbféle médon is kifejez-
hetjiik. A Mathematica alapértelmezésben a Re[z] + I Im[z] algebrai
alakot hasznalja.

A ComplexExpand fiiggvény TargetFunctions opcidjanak (ennek le-
hetséges értékei: Abs, Arg, Conjugate, Im, Re és Sign) megvaltoztatisa-
val a z véltozdt példaul trigonometrikus alakban igy irhatjuk fel:

Factor[ComplexExpand[z, {z}, TargetFunctions -> {Abs, Arg}]]
Abs[z] (Cos[Argl[z]] + I Sin[Arglz]l)

Komplex szam valéds, illetve képzetes részét adja meg a program mag-
jaban meglevo Re, illetve Im fiiggvény. Komplex valtozos kifejezés valds,
illetve képzetes részének eloallitasdhoz az

Algebra‘ReIm"

programcsomag ugyanilyen nevi fliggvényeit hasznalhatjuk:

<<Algebra‘ReIm‘
Re[1/z]

Re[z]

2 2
Im[z] + Relz]



150 3. Fejezetek a matematikabol

Figyeljiik meg, hogy ez a Re fliggvény z-t komplex valtozonak tekintette.
Kétféleképpen is kozolhetjiik azt a szandékunkat a Mathematicdval, hogy
az X szimbolumot tartalmazo kifejezéseket annak feltételezésével értékelje
ki, hogy az x wvalds valtoz6. Erre az UpSet belsé fiiggvényt (ennek rovid
alakja a a= jelsorozat) igy haszndlhatjuk:

Im[x] A= 03
Ugyanezt az eredményt kapjuk az
x /: Im[x] = 03

utasitdssal is (a /: jelsorozat a TagSet belsé fiiggvény rovid alakja). Ha x
valés valtozo, akkor

Re[(a + x)a2]

2 2
-Im[a] + (x + Re[al)

Fentebb mar széltunk arrdl, hogy a ComplexExpand fiiggvény hasznéla-
takor hogyan jelezziik azt, hogy egy adott kifejezésben levé szimbolumok
kozill melyiket gondoljuk valésnak és melyiket komplexnek. A valtozdok-
nak ez a specifikdciéja lokélis jellegli. Ezzel szemben az Im[z] =0 globélis
értékadas. Az elmondottakat az Fuler-féle formula példajan illusztréljuk:

eu = ComplexExpand[Exp[I t]]
Cos[t] + I Sin[t]

Re[%]
Cos[Re[t]] Cosh[Im[t]] - Cos[Rel[t]] Sinh[Im[t]]

A t szimbdlumot a ComplexExpand fiiggvény valds valtozénak, a Re fiigg-
vény pedig komplexnek tekintette:

Im[t] A= 03
Re[eu]
Cos[t]

3.2.4. Trigonometrikus kifejezések

A Mathematica el6z6 pontokban ismertetett fliggvényei alapértelmezésben
nem alkalmaznak trigonometrikus azonossidgokat, mert a Trig opcidjuk ér-
téke False. (Erdemes végignézni, hogy a széban forgé fliggvények valéban
rendelkeznek a Trig opciéval.) Ha ezeknél a fiiggvényeknél a
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Trig -> True

opciot adjuk meg, akkor a program trigonometrikus azonossagokat is fel-
hasznalva alakitja at a beadott kifejezést.

A Trig -> True opcié hatdsira a Mathematica a kovetkezé miivele-
teket végzi el. ElGszor a trigonometrikus kifejezést komplex exponencialis
alakban irja fel, ezutdn hajtja végre a kijelolt miiveleteket. Az igy kapott
eredményt végiil megprobalja trigonometrikus fiiggvényekkel kifejezni.

A Simplify fiiggvény alapértelmezésben is igy miikédik, mert a Trig
opcio értéke True:

Options[Simplify]
{Trig -> True}

A lehetdségeket a kovetkezd példdk bemutatasaval illusztréljuk:

{Expand[Sin[x]+2 + Sin[2x]42], Expand[, Trig -> Truel}
Cos[2 x] Cos[4 x]

2 2
{Sin[x] + Sin[2 x] , 1 - > - 2

Expand[Sin[a x] Cos[b x]42, Trig -> Truel
Factor[/, Trig -> Truel
Sin[a x] Sin[a x - 2 b x] Sin[a x + 2 b x]
+ +
2 4 4

2
Cos[b x] Sin[a x]
Factor[Sin[x] + Sin[y], Trig -> Truel
X y X y
2 Cos[= - ] Sin[= + >
OS[Q 2] 1n[2 2]

Felhasznalhatjuk még az

Algebra‘Trigonometry"

programcsomagban meglevé alabbi fiiggvényeket is:

ComplexToTrig TrigReduce
TrigFactor TrigToComplex

Olvassuk be ezt a programcsomagot:

<<Algebra‘'Trigonometry"
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A TrigReduce fiiggvény az addicids tételekben kimondott azonossagok
kozvetlen felhasznalasaval alakitja at a beadott kifejezést:

TrigReduce[Sin[x + y]]

Cos[y] Sin[x] + Cos[x] Sin[y]
ugyanakkor a fentebb elmondottak miatt

Expand[Sin[x + y], Trig -> Truel

Sin[x + y]

A TrigFactor fliggvény a szogek szinuszédnak (koszinuszanak stb.) 6sz-
szegére vonatkozo ismert azonossagot alkalmazza, ezért ez az eljaras a

Factor[kifejezes, Trig -> Truel
utasitds eredményétol eltéro alakot is adhat:

TrigFactor[Sin[x] - Sin[3x]]
-2 Cos[2 x] Sin[x]

Factor[Sin[x] - Sin[3x], Trig -> Truel
-2 (Cos[x] - Sin[x]) Sin[x] (Cos[x] + Sin[x])
Trigonometrikus kifejezéseket komplex exponencidlis alakban frhatunk

fel a TrigToComplex fiiggvény segitségével. A forditott feladat megolda-
séhoz pedig a ComplexToTrig eljarast haszndlhatjuk:

TrigToComplex[Sin[x] + Cos[x]]

TrigToComplex[Sin[x] Cos[x1] // Expand
I -21Ix I 21x

ComplexToTrig[%]

-I Cos[2 x] + Sin[2 x] I Cos[2 x] + Sin[2 x]
+
4 4

Simplify[/]
Sin[2x]
2
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3.2.5. Egyéb matematikai kifejezések

Ebben a pontban csupan érzékeltetni szeretnénk azt, hogy a Mathematica
hogyan kezeli az el6z6 pontokba nem sorolhaté (példaul irraciondlis vagy
transzcendens) kifejezéseket.

El6szor azt a tényt emeljiik ki, hogy a program szdmokat, illetve szim-
bolumokat tartalmazé kifejezések atalakitasandl kiilonbo6zo tipusu transz-
formacids szabélyokat (azonossdgokat) alkalmaz.

Ha egy beépitett matematikai fiiggvény argumentumaban csak kozelitd
numerikus érték szerepel, akkor a program a széban forgé kifejezést a 3.1.4.
pontban jelzett moédon kiértékeli:

{Arg[-1.2 - 0.7 I]1, (-1.)a(1/3), Sqrt[5.1}
{-2.61352, 0.5 + 0.866025 I, 2.23607}

Ha egy beépitett matematikai fliggvény argumentumaba pontos numeri-
kus értéket vagy beépitett matematikai allandét irunk, akkor néhany eset-
ben a helyettesitési érték egy mésik (matematikai szempontbdl a megadot-
tal ekvivalens) alakjat kapjuk meg:

{Sqrt[16], Log[Es2], ArcSin[1/Sqrt[2]]1}

{4, 2 Pi}
3 3 4

Itt is felhivjuk az Olvasé figyelmét a 3.1.4. pontban az inverz fliggvé-
nyekkel kapcsolatban elmondottak egy lényeges kovetkezményére. Alapér-
telmezésben a Mathematica szamara példaul

P SRE LY
2 2
és nem (—1), mivel
ComplexExpand[(-1)(1/3)]
1 I
5t 5 Sqrt[3]

Pontos numerikus értékeket tartalmazoé matematikai kifejezések atalaki-
tasandl a program bizonyos azonossagokat automatikusan alkalmaz:

Sqrt[25/2] Sqrt[2]
5

Expand[(1 + Sqrt[3])s17]
13160704 + 7598336 Sqrt[3]
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Log[Ea3]
3

A kovetkez6 kifejezést azonban nem alakitja at:

Log[4] - Log[3]
-Log[3] + Logl4]

A program szimbdélumokat tartalmazé matematikai kifejezések kiérté-
kelésénél automatikusan csak olyan azonossigokat haszndl fel, amelyek a
szimbdélumok minden komplex értéke esetén érvényesek. Ezt illusztraljak az
aldbbi példak:

{(a b)a3, Eax Eay}

3 .3 X +y
{a b, E b

{Sqrt[x yl, Sqrtl[x] Sqrtlyl}
{Sqrt[x yl, Sqrtlx] Sqrtlyl}

{Log[a b], Log[al + Log[bl, Loglaabl}

{Logla b]l, Loglal + Loglb], Log[ab]}

Az utébbi két eredmény magyardzata az, hogy a

VT = VEVE,
log(ab) = loga + logb

egyenloségek komplex szdmok esetén altaldban nem érvényesek. Valéban:

{Sqrt[(-1) (-1)1, Sqrt[-1] Sqrt[-1]1}
{1, -1}

{Log[(-1) (-1)], Logl[-1] Logl[-11}
2
{0, -Pi }

Matematikai kifejezések atalakitdsahoz hasznélhatjuk a

PowerExpand ‘

belsé fliggvényt, amely az (ab)® hatvanyt az a®b® szorzattal helyettesiti:

PowerExpand[(a b)ac]
c ¢
a b
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PowerExpand[Sqrt[x y1]
Sart[x] Sqrt[y]

Vigyaznunk kell azonban arra, hogy csak olyan a, b, c paraméterek esetében
alkalmazzuk ezt az eljarast, amikor az

(ab)® = ab®

egyenlOség érvényes.

El6fordulhat, hogy az eddig ismertetett fliggvényekkel egy adott kifeje-
zést nem az igényeinknek megfelel6 alakban kapjuk meg. Ilyenkor példaul
transzformacids szabalyokat (lasd a 2.3.2. pontot) definidlhatunk, és ezeket
a

| ReplaceAll |

(ennek rovid alakja: /.), vagy pedig a

‘ ReplaceRepeated ‘

(ennek rovid alakja: //.) eljardssal alkalmazhatjuk a széban forgd kifeje-
zésre:

Logla b ¢ d] /. Loglx_ y_]1 -> Loglx] + Logly]
Log[a] + Loglb c dl]

Logla b c d] //. Loglx_ y_1 -> Log[x] + Logly]
Logl[al + Loglb]l + Loglc] + Logldl]

sin2x = Sin[2 x_] -> 2 Sin[x] Cos[x];
Sin[2 (1 + t)a2] /. sin2x

2 2
2 Cos[(1 + t) ] Sin[(1 + t) 1]

3.2.6. Nevezetes Osszegek és szorzatok

Adott szamu tagot (tényez6t) tartalmazd Osszeget (szorzatot) a

Sum (Product)

belso fiiggvénnyel szamolhatunk Kki:



156 3. Fejezetek a matematikabol

Sum[ka2, {k, 1, 1996}]
2652690986

Product[x + k, {k, 1, 4}
1+x) (2+x) 3+x) 4+ x)
Igen sok esetben azonban olyan Osszegekre (szorzatokra) is kaphatunk
zart (pontos) formulét, amelyekben a tagok (tényezok) szamat szimbdélum-
mal adjuk meg. Ehhez nyujt segitséget az

‘ Algebra‘SymbolicSum' ‘

programcsomag Sum (Product) fiiggvénye.
Olvassuk be ezt a programcsomagot:

<<Algebra‘SymbolicSum*

és elO6szor néhany jol ismert Osszeget hatarozzunk meg:

Sum[k, {k, 1, n}]
n (1 + n)
—

Sum[ka2, {k, 1, n}]
n (1 +n) (1+2n)
6
Sum[ka3, {k, 1, n}]

2 2
n (1 + n)
4
A kovetkez6 példéval a tovabbi lehetGségeket illusztraljuk:

Sum[ (-3) Ak Binomial[2 n, 2 k], {k, 0, n}]

2 n Pi

n
4 Cosl[ ]

A Mathematica tehat azt allitja, hogy

Zn:(—?))’“ @Z) = 4" cos (2”?77> :

k=0

(Hogyan lehet ezt bebizonyitani?)
Ezzel a Sum fiiggvénnyel szdmos végtelen sornak a pontos Osszegét is
meghatarozhatjuk. Példaul:
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Sum[1/(5 + 14 k + 8 ka2), {k, 0, Infinity}]
2  Pi Logl2]

3 12 6

Sum[1/ka2, {k, 1, Infinity}]
Pi2

6

{Sum[1/k~17, {k, 1, Infinity}1, N[%, 201}
{Zeta[17], 1.6449340668482264365}

Trigonometrikus 0sszegek kiszamolasahoz sziikség esetén be kell hivni az

Algebra‘Trigonometry" ‘

programcsomagot. Példaul a

3

sin(kx)
k=1
osszeget (a Dirichlet-magot) igy hatédrozhatjuk meg a Mathematicdval:

TrigReduce[
Sum[Sin[k x], {k, 1, n}]] // Simplify
b'e n x (1 +n) x
CSC[E] Sin[—a—] Sin[————1]
A Sum fliggvényhez hasonlé lehetdségekkel rendelkezik a Product eljaras
is. Példaul:

Product[1 - 1/(k + 5)a2, {k, 0, n}]
4 (6 + n)
5 (6 + n)
Ennek a fiiggvénynek a segitségével végtelen szorzatokat is meghataroz-
hatunk. A Wallis-formuldt példaul igy kaphatjuk meg:

Product[4 k (1 + k)/(1 + 2 k)2, {k, 1, Infinity}]

Pi

4

A Sum és a Product kiils6 fliggvénybe beépitett algoritmusok (lasd [2])

elméleti alapjat Gauss, Saalschutz, Kummer és Dixon klasszikus tételei
képezik. Ezek az eredmények azt allitjak, hogy a > ax (véges vagy végtelen)
Osszeg kifejezheto a hipergeometrikus fliggvényekkel azokban az esetekben,
amikor az agy1/ar hdnyados a k index raciondlis tortfiiggvénye.
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3.3. Egyenletek megoldasa

Linedris egyenletrendszerek megoldasaval a 3.8., differencidlegyenletekkel
pedig a 3.5. szakaszban foglalkozunk. Ebben a szakaszban a programnak
azokat a fiiggvényeit ismertetjiik, amelyeket egyéb matematikai fliggvénye-
ket tartalmazé egyenletek és egyenletrendszerek megoldasanél hasznalha-
tunk.

Egyenletek pontos megolddsdt a

Reduce Solve
Roots SolveAlways

belso6 fiiggvényekkel allithatjuk el6 abban az esetben, ha a bemend adatok
a szimbolikus valtozokon kiviil csupan pontos numerikus értékeket vagy
beépitett matematikai allanddkat tartalmaznak.

Ha a bemen6 adatok valamelyike explicit tizedesponttal megadott szam,
akkor az imént felsorolt fiiggvények numerikus mddszerek alkalmazdsaval
adjak meg a pontos megoldés egy kdzelitd értékét. Szintén numerikus mod-
szert alkalmazva hataroznak meg kozelité megoldasokat az alabbi fiiggvé-
nyek:

FindRoots NSolve
NRoots

A Mathematica egyenletmegoldé algoritmusai a valtozdkat és a para-
métereket komplex szamoknak tekintik, és alapértelmezésben a megadott
egyenlet komplex megoldéasait keresik.

3.3.1. Az utasitasok szintaxisa

A Mathematica logikai &llitasnak tekinti az egyenleteket, ezért ezeket a

matematikdban megszokott = helyett a == szimbdlummal jeloljiik. Az
w4+ =2

egyenletet a Mathematicdban tehat igy adjuk meg:

XA2 + x ==
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Adott x komplex szdm esetén a fenti utasitas eredménye True vagy False
attdl fliggben, hogy x megoldasa-e a szoban forgd egyenletnek:

x+2 + x == 2 /. {{x -> -2}, {x -> 4}}

{True, False}

e Egyismeretlenes egyenletek

Egy ismeretlent tartalmazé egyenlet kompler megoldésait a

Solve[egyenlet, ismeretlen]

alakban megadott utasitdssal kaphatjuk meg. (A mésodik argumentum ki-
frasa nem kotelezd.) Példaul:

egyenletl = (1/2)xa2 - 2x + 1/2 == 0;
Solve[egyenletl, x]
4 -2 Sqrt[3] 4 + 2 Sqrt[3]

{{zx > f}, {x - f}}

A fenti utasitdssorozat elsé sora azt jelenti, hogy az egyenletiinknek az
egyenletl nevet adtuk. A tovabbiakban az egyenletre ezzel a valtozéval
hivatkozhatunk. Az elnevezés természetesen nem kotelezd, de sok esetben
hasznos lehet.

A kapott eredményt igy egyszerusithetjiik:

megoldas = Simplify[%]

{{x -> 2 - Sqrt[3]}, {x -> 2 + Sqrt[3]1}}
és visszahelyettesitéssel igy ellendrizhetjiik:

egyenletl /. %;

Simplify[/]

{True, True}

Figyeljiikk meg, hogy a Solve fiiggvény listak listajaval és transzformé-

ciés szabdlyokkal adja meg a megoldasokat, amelyekre a tovabbi miivele-
tekben kétféle médon hivatkozhatunk. Az els6 lehetéség az, hogy ugyanazt

a valtozonevet hasznaljuk egy kifejezésben, mint az egyenletben, és a meg-
oldast transzformacios szabalyként alkalmazzuk:
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5xa4 + 3x /. megoldas
4
{3 (2 - Sqrt[3]) + 5 (2 - Sqrt[3]) ,

4
3 (2 + S8qrt[3]) + 5 (2 + Sqrt[3]) }

Expand[/]

{491 - 283 Sqrt[3], 491 + 283 Sqrt[3]}
(Mivel tobb gyoke van az egyenletnek, ezért az eredmény egy lista.) A mésik
lehet6ség pedig az, hogy az eredményt kifejezésnek tekintve kivalasztjuk

annak megfelel6 részét a szokasos médon: az adott részhez vezet6 indexek
egy sorozataval (ldsd a 2.3.1. pontot):

x1 = megoldas[[1, 1, 2]]
2 - Sqrt[3]

x2 = megoldas[[2, 1, 2]]
2 + Sqrt[3]

A fonti példaban a valtozén és a miiveleti jeleken kivil csak pontos
numerikus értékek szerepelnek. Az ilyen esetekben a Solve fiiggvénybe
beépitett algoritmus az egyenlet pontos megoldasait keresi.

Ha az egytitthatdk valamelyikét kozelité numerikus értékkel (tehdt a tize-
despont explicit kiirdséval) adjuk meg, akkor a Solve fliggvény numerikus
moédszer felhaszndlasaval hatdarozza meg a pontos megoldas egy kozelitd
értékét:

egyenlet2 = (1/2)xa2 - 2.x + 1/2 == 0;
Solve[egyenlet2, x]
{{x -> 0.267949}, {x -> 3.73205}}

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha az N bels6 fiiggvényt alkalmaz-
zuk a pontos megoldasra:

N[megoldas]
{{x -> 0.267949}, {x -> 3.73205}}
ToObbszoros gyokot a Mathematica annyiszor sorol fel, amennyi annak a
multiplicitasa:
Solve[xa2 - 2x + 1 == 0, x]
{{x > 1}, {x > 1}}

A program tires listaval (transzformécids szabalyok tires halmazaval) jelzi
azt a tényt, hogy a beadott egyenletnek nincs komplex megoldasa:
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Solve[1/(x (x-1)) + 1/(x (x + 1)) == 0, x]
{3

Solve[Sqrt[x-8] + Sqrt[x] == 2, x]
{3

Ha az egyenletnek végtelen sok megoldasa van, akkor iires listat tartal-
mazdé listat kapunk eredményiil (hiszen ilyenkor megszoritdst nem tartal-
mazé transzformdacios szabdly az eredmény):

Solvel[(x + 1)a2 == xa2 + 2x + 1, x]
{{3}

Solve[1/(x-1) - 4/(2-2x) == 3/(x-1), x]
{3

A Roots bels fliggvény logikai allitds formédjaban adja meg egy egyenlet
megoldésat:

Roots[xa2 + 3x == 2, x]
-3 - Sqrt[17] -3 + Sqrt[17]
X == —M8M8M8M8MMM X = —
2 2

Ebbol a ToRules fiiggvénnyel transzformacids szabélyt leird listakat ka-
punk:
ToRules[%]
-3 - Sqrt[17] -3 - Sqrt[17]
d > STy

S -> —},
equence [{x > }, {x >

Ha a Solve fiiggvény nem taldlja meg a kért egyenlet pontos megoldé-
sat, akkor ezt igy jelzi:

Solve[xab + 5x + 1 == 0, x]

5
{ToRules[Roots[5 x + x == -1, x]]}

e Feltételek megadasa
A Solve fiiggvény elsé argumentuméaba beirhatunk egyenleteket tartalma-
z6 logikai kifejezéseket is:

Solvel[xa3 == x && x '= 0, x]

{{x > -1}, {x -> 1}}
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Solvel[xa3 == x && x '= 1 || xa2 == 2, x]
{{x > -1}, {x -> 0}, {x —> -Sqrt[2]}, {x -> Sqrt[2]}}

Egész egytitthatos polinomegyenlet gyokeit a Z, véges szamtestben a

Modulus == p

feltétel megadasa esetén kaphatjuk meg:

Solve[xab + 16xad + 7xa3 + 17x42 + 11x + 5 == 0 &&
Modulus == 19, x]

{{Modulus -> 19, x -> -18}, {Modulus -> 19, x -> -16},

{Modulus -> 19, x -> -12},

{Modulus -> 19, x -> -7}, {Modulus -> 19, x -> -1}}

Ha modulust nem adunk meg, akkor a Solve fiiggvény harmadik ar-
gumentumaban a Mode—>Modular opciét hasznalva a Mathematica olyan
modulust is keres, amelyre vonatkozdan a megadott egyenleteknek van ko-
z0s megoldésa:

Solve[{xa2 + 1 == 0, x43 + 1 == 0}, x, Mode =-> Modular]
{{Modulus -> 2, x -> -1}}

e Paramétert tartalmazé egyenletek

Az egyenlet ismeretlenétdl kiillonb6z6 szimbdélumokat a program komplex
paraméternek tekinti. A Solve fiiggvény a paraméterek vizsgalataval nem
foglalkozik:

Solve[a x + b == 0, x]
b

{{x > -(=)3}
a

Szamos, paraméter(eke)t is tartalmazé egyenlet matematikai szempont-
bdl korrekt megoldésait adja meg a

Reduce[egyenlet, ismeretlenl]

utasitds, azaz a paraméter(ek) Osszes lehetséges értékét figyelembe véve
(,,diszkusszidval egyiitt”) kapjuk meg az egyenlet megoldését:

Reduce[a x + b == 0, x]

b
b==0&& a==01]] a!=0&& x==-(-)
a
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Hasonlitsuk 6ssze példaul a kovetkez6 két utasitas eredményét:

Solvel[a x4a2 + b x + ¢ == 0, x]
Reducel[a x42 + b x + ¢ == 0, x]

¢ Egyenletrendszerek

A Solve, a Roots és a Reduce belsé fiiggvénnyel szamos egyenletrendszer
komplex megoldésait is el6 tudjuk allitani. A Mathematica egyik legalap-
vetObb adatszerkezetének, a listdnak a felhasznélasaval ezt a szandékunkat
igy kozolhetjiik a programmal:
Solve[{xa2 + ya2 + 242 == 94, x + y + z == 14,
xy+xz ==145}, {x, y, z}]
H{y >2,2z->3, x->9 {y >3, z->2, x> 9},

9 - Sqrt[57 9 + Sqrtl[57

G - +[] L > +[] % -> 5},
9 + Sqrtl[57 9 - Sqrt[57

G -> +[] N +[] < -> 51}

Az egyenleteket logikai jelekkel is Gsszekapcsolhatjuk:
Solvel[x + y == 1 & x - y == 2, {x, y}]
{{zx > ° > 1}}
Y 2
Solvelx + y==1 || x -y == 2, {x, y}]

Solve::svars:
Warning: Equations may not give solutions for all
"solve" variables.
H{x > 1 -y}, {x->2+y}}

3.3.2. Egyenletek pontos megoldasa

Kiilonboz6 tipusi egyenletek pontos megoldasainak explicit el6allitasat sza-
mos matematikai eredmény korlatozza. Ebben a pontban ezek felidézése
mellett ismertetjiik a Mathematica program altal nyujtott lehetoségeket.

Egyenletek matematikai leirdsdnak egy lehetséges mddja a kovetkezo.
Legyen A és B nem iires halmaz, és tekintsik az f : A — B fiiggvényt.
Adott b € B esetén hatarozzuk meg a

M:={xe€A: f(z) =1} (1)
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halmazt. Erre a feladatra gyakran gy hivatkozunk, hogy , oldjuk meg az
fl)=b 2z eA) (2)

egyenletet”.

Ha x € M, akkor z-et a (2) egyenlet megolddsinak (vagy gyokének), az
M halmazt pedig a (2) megolddshalmazdnak nevezzik. A (2) egyenletnek
nincs megoldasa, vagy az egyenlet nem oldhaté meg, ha M az iires halmaz.
Egyértelmii a megoldas, ha az M halmaz egyelemfi.

Ilyen altalanos feltételek mellett a megoldashalmazrdl vajmi kevés mond-
haté. Szamos (t6bb esetben mély) matematikai eredmény ismeretes kiilén-
bo6z6 specidlis médon megvélasztott A, B halmaz és f fiiggvény esetében.

e Polinomegyenletek

A Mathematica jelenlegi valtozatai polinomokat tartalmazé egyenletek és
egyenletrendszerek megoldéasainak el6allitdsdhoz nyujtjak a legtobb segit-
séget.

Tekintstik el6szor az egy ismeretlent tartalmazd egyenleteket, azaz legyen
A:=B:=Cés

p(z) = Zakxk (x€C, ar € C, neN)
k=0

adott algebrai polinomfiiggvény.
Az ,algebra alaptétele” szerint a

p(x) =0 ?(zeC) (3)

egyenletnek pontosan annyi gytke van, amennyi a p polinom fokszdma, ha
minden gyokét annyiszor szamitjuk, amennyi a multiplicitdsa.

Ismeretes, hogy tetszoleges, legfeljebb negyedfoku polinom komplex gyo-
keinek explicit eléallitdsara van (megoldd)képlet, azaz a (3) egyenlet meg-
oldasait fel lehet irni a p polinom egyiitthatéival az alapmiveletek és a
gyokvonas véges sokszori alkalmazasaval.

Erdemes kiprébalni, hogy ezeket a megolddképleteket a Mathematica is
ismeri, ezért segitségével barmely, legfeljebb negyedfoku polinomegyenlet
komplex megoldésait el6 tudjuk allitani.

Tekintsiik példaul a kovetkez6 feladatot. Jeldlje 1, z9, 3 az 23 +pr+q =
0 egyenlet gyokeit. Bizonyitsuk be, hogy

z} + 75 —i—xg = bpgq.
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Egy lehetséges megoldas:

megoldas = Solve[xs3 + p x + q == 0, x];
x1 = megoldas[[1, 1, 2]];

x2 = megoldas[[2, 1, 211;

x3 = megoldas[[3, 1, 211;

x1ab + x245 + x345;

Simplify[%];

Together[%]

5SPpP4q
Mutatunk egy masik megoldast is:

Apply[Plus, (xa5 /. #)& /@ megoldas];
Simplify[/];

Together[/]

5Paq

A Galois-elmélet egyik mély eredménye azt éllitja, hogy négynél maga-
sabb fokszamu polinom gyokeinek explicit el6allitasara nincs dltalanos meg-
oldéképlet. Ez az eredmény nem zarja ki annak lehetdségét, hogy minden
n-edfokd n > 5 egyenletnek legyen (esetleg egyenletrdl egyenletre valtozo)
gyokképlete. Bebizonyithatd azonban az is, hogy tetszéleges n > 5 termé-
szetes szamhoz 1étezik olyan n-edfoki, egész egyiitthatdju polinom, amely-
hez a fenti értelemben nincs megoldéképlet. Ilyen példdul az 2° —4x+2 = 0
egyenlet is.

A fenti negativ jellegii eredmények ellenére a Solve és a Reduce fligg-
vény szamos, négynél magasabb fokszdmu polinomegyenlet pontos megol-
déasat képes eléallitani. Ilyenkor a program a matematikaban megszokott
modszert koveti. Egyrészt az adott polinomot a Factor belsé fiiggvénybe
beépitett algoritmusok (lasd a 3.2.1. pontot) felhasznéldsaval megprobal-
ja alacsonyabb fokszamu tényezok szorzatara felbontani. Masrészt alacso-
nyabb fokszamu polinomok kompozicidjaként igyekszik eldallitani a mega-
dott polinomot, azaz Gj valtozé bevezetésével csokkenti annak fokszamat.
A Solve és a Reduce filiggvény ehhez a Decompose belsé fiiggvénybe be-
épitett algoritmusokat (lasd a 3.1.3. pontot) hivja meg.

Prébaljuk ki példaul a kovetkezd utasitasokat:

Solve[xab - 15xad4 + 85xa3 - 225xa2 + 274x - 120 == 0, x]
Solve[xa6 + (2-a)*xab + (2-a)*xad + (2-a)*xA3
(2-a)*xa2 + (2-a)*x + 1 - a == 0, x]

Az 25 — 42 + 2 = 0 egyenlet megolddsaira nincs megoldéképlet. fgy nem
meglepd, hogy a Mathematica sem allitja el a gyokoket:
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Solve[xab - 4x + 2 == 0, x]

5
{ToRules[Roots[x -4 x + 2 == 0, x]}

Néhany esetben bizonyos megoldasokat megkapunk, méasokat pedig nem.
Példé4ul:
P = xa10-x49-3xA8+3xAT+2xa4~-xA3-TxA2+3x+3}
Solvelp == 0, x]
{{x -> 1}, {x -> -Sqrt[31}, {x -> Sqrt[31},
ToRules[Roots[2 x + x == -1, x]]}
Vannak azonban olyan polinomegyenletek is, amelyeknek gyokjelekkel

kifejezheté megoldésait a Mathematica nem talélja meg. A [89] referencia-
konyv 609. oldalan is taldlhatunk egy ilyen példat:

egyenlet = xa6 - 9xad - 4x4a3 + 27xa2 - 36x - 23 == 0;
Solve[egyenlet, x]

2 3 4 6
{ToRules[Roots[-36 x + 27 x -4 x - 9x + x == 23, x]1}

Ennek az egyenletnek azonban /2 4+ v/3 egyik gyoke. Valéban:

egyenlet /. x => (24a(1/3) + Sqrt[3]1);
Simplify[%]
True

Az Algebra‘CountRoots"' programcsomagban 1évo

‘ CountRoots

fliggvénnyel valds egytitthatos polinom adott intervallumba es6 valds gyo-
keinek a szamét hatdrozhatjuk meg. Ez az eljaras a Sturm-féle modszert
alkalmazza:

CountRoots[x+2 - 1, {x, 0, 2}]
1

CountRoots[xa4 - xa3, {x, -1, 2}]
2

CountRoots[xab + 2xad + xa3 - 4x42 - 3x -5,
{x, 0, Infinity}]
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e Egyéb egyenletek

Nincs altalanosan hasznéalhaté mddszer nem polinomokat tartalmazo egyen-
letek pontos megoldédsainak az eléallitasara. Ennek ellenére a Mathematica
Solve és Reduce fliggvénye néhany ilyen egyenlet szimbolikus megoldasara
is képes.

Emlékeztetiink arra, hogy az egyenletmegoldé algoritmusok &dltalaban a
kompler megoldasokat prébaljak eldallitani. Felhivjuk a figyelmet arra is,
hogy a program &ltal adott eredményt célszerli ellendrizni.

A matematikdban megszokott mdédon jarhatunk el akkor, amikor a fen-
tebb megemlitett eljardsok nem tudjidk meghatdrozni a beadott egyenlet
gyoOkeit. Nevezetesen: a program egyéb fliggvényeinek felhaszndlasaval az
egyenletet sokszor olyan alakra hozhatjuk, amelyrol a megoldas mar egy-
szertien leolvashaté.

Néhany példa bemutatasaval illusztraljuk a Mathematica altal nyuijtott
lehetOségeket. Vegytink el6szor egy négyzetgyokot tartalmazd egyenletet:

Solve[Sqrt[x + 1] + Sqrt[x] == 2, x]
= - i}}
x 16

Az egyenletnek valéban 9/16 az egyetlen komplex megoldésa. A kévetkezd
szamolasok felhasznaldsaval lehet ezt bebizonyitani:

Sqrt[x + 1142 - Expand[(2 - Sqrt[x])s2]
-3 + 4 Sqrt[x]

Solvel[) == 0, x]
9
{{x > Ig}}
Sqrt[9/16 + 1] + Sqrt[9/16]
2

A Solve fiiggvény tires listat ad eredményil, ha az egyenletnek nincs
(komplex) megoldésa. Példaul:

Solve[Sqrt[x - 8] + Sqrtl[x] == 2, x]
{3

Ezt az eredményt példaul igy ellendrizhetjiik:
Sqrt[x - 8]42 - Expand[(2 - Sqrt[x])s2]
-12 + 4 Sqrt[x]
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Solvel’ == 0, x]
{{x -> 9}}

Sqrt[9 - 8] + Sqrt[9]
4

Oldjuk most meg a kévetkezd trigonometrikus egyenletet:
sin 2 4 sin? 22 + sin? 3z = cos® x + cos® 2z + cos® 3z ?(x € R).

Ebben az esetben a Solve fiiggvény nem ad segitséget. Rendezziik a bal
oldalra az egyenletet és az igy kapott kifejezést prébaljuk meg szorzattd
alakitani:

bo = Sin[x]a4 + Sin[2x]44 + Sin[3x]1+4 -
Cos[x]ad4 - Cos[2x]144 - Cos[3x]144;
Factor[bo, Trig -> True]

-((1 + 2 Cos[2 x]) (Cos[2 x] - Sin[2 x])
(Cos[2 x] + Sin[2 x]1))

Az eredeti egyenlet M megoldashalmaza tehdt egyenlé a fenti tényezok
valos zérushelyeit tartalmazé halmazok (jeloljik ezeket rendre az M, az
My, illetve az M3 szimbdélummal) egyesitésével. Nézziik az els6 tényezd
zérushelyeit:

Solve[l + 2 Cos[2x] == 0, x]

Solve::ifun:
Warning: Inverse functions are being used by Solve,
so some solutions may not be found.

x> =1
* 3

Figyeljiik meg, hogy a Solve eljards a végtelen sok megoldas koziil csak
egyet ad meg. A cos fliggvény periodicitasat figyelembe véve az elsd tényezd
valds zérushelyeinek a halmaza: My = {(3k £ 1)n/3 : k € Z}. A mésodik,
illetve a harmadik tényez6 zérushelyeinek a halmaza a

Solve[Tan[2x] == 1, x]

Solve::ifun:
Warning: Inverse functions are being used by Solve,
so some solutions may not be found.

(x> =1
* 8
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Solve[Tan[2x] == -1, x]

Solve::ifun:
Warning: Inverse functions are being used by Solve,
so some solutions may not be found.

{{x -> o 1}
* 8
alapjan
MQ:{chg  keZ}, illetve Mgz{—g—i—kg L ke Z}.
Az egyenlet megoldashalmaza tehat:
M = M; U M, U M :{(2k+1)g : keZ}U{(i%kil)g . ke Z).
Nézziink egy példat logaritmust tartalmazé egyenletre. Meghatarozzuk a

log, (2t —x) log,x 1

= ? R
log,, 2 log,2  log_;2 (zeR)

egyenlet gyokeit, ahol ¢ valés paraméter.

A valés logaritmusfiiggvény tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy az egyen-
letnek csak a ¢t € (1,+00) \ {V2} paraméterérték esetén lehet valés meg-
olddsa. Az x megolddsnak pedig ki kell elégitenie az x > 0, az x # 1 és a
2t — x > 0 feltételeket.

A Solve és a Reduce fiiggvény nem tudja megoldani ezt az egyenletet,
ezért eloszor atalakitasokat végziink:

kifl = Log[x, 2t-x]/Log[x, 2]+Logl[t, x]1/Loglt, 2]-
1/Loglta2-1, 2]

2
Log[-1 + t ] . Logl[2 t - x] +Log[x]
Log[2] Log[2] Log[2]

kif2 = Together[kif1]

2
-Log[-1 + t 1 + Logl[2 t - x] + Loglx]
Log[2]

A Mathematica logaritmusok Osszegét, illetve kiillonbségét nem alakitja at
automatikusan szorzat, illetve hanyados logaritmusara, mert a

log a 4+ log b = log ab

egyenldség a komplex szdmtestben nem érvényes (ldsd a 3.2.5. pontot). A
tett feltételek mellett azonban fennall a fenti egyenléség. Ha ezt alkalmazni
szeretnénk, akkor egy transzformaciés szabalyt kell definidlnunk:
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hely = {a_. Log[b_] + c_. Loglb_] -> Logl[bsa dacl}
{Log[b_] (a_.) + Logld_] (c_.) -> Loglb~ d 1}
A Solve eljarassal igy kaphatjuk meg a megoldasokat:

Solve[kif2 == 0, x] //. hely;
Simplify[/]
Solve: :tdep:
The equations appear to involve transcendental
functions of the variables in an essentially

non-algebraic way.
x> -1+ ¢}, {x >1+t}}

Az egyenlet megoldésa tehat x =t + 1. Az x > 0és a 2t —z > 0 feltétel
minden ¢ € (1,+00) \ {2} esetén teljesiil, az = # 1 feltétel pedig csak
akkor, ha t # 2. A t = 2 esetben az egyenletnek egyetlen megolddsa: x = 3.

A Mathematicdt meg lehet tanitani bizonyos fiigguényegyenletek meg-
olddsara is. Az érdekléd6 Olvasé figyelmét felhivjuk az ezzel a téméval
kapcsolatos [15] dolgozatra.

e Egyenletrendszerek

A Solve fiiggvény a Grobner-bazisok elméletét alkalmazza polinomokat
tartalmazo6 egyenletrendszerek megolddsanal. A 3.2.1. pont Grobner-bazi-
sok cimi alpontjaban bevezetett jeloléseket és fogalmakat ebben az alpont-
ban tovabbi hivatkozéds nélkiil fogjuk hasznélni.

Legyen n rogzitett természetes szam, és keressiik a P := {p1,--+,pr} C
QJz| polinomokkal képzett
pi(®1, 22, 2n) =0 (1<i<k) (1)

egyenletrendszer komplex megoldasait.

Rogzitsiink egy alkalmas < rendezési relaciét a 3.2.1. pontban definidlt T
halmazon, és legyen G := {g1,---, a1} C Qz] a (P) idedl (<-re vonatkozd)
Grobner-bazisa. Mivel a G altal generalt idedl megegyezik a P halmaz altal
generalt ideallal, ezért az (1) egyenletrendszer megolddshalmaza egyenlé a

gi(z1, 22, -, 2,) =0 (1<i<li) (2)

egyenletrendszer megoldashalmazaval.

Ha az (1) egyenletrendszer linedris, akkor a Gauss-féle eliminécids elja-
rassal kaphatunk egy vele ekvivalens, ,,hdromszog alakd” (és ezért egysze-
rilen megoldhaté) egyenletrendszert.
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B. Buchberger [14] ezt a mddszert dltaldnositotta arra az esetre, amikor
ap; (i =1,2--- k) fiiggvények polinomok. Jél haszndlhaté algoritmust
is adott az (1) rendszerrel ekvivalens, ,, hdromszog alaki” (2) egyenletrend-
szer megkonstrudldsara. Bebizonyitotta azt is, hogy minden P C Qx| véges
halmazhoz létezik ilyen G polinomrendszer (ezt nevezte el Grobner-bézis-
nak), amelynek segitségével (a linedris esethez hasonléan) megéllapithatd
a megoldas létezése és egyértelmiisége, valamint eldallithaté a megoldas is.

Az elmondottakat a kovetkezd példdk bemutatdsaval illusztraljuk.

Oldjuk meg el8szor a C? halmazon a kovetkezd egyenletrendszert:

Ty —x —y = 22,
2, 9 _ (3)
x+y°+3(x+y)=88.

Szamitsuk ki el6szor a (3) egyenletrendszernek megfelelé (P) idedl G
Grobner-bazisat:

GroebnerBasis[{x y - x - y - 22,
xa2 + ya2 + 3 (x + y) - 88}, {x, y}]

2 3 4
{330 + 286 y -89y +y +y,

2 3
176 + 23 x - 87 y+2y +y }
Mivel (P) = (G), ezért a

23z — > + 2y? — 87y = —176,
yt + 3 — 89y + 286y = —330
egyenletrendszer ekvivalens a (3) egyenletrendszerrel, és ez utébbi mar koz-

vetleniil megoldhaté.
Ezzel a médszerrel oldja meg a Solve fliggvény a (3) egyenletrendszert:

Solve[{x y - x -y - 22 == 0,
X2 + ya2 + 3 (x + y) - 88 ==0}, {x, y}1;

Simplify[%]
11 - I Sqrt[11] 11 + I Sqrt[11]
{{X -> s ¥y -> }:
2 2
11 + I Sqrt[11] 11 - I Sqrt[11]
{x > 2q , y > 2q },

{x -> -6 - Sqrt[26], y -> -6 + Sqrt[26]},
{x -> -6 + Sqrt([26], y -> -6 - Sqrt[26]1}}

Bebizonyithaté az, hogy ha az (1) egyenletrendszernek véges sok megol-
désa van, akkor a megfelel6 Grobner-bazissal kapott (2) egyenletrendszer
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,haromszog alakd”. Ilyen esetekben a Mathematica akkor tudja meghata-
rozni a kért egyenletrendszer pontos gyokeit, ha meg tudja oldani a megfe-
lel6 (most mar egyvaltozds) polinomegyenleteket.

A Grobner-bazisok segitségével sziikséges és elégséges feltétel adhatd az
(1) egyenletrendszer megolddsainak létezésére. Az erre vonatkozé allitéds
(lasd példdul [28], Theorem 10.11) a kovetkez6: az (1) egyenletrendszer ak-
kor és csak akkor oldhatd meg a C" halmazon, ha a (P) idedl G Grébner-
bazisa mem tartalmazza az 1 polinomot. Ilyen esetekben a Solve fiiggvény
iires listat ad eredményiil:

Solve[{xa2 y + 4 ya2 - 17 == 0,
2xy-3ys2+8==0,
xyl\2-5xy+1==0},{x,y,z}]

{3

Szamoljuk most ki a megfelel6 Grobner-bazist is:
GroebnerBasis[{xa2 y + 4 ya2 - 17,
2xy-3ya2+8, xys2-5x7y+1}, {x, y, z}]
{1}
A megoldésok egyértelmiiségére vonatkozoan a kovetkezd allitas bizo-
nyithaté be (lasd példaul [28], Theorem 10.12). Jeldljik a H szimbdlummal
az 1 rendszerhez tartozd (P) idedl G Grébner-bdzisdiban szereplé fétagok

halmazat. Ekkor az (1) egyenletrendszernek pontosan akkor van véges sok
megolddsa, ha minden 1 < i < n inderhez létezik olyan m természetes szdm,

hogy (z;)™ € H.
Ezt felhasznélva bizonyithajuk be példaul azt, hogy az
2xy +yz = 27,
3yz — 2xz = 25,
rz—xy =4

egyenletrendszernek véges sok megolddsa van, ugyanis:

GroebnerBasis[{2 x y + y z - 27,
S3yz-2xz-25,xz-x7y-4}, {x,y, z}]
2
{-26+2z ,5y-32z,5x-2z}
A Solve fliggvény meghatdrozza a gyokoket:

Solve[{2 x y + y z - 27 == 0,
3yz-2x2z-25==0,
xz-xy-4-==0} {x, y, z}]
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{{x > -2, y -> -3, z -> -5},
{X -> 2: y -> 3: z => 5}}

Tekintsiik most a kovetkez6 egyenletrendszert:
zx+yw—x+22 =2,
oy + 220 —3x+z24+y=1, (4)
222+ 22 =32+ 22y +y> — 3y = 0.

Prébéljuk megoldani ezt a Solve fliggvény segitségével. A Mathematica
2.2.2. valtozataval mi ezt az eredményt kaptuk:

Solvel[{z x + y x - x + za2 - 2 == 0,
Xysn2+2zx-3x+z+y-1-==0,
2 zA2 + Z2yA2 -3z +22zy+ya3-3y-== 0},

{x, y, z}]
Solve::svars:
Warning: Equations may not give solutions for all
"solve" variables.
Out of memory. Exiting.

Ez azt jelenti, hogy a Solve eljards nem tudta megoldani a (4) egyenletet.
Hatérozzuk meg a (4) egyenletrendszerhez tartozé Grobner-bazist:

GroebnerBasis[{z x + y x - x + za2 - 2,
Xysn2+2zx-3x+z+y-1,
2 zA2 +zya2-3z+2zy+ys3-3y} {x,y, z}]

2 3 4 5 6
{-10 + 8z+ 15z -8z -7z +2z +z

>

2 3 4

5+y-3z-5z +2z +2z,
2 2 4

-4 -2x+4z +xz -2z1%}

A kordbban kimondott allitast figyelembe véve ebbdl az eredménybdl azt
kapjuk, hogy a széban forgd egyenletrendszernek végtelen sok megoldédsa
van. A fenti Grobner-bézis segitségével felirhatjuk a (4) rendszerrel ekviva-
lens ,,haromszog alakd” egyenletrendszert is:

—2x + 422 + 222 — 2t =4,
y— 3z — 522 +22° + 2% = -5, (5)
8z + 1522 — 823 — 721 + 22° + 25 = 10,
amit a Solve eljards mar meg tud oldani:

egy = {A[[111 == 0, %[[21]1 == o0, 4L[3]1] == 0};
Solvelegy, {x, y, z}]1;
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Short[%, 1]

Solve::svars:
Warning: Equations may not give solutions for all
"solve" variables.
{{y -> 1 - Sqrt[2], z -> Sqrt[2]}, <<7>>}

A kapott eredménybél és az (5) elsé egyenletébdl kovetkezik, hogy az
(x,1 — V/2,v/2) szdmharmas minden z € C esetén kielégiti (4)-et, aminek
tehat végtelen sok megolddsa van. A program ebben az esetben csak néhany
(véges sok) gyokot ad meg, és figyelmeztet benniinket arra, hogy lehetnek
mas megoldasok is.

A Reduce eljards paramétert tartalmazo egyenletrendszer gyokeit ,, disz-
kusszioval egyltt” adja meg. Példaul:

Reduce[{a*(1 + x*y) == x -y, 2 + x + y + x y == 0},

{x, y}l;
Simplify[%]
1
x == -3 &y == 5 & a == -1 ||
1
x == - My == -3aka==1]|

-1+al=0&&1+al!l=024&&

2
-(2 + a + S8qrt[-4 +5 a )
x == &&
2 (1 +a

2
2 - a+ Sqrt[-4 + 5 a
2 (-1 + a)
-1+al=0&& 1+ a!=0&&

~<
1]
[

2
-2 - a + Sqrt[-4 + 5 a
2 (1 + a)

2
2 - a-Sqrt[-4 +5 a
2 (-1 + a)
Paramétereket tartalmazé egyenletrendszereket a paraméterekre oldja
meg a

y

SolveAlways

fliggvény. Pontosabban: ez az eljards a paraméterek azon értékeit keresi,
amelyekre a megadott feltételek a valtozdék minden lehetséges komplex ér-
tékére teljesiilnek.
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Hatarozzuk meg példéul az a,b és ¢ € C paramétereket gy, hogy az
az?® + bry + cy® = 1 egyenléség teljesiiljon minden olyan (x,y) € C? szdm-
parra, amelyre az x + y = 1 is fennall.

A feladatot a Mathematicdval igy oldhatjuk meg:

SolveAlways[
Implies[x + y == 1, a x42 + b x y + ¢ ya2 == 1], {x, y}

{a > 1, b ->2, ¢c > 1}}

Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot is. Jeloljiik a 322 +ax +b = 0 egyenlet
gyokeit x1-gyel és xo-vel, az

_530—!—2

fla) == (@eR\{1/2})

linedris tortfliggvénynek az xq1 és xo helyeken felvett értékeit y,- és yo-vel.
Hatarozzuk meg az a és b értékeket, ha tudjuk, hogy vy, és yo kielégiti a
7y? — 5y — 11 = 0 egyenletet.

A megoldas a Mathematicdval a kdvetkezd:

flx_1 = (bx + 2)/(2x - 1);
SolveAlways[
Implies[3xa2 + a x + b == 0, 7Tf[x]a2 - 5£f[x] - 11 == 0], {x}]

{{a >7, b -> 1}}
A Solve fliggvényhez hasonléan a SolveAlways fiiggvény is elsésorban
polinomokat tartalmazoé egyenletrendszerek megoldasdhoz nyijt segitséget.

A Mathematica bizonyos nem polinomokat tartalmazé egyenletrendsze-
rek megoldasara is képes. A lehetOségek az egyismeretlenes egyenletekhez
hasonléak (lasd az Egyéb egyenletek cimii alpontot). Itt csupén két olyan
példat mutatunk, amelyet a program meg tud oldani:

Solve[{x*y/(x+y) == 8/3, y*z/(y+z)== 12/5,
z*x/ (z+x) == 24/7}, {x, y, z}]
{{x >8,y >4, z->6}

Solve[{Sqrt[x + y] + Sqrt[x - y] == 10,
Sqrt[xs2 - ya2] == 9}, {x, y}]

{{x > 41, y > -40}, {x > 41, y -> 40}}
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3.3.3. Egyenletek kozelité megoldasa

A Mathematica tobb lehet6séget is kindl egyenletek és egyenletrendszerek
kozelité6 megoldasainak eloallitasara.

A tovabbiakban jelezziik azt, hogy a program készitéi milyen numerikus
moédszert épitettek be az egyes eljaradsokba és a beépitett algoritmusok koziil
hogyan valaszthatjuk ki az igényeinknek megfelelGt.

A kozelit6 megolddsokat akar tobb ezer értékes jegyre is meghatdrozhat-
juk a Mathematicdval. Ezt tobb esetben az opcidk alkalmas megvalasztasa-
val tehetjiik meg. A numerikus fliggvények szamos opciéval rendelkeznek.
Ezek jelentésérél és hasznalatuk moédjarol a [89] referenciakonyvbél szerez-
hetiink informaciét. Ha a feladatunk megoldasahoz ez nem elegendd, akkor
érdemes tanulmanyozni a [40] és a [41] dolgozatot.

e Az N[Reduce[ 1], az N[Roots[ 1] és az N[Solve[ 1] eljaras

Az N numerikus fiiggvényt alkalmazhatjuk a pontos megoldasokat kereso
Reduce, Roots és Solve filiggvényekre. A tovabbiakban ezek koziil csak a
Solve fiiggvényt tanulmanyozzuk.

Ebben az esetben a Mathematica el6szor az egyenlet(rendszer) dsszes
pontos megoldasat keresi. Ha megtaldlja (els6sorban polinomot tartalmazé
egyenletek és egyenletrendszerek esetében), akkor veszi azok kozelit6 érté-
két:

N[Solve[xa2 + 2x - 7 == 0, x], 20]

{{x -> -3.8284271247461900976%},
{x -> 1.8284271247461900976}}

Figyelmeztetd tizenetet kiild akkor, ha az egyenlet(rendszer)nek a meg-
talalt gyok(ok)on kiviil mas megolddsai is lehetnek:

N[Solve[Cos[x] == 1/2, x]]

Solve::ifun:

Warning: Inverse functions are being used by Solve,
so some solutions may not be found.

{{x > 1.0472}}

Ha a program szimbolikus médszerek alkalmazésdval nem tudja megha-
tarozni a pontos megoldasokat, akkor numerikus modszerek felhasznélasa-
val dolgozik tovabb:
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N[Solvel[xa5 - 4x + 2 == 0, x]]

{{x -> -1.51851}, {x -> -0.116792 - 1.43845 I},
{x -> -0.116792 + 1.43845 I}, {x -> 0.508499},
{x -> 1.2436}}

e Az NRoots és az NSolve eljaras

Az NSolve és az N[Solve[ 1] eljards kozott az eredményt tekintve nincs
kiilonbség. Az NSolve fliggvénybe beépitett algoritmusok kozvetlentil nu-
merikus mddszerek alkalmazasaval keresik a megoldas(ok) egy kozelit6 érté-
két, ezért altalaban az NSolve eljarassal gyorsabban kapjuk meg a valaszt,
mint az N[Solve[ 1] eljarédssal:

Timing[NSolve[{x ya2 + y + x42 - 1 == 0,
1+ x + x ya2 == 0}, {x, y}]1;]
{21.366 Second, Null}

Timing[N[Solve[{x ya2 + y + x42 - 1 == 0,
1+ x + x ya2 == 0}, {x, y}11;]
{432.479 Second, Null}

A megolddsoknak akar tObb ezer értékes jegyét is megkaphatjuk. Ha
az NSolve fliggvény harmadik argumentumaba egy konkrét n természetes
szamot frunk, akkor a Mathematica n értékes jegyet tartalmazé szamok (1.
a 3.1.3. pontot) alkalmazdsdval oldja meg az egyenletet:

NSolve[Sqrt[x] == 1 + (1/5) x, x, 20]
{{x -> 1.90983005625052575898},
{x -> 13.090169943749474241}}

e A FindRoot fiiggvény

Az el6z6ekben ismertetett Mathematica-fliggvények tobb esetben nem ta-
laljak meg a beadott egyenlet egyébként 1étezd megoldasat.
Tegylik fel példaul azt, hogy a

1
tgx:2x+1 (1)

egyenlet valés gyokeit szeretnénk meghatarozni.

A pontos megoldasok explicit eléallitdsaban nem reménykedhetiink, ezért
eloszor a numerikus megoldast szolgaltaté NSolve fiiggvénnyel prébalko-
zunk:
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NSolve[Tan[x] == 2x + 1/4, x]
Solve: :tdep:
The equations appear to involve transcendental
functions of the variables in an essentially
non-algebraic way.

1
NSolve[Tan[x] == 2 + 2 x, x]

Az ehhez hasonlé esetekben a FindRoot belsé fliggvényt hasznalhat-
juk. A matematikdban egyenlet(rendszer)ek numerikus megolddsara szé-
mos iterdcids eljaras ismeretes. Ezek kozos vondsa az, hogy egy (vagy tobb)
kezd6értékbdl kiindulva képeziink olyan sorozatot, amelynek hatarértéke a
keresett (pontos) megoldas. A FindRoot belsé fiiggvény is ilyen mddsze-
reket alkalmaz.

Az elmondottakbdl az is koévetkezik, hogy ha a FindRoot fiiggvényt
kivanjuk haszndlni, akkor egyrészt kezdéértéket (azaz az iterdacids sorozat
elsd tagjat) is meg kell adnunk, mésrészt csupan egyetlen (a kezdSértékhez
legkozelebbi) megoldast fogjuk megkapni. A kezdeti kozelités ,,j6” megva-
lasztasdhoz (azaz ahhoz, hogy az ,elég kozel” legyen valamelyik megol-
dashoz) a Mathematica egyéb fliggvényei altal biztositott lehetéségeket is
felhasznalhatjuk.

A feladatunkhoz visszatérve tekintsiik példaul a kovetkezé abrat:

Plot[{Tan[x], 2x + 1/4}, {x, -Pi/2, Pi/2},
PlotRange -> {-5, 5}]

40

20

-1.50 -10 0.50 10 1.50

Az 4brérdl leolvashaté (sziikség esetén be is bizonyithatd), hogy az (1)
egyenletnek a (—m/2,7/2) intervallumban pontosan harom kiilonb6z6 valés
gyOke van. A kezddérték megvélasztdsdhoz is kapunk segitséget:
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FindRoot[Tan[x] == 2x + 1/4, {x, 1}]
{x -> 1.21323}

FindRoot [Tan[x] == 2x + 1/4, {x, -0.1}]
{x -> -0.255724}

FindRoot[Tan[x] == 2x + 1/4, {x, -1.}]
{x -> -1.09475}

Misik intervallumba es6 gyokot is hasonlé médon hatarozhatunk meg.

A FindRoot fliggvénybe hdrom kiilonbo6z6 algoritmust épitettek be: a
Newton-féle érintémddszert, a Brent-féle eljarast, valamint a szelémoddszert.
Erdekes médon a felhasznalé ebben az esetben nem opcié megadasaval,
hanem az utasitas szintaxisaval tudja kivalasztani a feladatanak megfelel$
algoritmust.

Ha az

f(z)=0 2(x € C)

egyenlet megolddsdahoz a

FindRoot [£[x] == 0, {x, x0}] |

alakban megadott utasitast hasznaljuk, akkor a Mathematica a Newton-féle
moédszert alkalmazza, azaz az xg kezdeti kozelitésbol kiindulva képezi az

Tyl i= T — f(@n)
n+1 - n f, (:(,'n)
sorozatot. Az f fliggvény derivaltjat szimbolikusan hatarozza meg.

Ha az f fiiggvény nem differencidlhaté, akkor ennek kozlésével befejezi
a kiértékelést:

(n € N)

FindRoot [Abs[x] == Cos[x], {x, -1}]
FindRoot: :frjc:
Could not symbolically find the
Jacobian of {Abs[x] - Cos[x]}. Try
giving two starting values for each variable.
FindRoot [Abs[x] == Cos[x], {x, -1}]

A FindRoot maésodik argumentuméban azonban két kezddOértéket is
megadhatunk:

FindRoot [f[x] == 0, {x, x0, x1}] \
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A Mathematica ekkor az intervallumfelezésen alapulé Brent-féle eljarast

hasznalja abban az esetben, ha a két adott pontban felvett fliggvényérték

kiilonboz6 eléjelti. Egyébként a program a szeldmddszert alkalmazza:
FindRoot [Abs[x] == Cos[x], {x,

-1, 0}]1
{x -> -0.739085}

Az f(x) = 0 egyenlet [a,b] intervallumba es6 gyokét a ¢ kezdGértékbél
kiindulva a

\ FindRoot[f[x] == 0, {x, c, a, b}] \

utasitassal kapjuk meg. A program ebben az esetben a Newton-féle érint6-
modszert alkalmazza. Példaul:

FindRoot [Sin[x] - x+2/4 == 0, {x, 2, 1, 3}]
{x -> 1.93375}

Az el6z6ekhez hasonldan két kezdeti kozelitést is megadhatunk:

FindRoot[f[x] == 0, {x, cl, c2, a, b}] \

Ez az eljaras a Brent-féle modszerrel vagy pedig a szelomoddszerrel szamitja
ki a megoldast. Példaul:

FindRoot[Sin[x] - x2/4 == 0, {x, -2, -1, -4, 1}]
-8
{x -> 9.17319 10 }

A kovetkez$ szintaxist is hasznalhatjuk:

FindRoot[Sin[x] - xs2/4 == 0, {x, {-3, -2}, -4, 1}]
FindRoot: :regex:
Reached the point {1.96266} which is outside the region
{{-4., 1.}}.
{x -> 1.96266%}

A FindRoot fliggvényt olyan egyenletrendszerek megolddsahoz is hasz-
nalhatjuk, amelyekben az egyenletek szdma megegyezik az ismeretlenek
szamaval. ,J&” kezddérték megvalasztasahoz ebben az esetben a P1ot3D,
a ContourPlot vagy a FindMinimum fiiggvény adhat segitséget:

FindRoot [{Sin[x] + ya2 + Logl[z]

Z,

1,

5}, {x, 0}, {y, 0}, {z, 2}]
{x -> 2.33687, y —> 0.740478, z -> 1.92265%}

3x + 2yA2 - zA3 =

x+y+z=
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3.4. Analizis

Ebben a szakaszban azt szeretnénk megmutatni, hogy az analizis téma-
koréhez tartozé problémak megolddsa soran hogyan hasznalhatjuk fel a
Mathematicdt. A definicidkat és a tételeket kevés kivételtdl eltekintve nem
fogalmazzuk meg. Ezeket a [20], [44], [48], [61], valamint a [72] bevezetd
konyvek mindegyike tartalmazza.

Sok feladatot a matematikdban megszokott mdédon pontosan (szimbo-
likusan) is megoldhatunk, példdul a Limit, a D, a Sum, az Integrate
eljaras segitségével. A program &ltal adott eredmények értékelésénél azon-
ban vegyiik figyelembe azt, hogy a beadott matematikai fiiggvényeket a
Mathematica a legtobb esetben komplex valtozdosaknak, a paramétereket
pedig komplex értékilieknek tekinti és a kiértékelés soran csak néhany azo-
nossagot alkalmaz automatikusan. A kapott eredményt mas eljardsok se-
gitségével vagy transzformacids szabalyok megadasdval alakithatjuk at az
igényeinknek megfelel6 alakra.

Sok esetben azonban célszeriibb numerikus mddszereket alkalmazé fiigg-
vényekkel (példdul NLimit, NSum és NIntegrate) kiszdmolni a pontos
eredmény egy kozelité értékét. Ekkor opcidk alkalmas megadasaval egy-
részt tobb numerikus modszer koziil is vdlogathatunk, maésrészt igen tag
hatarok kozott szabalyozhatjuk a kiértékelésnél felhaszndlt pontos szam-
jegyek szamat is. A numerikus fliggvények opcidinak ,,optimélis” vagy az
igényeinknek megfelel6 (példdul egy meghatarozott mddszerrel kivanunk
egy feladatot megoldani) megvalasztdsa sokszor nem egyszerii feladat. A
[89] referenciakényvon kiviil a [40] és a [41] dolgozatbdl ismerhetjiik meg a
numerikus fliggvények opcidinak jelentését és hasznédlatuk modjat. A szer-
z0k szamos példaval illusztraljdk a lehetdségeket.

Az alkalmazott numerikus médszerek elméletét illetéen a [47], [65], [73]
és a [78] konyveket ajanljuk az Olvasé figyelmébe.

Végil megemlitjiik még azt is, hogy tobb konyvet is szenteltek mér an-
nak a kérdésnek a megviélaszoldsara, hogy a Mathematicat miképpen lehet
felhasznalni az analizis oktatdsaban. Az Irodalomjegyzékben feltiintetett
[12], [21] és [77] miiveken kiviil tovabbiakat is taldlhat az érdekl6d6 Olvasé
a MathSource-on.

3.4.1. Beépitett specialis fiiggvények

A Mathematica a 3.1.4. pontban felsorolt matematikai fiiggvényeken kiviil
az alabbi fiiggvényeket is tartalmazza:
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AiryAi
AiryAiPrime
AiryBi
AiryBiPrime
BernoulliB
Bessell
Bessell]
BesselK
BesselY

Beta
ChebyshevT
ChebyshevU
CosIntegral
EllipticE
EllipticExp
EllipticF
EllipticK
EllipticLog
EllipticPi
EllipticTheta
EulerE
EulerPhi
ExpIntegralE
ExpIntegralEi
FresnelC
FresnelS

Gamma

GegenbauerC
HermiteH
HypergeometricOF1
HypergeometriclF1
Hypergeometric2F1
HypergeometricU
InverseJacobiSN
JacobilAmplitude
JacobiP

JacobiSN
JacobiSymbol
JacobiZeta
Laguerrel
LegendreP
LerchPhi

LogGamma
LogIntegral
Pochhammer
PolyGamma
PolyLog
RiemannSiegelTheta
RiemannSiegelZ
SinIntegral
SphericalHarmonicY
Zeta

A Calculus‘DiracDelta‘ programcsomagban taladlhatok az alabbi el-

jarasok:

DiracDelta

UnitStep

Specidlis fliggvényeket kiilonb6z6 médon (példdul a normélés kiillonbozé
megvalasztdsdval) szokds értelmezni a matematikdban. A felsorolt beépitett
fiiggvények pontos definici6jat a [89] referenciakényv tartalmazza.

Néhany olyan esetben, amikor a fenti fliggvények argumentuméba csak
pontos numerikus értékeket vagy beépitett matematikai allanddkat (lasd a
3.1.3. pontot) irunk, a pontos helyettesitési értéket kapjuk meg:

{Gamma[3/2], Gamma[15/2], Zetal[6], PolyGamma[6]}

Sqrt [Pi]

135135 Sqrt[Pi]

2 B

128

B

137
—— - EulerGamma}

945° 60
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Az N fiiggvényt (ldsd a 3.1.3. pontot) hasznalva azonban barmely komp-
lex szdm esetén eldallithatjuk a helyettesitési érték egy kozelitését:
N[Gamma[3 + 4 I], 17]
0.00522553847136921 - 0.17254707929430019 I
Szemléltethetjiik ezeket a fiiggvényeket. Prébéljuk ki példaul a kovetkezd
utasitast:
Plot[Abs[Zeta[1/2 + I*yll, {y, 0, 40}]
A program specialis fliggvények kozott fennallé szamos Osszefiiggést is-
mer, és ezeket alkalmazni is tudja. Példaul:

LegendreP[5, x]

3 5
156 x-70x + 63 x
8
Integrate[LegendreP[5, x] LegendreP[6, x], {x, -1, 1}]
0

D[Gamma[x], {x, 2}]

2
Gamma [x] PolyGamma[0, x] + Gamma[x] PolyGamma[1l, x]

Itt emlitjik meg a

NumericalMath‘BesselZeros®

programcsomagot, amelynek segitségével kiilonbozé tipusu Bessel-féle fligg-
vények zérushelyeinek kozelito értékét kaphatjuk meg. A

<<NumericalMath'BesselZeros"'
?Bessel*

utasitasok végrehajtdsa utan tajékozédhatunk a kozvetleniil felhasznalhatd
fliggvények széles korérol.

3.4.2. Szamsorozatok és szamsorok

Mivel a Mathematica komplex szamok kezelésére is képes, ezért komplex
tagu sorozatokkal végezhetiink kiilonféle miiveleteket. Ebben a pontban a
programnak azokat a lehetOségeit ismertetjiik, amelyeket szamsorozatok és
szamsorok konvergencidjanak vizsgalatanal felhasznalhatunk.
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e Sorozatok megadasa

Szamsorozatot (azaz N — C tipusi fliggvényt) matematikai szempontbdl
korrekt modon példaul igy adhatunk meg:

aln_ /; (IntegerQ[n]l==True && Positive[n]==True)] := na(1/n)
Ezt a fliggvényt a program is sorozatnak tekinti:

N[{a[-1.7], a[0], a[1l, a[2.5], a[2], a[5]}]
{al-1.7], al0], 1., al2.5], 1.41421, 1.37973}
A sorozat hatarértékét azonban csak akkor szamolja ki, ha a definiciéban

nem adunk meg feltételeket. Ezért a tovabbiakban sorozatot igy fogunk
megadni:

Clear[al
aln_] := na(1/n)
b[n_] := (1 + I Pi/(2n))an

Sorozat viselkedésérol gyorsan alkothatunk megbizhaté képet, egyrészt
tetszOlegesen sok fiiggvényérték meghatarozasaval. A b sorozat elsé 20 he-
lyettesitési értékének egy kozelitését példaul igy kaphatjuk meg:

Table[N[b[n]]l, {n, 1, 20}]

Felhasznalhatjuk a Mathematica grafikai lehetoségeit is. Példaul az a wvalds
sorozatot a ListPlot fiiggvénnyel igy szemléltethetjik:

pontok = Tablel[a[kl, {k, 1, 40}1;

ListPlot [pontok]
14| .%,
1.30 | .
1.20
11[] 'o.ooooo.‘.".

100 200 300 400
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A 3.1.4. pontban volt méar arrdl sz6, hogy rekurziv eljdrdssal értelmezett
sorozatokat kétféleképpen adhatunk meg. Ha a rekurziv médon megadott
sorozat tagjai kozott linearis vagy konvolidcids tipusu Osszefliggés 4ll fenn,
akkor a DiscreteMath‘RSolve' programcsomag

eljardsa az index fiiggvényében éllitja el6 a tagokat. A 3.6.4. pontban mu-
tatunk erre vonatkozé példakat.

e Szamsorozat hatarértéke

Az (a,) : N — C sorozatot konvergencia szempontjabdl a

Limit[a[n], n -> Infinity]

utasitdssal vizsgalhatjuk. A beépitett algoritmusok ebben az esetben a so-
rozat (tdgabb értelemben vett) hatarértékét keresik. Példaul:

Limit[(1 - 1/(n+1))a(n+1), n -> Infinity]

1

E
Limit[(1 + I Pi/(2n))an, n -> Infinity]
I

Limit[(na2-4n)/(2n-7), n -> Infinity]
Infinity

A sorozat definicidja paramétert is tartalmazhat:
Limit[n*(aa(1/n) - 1), n -> Infinity]
Log[al

Azt a tényt, hogy a beadott sorozat nem konvergens, a Mathematica igy
kozli a felhasznéléval:

Limit[(-1)an, n -> Infinity]
Indeterminate

Néhany esetben valtozatlan formaban kapjuk vissza a begépelt utasi-
tast:
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Limit[nak/aan, n -> Infinity]
k
n
Limit[—, n -> Infinity]
a
Ez azt jelenti, hogy a program nem tudta meghatérozni a kérdezett hatar-

értéket. Ilyenkor a

Calculus‘Limit®

programcsomag Limit nevl fliggvényét érdemes kiprébalni, amely na-
gyobb teljesitményi, mint belsd tarsa:

<<Calculus‘Limit‘
Limit[nak/aan, n -> Infinity]

E(—Infinity) Sign[Log[all

Az a és a b szdm Gauss-féle szamtani-mértani kézepét az

ArithmeticGeometricMean[a, b] ‘

utasitdssal kapjuk meg. Emlékeztetiink arra (ldsd példaul [78]-at), hogy ha
a és b nemnegativ valés szam, akkor az ag := a, by := b,

n bn
Upt1 = %, b1 =V anby (n € N)

formulaval értelmezett (a,) és (b,) sorozat konvergens, és

lim (a,) = lirf (bp) =: M(a,b).

n—-+oo
Ezt a kozos hatarértéket nevezzilk az a és a b szam Gauss-féle szamtani-
mértani kézepének:
ArithmeticGeometricMean[Sqrt[2], 1]
ArithmeticGeometricMean[1, Sqrt[2]]

N[%, 20]
1.1981402347355922074

Matematikatorténeti érdekesség, hogy a tinédzser Gauss mar 1791-ben
meghatarozta a /2 és az 1 szamtani-mértani kozepének els6 20 pontos
jegyét. Megjegyezziik még azt is, hogy az M (a,b) szamokat elliptikus in-
tegralokkal lehet kifejezni. Gauss 1799-ben igazolta az alabbi Osszefiiggést:
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>-M(\/§,1):g.

() 7=
o V1—tt

A Limit bels6 és kiilsé fiiggvény szimbolikus (analitikus) mddszer alkal-
mazasaval szamitja ki a hatarértéket. A SequencelLimit belsé fiiggvény,
valamint a NumericalMath‘'NLimit'‘ programcsomagban levé NLimit

kiils6 fiiggvény a sorozat néhany tagjabdl numerikus modszert felhasznalva
adja meg a kérdezett hatarérték egy kozelitését. A

Sequencelimit

bels6 fiiggvényt olyan sorozat hatérértékének meghatarozasahoz célszeri
hasznalni, amelynek az n-edik tagja

i Pi(n)A}
k=1

alaku, ahol P;-k polinomok és \;-k kiilonb6z6 szdamok. Ebbe a fiiggvénybe
a Wynn-féle e-algoritmust épitették be. Ezt az algoritmust alkalmazza az

fliggvény is, ha a Method opcidjanak értéke SequenceLimit. A hatarérték
egy kozelito értékét az dltalanositott Euler-féle transzformécié médszerével
kapjuk meg akkor, ha a Method opci6 értéke EulerSum.

A fenti fiiggvények szamos tovabbi opciéval is rendelkeznek. Ezekkel egy-
részt az alkalmazott numerikus modszer paramétereit, masrészt a kiértéke-
lés soran felhasznalt értékes szamjegyek szamat médosithatjuk (ldsd a [40]
dolgozatot).

¢ Sorok konvergencigja

Hasznos segitséget nydjthat az Algebra‘SymbolicSum' programcsomag

fiiggvénye. Ismeretes, hogy ha az ax11/ax (k € N) hdnyados a k raciondlis
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fliggvénye, akkor a

n oo
E ag, valamint a E ay
k=1 k=1

Osszeg kifejezhetd a hipergeometrikus fliggvényekkel. Ilyen eljarasokat épi-
tettek be ebbe a Sum fliggvénybe (ldsd [2]-t).
Olvassuk be ezt a programcsomagot:

<<Algebra‘'SymbolisSum*

Ezutédn a ) ap szamsor konvergencidjat tobbféle médszerrel is vizsgal-
hatjuk. Szerencsés esetben a részletosszegekre zart formulat kapunk, és ek-
kor a Limit (belsd vagy kiils6) fliggvényt alkalmazhatjuk:

aln_] = Sum[(-1) ak*(4k+8)/((2k+3)* (2k+5)), {k, 0, n}]
5+ 3 (—1)n +2n

3 (6 +2nm)
Limit[a[n], n -> Infinity]
1
3

A Sum fiiggvény segitségével szamos konvergens sor Osszegét a Limit
fliggvény hasznélata nélkiil is meghatdrozhatjuk. Példaul:

Sum[ (-1) ak* (4k+8) / ((2k+3) *(2k+5)), {k, O, Infinity}]
1

3
Ha a fenti modszerekkel nem kapjuk meg a kivant eredményt, akkor a

konvergencia eldontéséhez az ismert kritériumok valamelyikét hasznalhat-
juk. Tekintsiik példaul az

A::Zntg%

pozitiv tagi numerikus sort. Alkalmazzuk példaul a hdnyadoskritériumot:

Clear[a]

a[n_] := n Tan[Pi/2a(n+1)]
Limit[a[n+1]/al[n], n -> Infinity]
1

2
A szdéban forgd sor tehat konvergens.
A Mathematica t6bb lehetdséget is tartalmaz szamsor Osszegének kozelitd
meghatarozasara. Felhaszndlhatjuk egyrészt az el6zéekben emlitett NLimit
kiils6 fliggvényt, masrészt az
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belso fiiggvényt. Kiillonb6z6 numerikus mddszerek természetesen kiilonb6zo
eredményeket adhatnak. Az NSum fiiggvénynél valaszthatd eljardsokat a
kovetkez6 példdkon mutatjuk be.
A ST 1/k? sor osszegének egy kozelité értékét az Euler-Maclaurin-féle
moédszerrel igy szamolhatjuk ki:
NSum[1/ka2, {k, 1, Infinity}, Method -> Integratel;
InputForm[%]

1.64493406676001

A kiértékeléshez a Wynn-féle e-algoritmust igy vélaszthatjuk:
NSum[1/ka2, {k, 1, Infinity}, Method -> SequenceLimit];
InputForm[%]
1.643485586660751

Hasonlitsuk most 0ssze a kapott eredményeket a pontos értékkel:

Sum[1/ka2, {k, 1, Infinity}]
2
Pi

6
N[%, 20]
1.6449340668482264365

Az eléz6ekben értelmezett A konvergens szamsor Osszegének egy kozelitd
értékét tehat igy kapjuk meg:
NSum[a[k], {k, 1, Infinity}]
3.40841
(Az NSum fliggvény Method opcidja alapértelmezésben Automatic. Ez azt
jelenti, hogy a program valasztja ki a kiértékelésnél a felhasznalt numerikus

médszert.)
A NumericalMath'NLimit"‘ programcsomag

‘ EulerSum ‘

fliggvénye az Euler-féle transzforméciés eljarast alkalmazza vdltakozo eld-
jeli sor 6sszegének numerikus meghatarozasahoz:
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<<NumericalMath‘'NLimit"

EulerSum[(-1) ak/(2k+1), {k, O, Infinity},
WorkingPrecision -> 40, Terms -> 30,
ExtraTerms -> 30]

0.785398163397448309615660845791303225402
4 - N[Pi/4, 40]
-29
-2.8572495647 10
Ezzel a fliggvénnyel néhany esetben a pontos Gsszeget is megkaphatjuk:

EulerSum[ (ka2-4k+1) /2ak - (4ka2-k+2)/3sk, {k, Infinity},
EulerRatio -> {{1/3, 3}, {1/2, 3}},
ExtraTerms -> 6, Terms -> O,
WorkingPrecision -> Infinity]

(29)
4

3.4.3. Fiiggvények hatarértéke

C — C tipusu f fliggvény xo pontban vett hatarértékét a

Limit[f[x], x -> x0]

utasitassal kaphatjuk meg. Felhasznéalhatjuk a belsé Limit fiiggvényt és
a Calculus‘Limit‘ programcsomag azonos nevi fiiggvényét is, amely
nagyobb teljesitményii, mint belsd tarsa. Sziikség esetén olvassuk be ezt a
programecsomagot:

<<Calculus‘Limit‘

A Mathematica a fenti utasitds hatdsara szimbolikus algoritmusok alkal-
magzasaval prébélja megadni a pontos eredményt. Kereshetjiik a hatarérté-
ket adott valds vagy komplex pontban:

Limit[1/Sin[x] - 1/Tan[x], x -> 0]
0

Limit[(z+2 + 1)/(I (244 - 1)), z => I]
I

2
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+o00-ben, valamint —oo-ben:

Limit[x - xa2 Log[1 + 1/x], x -> Infinity]
1

2

Limit[Sqrt[xs2+2x+2]-Sqrt[x+2-2x+2], x -> -Infinity]
-2

A fliggvény helyettesitési értéke paramétereket is tartalmazhat:

Limit[n/(1-xan) - m/(1-xam), x =-> 113
Together[%]
-m + n
2
Egyoldali hatarértéket a

Direction

opci6 alkalmas megvélasztasaval vizsgalhatunk. Ha ennek értéke +1, akkor
a bal oldali, ha -1, akkor pedig a jobb oldali hatarértéket kapjuk meg:

Limit[1/(1+Exp[1/x]1), x -> 0, Direction -> 1]
1

Limit[1/(1+Exp[1/x]), x -> 0, Direction -> -1]

0
Az opcié alapértelmezés szerinti értékével (ez Automatic) a program né-
hany esetben a jobb oldali, méaskor pedig az adott pontbeli hatarértéket
adja meg:

Limit[1/(1+Exp[1/x]1), x => 0]

0

Limit[1/x, x => 0]
ComplexInfinity

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy nem kell feladni a reményt akkor,
ha a Limit fiiggvénnyel nem kapjuk meg a vart eredményt:

f[x_] := Sin[Sqrt[x+1]1] - Sin[Sqrt[x]]
Factor[f[x], Trig -> True]
Sqrt [x] Sqrt[1 + x] Sqrt [x] _ Sqrt[1 + x]

-2 Cos + Sin
[ 2 2 ] [ 2 2
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Limit[%, x => Infinity]
0

Konnyt ellen6rizni, hogy a kérdezett hatarérték valéban nullaval egyenlo.
Proébaljuk ki ezutan a kovetkezo utasitast is:

Limit[f[x], x -> Infinity]
A Limit eljaras alapértelmezésben a L’Hospital-szabdly alapjan keresi
a pontos eredményt. Ennek a fiiggvénynek van egy Analytic nevii opciéja
is. Ha ezt az alapértelmezéssel ellentétben a True értékre allitjuk, akkor a
program a Taylor-sorfejtést haszndlva prébalja kiszamitani a hatarértéket.
A NumericalMath'NLimit‘ programcsomag

fliggvénye a vizsgalt pont kornyezetébdl vilasztott néhdny pontban felvett
fliggvényértékbdl numerikus mddszer alkalmazasaval adja meg a hatarérték
egy kozelitését. Tekintsiik a kovetkezo példat:

<<NumericalMath'NLimit"*
NLimit [ ((24x+3ax+74x)/3)a(1/x), x =-> 0]
3.47603
A Limit fliggvény egyik attributuma Listable és ez azt jelenti, hogy
az argumentuméban lista (vektor) is szerepelhet. A Mathematica ekkor a

Limit fiiggvényt a vektor minden elemére kiilon-kiilon alkalmazza. Ezért
igen egyszertien szdmolhatjuk ki C — C" tipusu fuggvények hatarértékét:

Clear[f] x
f[x_] := {Cosh[x], Tan[x1/x, x }
Limit[£[x], x -> 0]

{1, 1, 1}

3.4.4. Differencialszamitas

A C — C tipusu f fliggvény = pontban vett derivaltjat a

| DIf[x], x] |

utasitas eredménye adja meg abban az esetben, ha f-et beépitett differen-
cialhaté fuggvényekkel definialjuk:
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Clear[f]
f[x_] := Sin[xa2]
DL£f[x], x]

2
2 x Cosl[x ]
Ezt az eredményt igy is megkaphatjuk:
£/ [x]
2
2 x Cosl[x 1]
D[Sin[xA2], x]
2
2 x Coslx ]

A Mathematica ismeri és alkalmazni is tudja a miveletek és a derivalt
kozott fenndllé Gsszefliggéseket:

DLf[x]1a(1/glx]1), x]

1+ glx] 1/glx]
£[x] % o £x1 7 8T Loglflxl] g [x]

2
glx] glx]

A program a D fiiggvény masodik argumentumatol kiillénbozé szimbdlu-
mokat paraméternek tekinti. Sziikség esetén a kapott eredményt mas elja-
rasok felhaszndalasaval egyszertisithetjik:

D[b*x/a + 2 Sqrt[as2-ba2]/a*
ArcTan[Sqrt[(a-b)/(a+b)1*Tanh[x/2]1]1, x1;
Simplify[/];
PowerExpand[%];
% /. Sqrtlx_] Sqrtly_1 -> Sqrtlx yl;
Together[/];
Simplify[/]
a + b Cosh[x]
b + a Cosh[x]
Szakaszonként kiilonb6zo formuldval értelmezett fliggvény derivaltjat is
meghatarozhatjuk, ha a fiiggvényt a Which eljarassal értelmezzik.

glx_] := Which[x>=0, xa3, x<0, -x43]
g’ [x]

2 2
Which[x >= 0, 3 x , x <0, -(3 x )]
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Magasabb rendid derivaltat igy szamolhatunk ki:

D[Loglx1/x, {x, 5}]
274 120 Log[x]

6 6
X X

Adott fligegvény derivdltfiigguényét a

‘ Derivative ‘

eljarassal kapjuk meg. Figyeljiik meg, hogy a Mathematica milyen formaban
adja meg az eredményt (ldsd a 3.1.4. pontot):

h[x_]1 := Sin[x] Expl[x]
Derivative[1][h]

#1 #1
E Cos[#1] + E  Sin[#1] &
A derivaltfiiggvény helyettesitési értéke:
hIx]
X X
E Cos[x] + E Sin[x]
Magasabb rendii derivaltfliggvényeket is meghatarozhatunk:
Derivative[2] [h]

#1
2 E Cos[#1] &

h’’[x] == Derivative[2][h][x]

True

Adott f fliiggvény n-edik derivaltjanak xy pontbeli kozelité értékét az

‘ ND[f[x], {x, n}, x0]

utasitassal kapjuk meg. FEz az eljaras a NumericalMath'NLimit‘ prog-
ramcsomagban taldlhato:

<<NumericalMath‘NLimit‘
ND[Exp[Sin[x]1], {x, 3}, 2, Terms -> 10]-
N[D[Exp[Sin[x]1], {x, 3}] /. x -> 2]

-7
2.23989 10
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e Tobbvaltozos fiiggvények derivaltjai

Parcidlis derivdltakat is a D fiiggvénnyel szamolhatunk ki. Adott n > 1
természetes szam esetén a C" — C tipusu f fiiggvény x; valtozdja szerinti
parcidlis derivaltfiiggvényének (z1,-- -, z,) pontbeli helyettesitési értékét a

D[f[x1,...,xn], xj]

utasitassal kapjuk meg. Példaul:

D[ya5 Cos[x] + x4 Cos[yl, xI
3 5

4 x Cosly] -y Sin[x]

D[yab Cos[x] + xa4 Cos[yl, yl
4 4

5y Coslx] - x Sinl[y]

Magasabb rendi parcidlis derivdltakat igy hatarozhatunk meg:

D[ya5 Cos[x] + xa4 Cos[yl, {x, 2}, {y, 3}]

2 2
-60 y Cos[x] + 12 x Sin[y]

A Mathematica feltételezi azt, hogy a beadott fliggvény elegendéen sok-
szor differencidlhaté ahhoz, hogy a parcidlis derivaltak sorrendje felcserél-
het6 legyen.

A kovetkez6 példakban figyeljiik meg azt, hogy a program hogyan jeloli
a parcidlis derivaltakat:

D[£f[x, yl, x]
(1, 0
f [x, y]
D[g[x9 Yy Z], {x9 2}9 {Y, 311
(2, 3, 0)
g [x, y, 2]
C" — C tipust fiiggvény gradiensét a D eljardsnak, valamint a listake-
zel6 fliggvényeknek a segitségével igy értelmezhetjiik:

gradiens[fuggveny_, valtozok_List] :=
D[fuggveny, #]1& /@ valtozok

Itt felhasznéltuk a Mathematica tisztafiiggvény-fogalmat (lasd a 3.1.4. pon-
tot) és a Map eljards rovid alakjat (/@). Figyeljiik meg azt az érdekes tényt
is, hogy a valtozok szamatdl fliggetlentil értelmeztiik a fenti fliggvényt.
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A ProgrammingExamples‘VectorCalculus' programcsomag Grad
nevi fliggvénye is ezt a definiciét tartalmazza. Felhivjuk az Olvaso figyel-
mét arra, hogy a Calculus‘VectorAnalysis' programcsomagban is ta-
lalhaté egy masik, az el6zotol kiillonbozo, Grad elnevezésii eljaras.

Probaljuk most ki a fenti definicié miikodését:
gradiens[xs2 - 3 ya3, {x, y}]
2
{2%x, 9y 1%}
gradiens[x y + x z + y z, {x, y, z}]

{y +z, x+2z, x+y}

Szamitsuk most ki az f(z,y,z) = sinzyz (z,y,z) € R* fiiggvény-
nek az s = (—1,2,2) € R? irdny mentén vett irdnymenti derivdltjat a
Py(m,1/2,1/2) pontban:

flx_, y_, z_] := Sin[x y z]
s = {'19 2, 2};
EgysegVektor[u_List] := u/Sqrt[(Plus @@ (Abs[u]a2))]

EgysegVektor[s]
{1 2 2}
33" 3

gradiens[f[x, y, z], {x, y, z}] . EgysegVektor[s]
2 x y Coslx y z] 2 x z Coslx y z] y z Cos[x y z]
+

3 3 3

% /. {x->Pi, y -> 1/2, z -> 1/2} // Simplify
-1 + 8 Pi
12 Sqrt[2]
(A . jel a Dot fiiggvény rovid alakja. Ezzel az eljardssal szdamolhatjuk ki
két valés vektor skaldris szorzatdt.)
Haa C" — C™ (n,m € N) tipusu f = (f1,- -, fm) fliggvény (totdlisan)
differencidlhaté az a € C" pontban, akkor az a-beli (totélis) derivaltja a
kovetkez6 m x m-es (Jacobi-)matrix:
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Ezt a matrixot adja eredményként a kovetkezo fliggvény:

SetAttributes[Rule, Listable]
DerivaltMatrix[
fuggveny_List, valtozok_List, pont_List] :=
Outer[D, fuggveny, valtozok] /. valtozok -> pont

Az els6 utasitdsban a transzformdciés szabdlyt megadé Rule filiggvényt
lattuk el a Listable attribitummal (ldsd a 2.3.4. pontot).
Probaljuk ki ezt a fliggvényt is:

DerivaltMatrix[{f1[x, y]l, £2[x, yl, £3[x, yl},
{x, y}, {a, b}] // MatrixForm

1 1
fl( 0 [a, b] f1(0’ )[a, bl
1,0 0,1
f2( ’ )[a, b] f2( ’ )[a, bl
f3(1’0) [a, b] fs(o’l) [a, b]

DerivaltMatrix[{xs2 - y, yA2 - x, x}, {x, y}, {1, 1}]1;

MatrixForm[%]
2 -1

-1 2
1 0

A ProgrammingExamples‘VectorCalculus' programcsomagban lé-
vO JacobianMatrix fiiggvény is ezt a matrixot szamolja ki. Ilyen elneve-
zést, de az el6zotol kiilonbozo fliggvény a Calculus‘VectorAnalysis®
programcsomagban is taldlhaté.

e Fiiggvények szélsGértékei

Két példan keresztiil érzékeltetjiik azt, hogy az analizis megfelelé eredmé-
nyeinek felhasznaldsdval hogyan hasznalhatjuk a Mathematicdt bizonyos
R" — R tipusi fiiggvények szélséértékeinek kiszdmolasdhoz. Linedris fiigg-
vények linedris feltételek melletti szélséértékhelyének meghatarozasara szol-
gal a linearis programozas, errdl a 3.8.9. pontban lesz sz6.

Hatarozzuk meg el6szor az

f(z) = ale /2 (x € R)

fliggvény lokdlis szélsGértékhelyeit.
A lokalis szélséérték létezésére vonatkozéd elsérendli sziikséges feltétel
alapjan kapjuk meg a staciondrius pontokat:
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f[x_1 = xa3 Exp[-x/2];
StacPontok = Solvel[f’[x] == 0, x]
{{x -> 0}, {x -> 0}, {x -> 6}}

Ezt a moédszert azokban az esetekben hasznélhatjuk, amikor a program
(szimbolikusan vagy numerikusan) el tudja allitani a derivaltfiiggvény zé-
rushelyeit (lasd a 3.3. szakaszt).

Alkalmazzuk most a masodrendii elégséges feltételt:

f’’[x] /. StacPontok

{0, 0 1 }
) B __3
E
Az o = 6 pont az f fliggvénynek tehat lokdlis maximumbhelye. Mivel

£/’7[x] /. StacPontok

{6, 6 6}
s s _3
E

ezért az x1 = 0 pontban f-nek nincs lokélis szélséértéke.

Szamos esetben a kovetkez6 fiiggvénnyel is megkaphatjuk az [a,b] in-
tervallumon értelmezett valds értékli folytonos f fliggvény abszolit mazi-
mumadanak egy kozelito értékét:

FvMaximum[f_, a_, b_, n_:200] :=
Max[N[f[#]1]1& /@ Table[a + k (b-a)/n, {k, 0, n}]1]
Figyeljiik meg azt, hogy az els6 argumentumba a fliggvény nevét kell beirni,

a negyedik (opciondlis) argumentumba pedig az intervallum osztépontjai-
nak a szaméat adhatjuk meg:

flx_] = Sqrt[XA4 - xa2 + 1]
FvMaximum[f, -1, 2]
3.60555

Clear[f]
f[x_] = Cos[x] + 1/2 Cos[2x] + 1/3 Cos[3x];
FvMaximum[f, 0, 2Pi, 100]
1.83333
Abszolut minimum Kkiszamolasdhoz a Max fiiggvény helyett a Min bels6

fliggvényt hasznalhatjuk.
Hatérozzuk meg most az

flz,y,2) = 3 +y? 4+ 2% + 120y + 22 (x,y,2) € R?’)

fliggvény lokdlis szélsGértékhelyeit.
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A korabbiakban értelmezett gradiens filiggvényt hasznaljuk a stacio-
narius pontok kiszamolasahoz:

Clear[f]

flx_, y_, 2_] 2= xa3 + yA2 + za2 + 12 x y + 2 z

StacPontok = Solvel

gradiens[f[x, y, z], {x, y, z}] == 0, {x, y, z}]
H{z > -1, y -> -144, x -> 24},
{z -> -1, y -> 0, x -> 0}}

A Py(24,—-144,—1) és a P5(0,0,—1) pontban lehet az f fliggvénynek lokélis
széls6értékhelye.

A masodrendii elégséges feltétel alkalmazasahoz eld kell dllitanunk a sta-
cionérius pontokban az f : R* — R fiiggvény mésodrendii derivaltmétrixat
(ezt Hesse-féle mdtriznak is szokds nevezni). Ezt szdmolja ki az alabbi el-
jaras:

HesseMatrix[fuggveny_, valtozok_List, pont_List]:=
DerivaltMatrix[
gradiens[fuggveny, valtozok], valtozok, pont]

A kovetkezd fliggvénnyel pedig négyzetes métrix sarokaldatermindnsait
hatarozhatjuk meg:

SarokAldet[A_] := Table[First[Minors[A, k][[111]1,
{k, 1, Length[A]}]

A P; pontban a mésodrendii elégséges feltétel és a Sylvester-kritérium
alapjan ezt kapjuk:

M1 = HesseMatrix[f[x, y, zl, {x, y, z}, {24, -144, -1}];
MatrixForm[M1]

144 12 O
12 2 0
0 0 2

SarokAldet [M1]
{144, 144, 288}

A P(24,—144,—1) pont az f fiiggvénynek tehat lokélis minimumbhelye.
A P5(0,0,—1) pontban:

M2 = HesseMatrix[f[x, y, z], {x, y, z}, {0, 0, -1}1;
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MatrixForm[M2]

0 12 0
12 2 0
o o0 2

SarokAldet [M2]
{0, -144, -288}

A Sylvester-kritériumot tehdt nem alkalmazhatjuk. Példaul a fliggvény de-

c sz

szélsoértékhely.
Numerikus mddszerrel keresi R" — R (n € N) tipusi fiiggvény egyik
lokalis minimumhelyének és lokélis minimumaénak egy kozelito értékét a

FindMinimum

fliggvény. A FindRoot eljarashoz hasonldan itt is egy vagy tobb kezdGér-
ték megaddsa szlikséges. Minimumhelyhez kozeli ,j6” kezd6érték(ek) meg-
valasztasahoz a Mathematica rajzold eljarasait hasznalhatjuk.

A FindMinimum fiiggvény a konjugdlt gradiens moddszert alkalmazza
akkor, amikor egy kezd&értéket adunk meg:

FindMinimum[-x43 Exp[-x/2], {x, 1}]
{-10.754, {x -> 6.}}

InputForm[%]
{-10.75400676745861, {x -> 5.999999999977617}}

flx_, yo, 2_] 1= xa3 + yaA2 + za2 + 12 x y + 2 z
FindMinimum[£[x, y, z], {x, 20}, {y, -100}, {z, -2}]
{-6913., {x -> 24.001, y -> -144.012, z -> -0.999346}}

A FindMinimum fiiggvény a derivaltat nem hasznélé Brent-féle minima-
lizaciés algoritmust alkalmazza (1asd [40]-et) akkor, amikor két kezd&értéket
adunk meg:

FindMinimum[-xA3%Exp[-x/2], {x, 1, 3}]
{-10.754, {x -> 6.}}

FinndMinimu.m[(x+2y-3)A2-(x-1) (Y'i)s {x, 0, 1}, {Y9 2, 141

=27
6.48478 10 , flx >1., y > 1.}}
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3.4.5. Integralszamitas

Ebben a pontban a programnak azokat a lehetéségeit ismertetjiik, amelyek
C — C" (n € N) tipusu fiiggvények primitiv fliggvényeinek és hatéro-
zott integraljanak szimbolikus vagy numerikus meghatarozasdhoz, valamint
tobbszoros integralok kiszamolasahoz nyujthatnak segitséget.

e Primitiv fliggvény keresése

C — C tipusu fliggvény primitiv fiiggvényének szimbolikus meghatarozasa-
hoz az opcié nélkiili Integrate eljarast haszndlhatjuk. A program a meg-
adott fiiggvény primitiv fliggvényét a beépitett matematikai fliggvényekkel
prébalja kifejezni. Ha ez sikeriil, akkor az

Integrate[f[x], x]

utasitas eredménye az f fliggvény egyik primitiv fliggvényének az x pontban
vett helyettesitési értéke. Példaul:

Integrate[1/(xs2+x-2), x];
Together[/] /. Logl[x_]1 - Logly_] -> Logl[x/y]
-1 +x
2 +x
3
Integrate[Sqrt[1-Sin[x]42], x]
Sqrt[1 + Cos[2 x]] Tanl[x]
Sqrt [2]
Adott feltételt kielégito primitiv fliggvényt a matematikdaban megszokott
médon hatarozhatunk meg. Példaul igy:

]

Logl

flx_1 := 3x

a=3; b=2;

F[x_] = Integrate[f[x], x] + c;
megoldas = Solve[F[al == b, c];
¢ = megoldas[[1, 1, 21]1;

F[x]
2
23 3 x
-—— +
2 2

(Figyeljik meg, hogy azonnali értékaddssal — lasd a 3.1.4. pontot — defi-
nidltuk az F' fiiggvényt.)
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Primitiv fliggvény meghatarozasat tobb negativ jellegli elméleti ered-
mény is korlatozza. Ismeretes példaul az, hogy bar minden folytonos fiigg-
vénynek van primitiv fliggvénye, azonban van olyan elemi fiiggvény, amely-
nek a primitiv fliggvénye nem elemi fliggvény. Mésrészt: még elemi fiiggvé-
nyek esetében sincs olyan, véges sok 1épést tartalmazé dltaldnos modszer,
amellyel a primitiv fliggvény eldallithat6 lenne. Az analizisben szdmos, jol
koriilhatarolt fliggvényosztalyra dolgoztak ki jol hasznalhaté mddszereket.

1969-ben R. Risch [68] publikélt szamitégépen is megvaldsithaté és elég
nagy fiiggvényosztalyra eredményt add algoritmust. Mddszerének alapja
az, hogy az adott elemi fiiggvényt tgy bontja fel , egyszeri szerkezet”
fliggvények Osszegére, hogy az egyes tagok primitiv fliggvénye mar konnyen
leolvashat6 legyen. (Az eljards hasonlé ahhoz, ahogyan racionélis tortfiigg-
vényeket parcidlis tortekre szoktunk bontani.) A Risch-algoritmus képezi az
alapjat a Mathematica primitiv fliggvényt kereso eljardsanak. Errél részle-
tesebben a [69] dolgozatban olvashatunk.

A Risch-algoritmus komplex fliggvénytani eszkézoket haszndl, ezért a
begépelt egyvaltozés fliggvényt C — C tipusunak tekinti. Ilyen fliggvény
primitiv fliggvényét kiillonb6zé alakokban is el6 lehet allitani. Példaul az

1

f(z) =

(x e C\{—1,i})

fliggvény egyik primitiv fiiggvénye

1 — X

1
F = —1 C\{—1,1}).
Komplex szdmok felhasznaldsa nélkiil (azaz ,,valés alakban”) is megad-
hatjuk a fenti f fliggvény primitiv fiiggvényeit. Példaul

Fy(z) := arctg x (x e C\{—1,i})

is egy ilyen fiiggvény. Az Integrate eljardsba beépitett algoritmusok azt
az elvet kovetik, hogy ha a beadott fliggvény nem tartalmaz komplex szé-
mot, akkor az eredményt is ezek haszndlata nélkiil prébaljak megadni:

Integrate[1/(xa2+as2), x]

x
ArcTan[—]
a

a
Racionalis tortfiiggvények primitiv fiiggvényét a program abban az eset-
ben adja meg, ha a nevez6 zérushelyeit pontosan el6 tudja allitani:



3.4. Analizis 203

Integrate[xa4/ (xa4+5x42+4), x]

2
8 ArcTan[-] ArcTan[x]
x

X + +
3 3

Integrate[1/(xa5+3x+1), x]

Integrate[——————————ig, x]
1+3x+x
Megemlitettiik mar azt a tényt, hogy vannak olyan elemi fiiggvények,
amelyeknek a primitiv fliggvényei nem elemi fliiggvények. Ilyenek példaul a
kovetkez6 fliggvények:

, Tr—e T, x — sin 2.

Mivel a matematika kiilonboz6 fejezeteiben gyakran hasznaljak a fenti fligg-
vények primitiv fliggvényeit, ezért a Mathematicdba beépitették ezeket a
nem elemi figgvényeket is. Példaul:

Integrate[Sin[x]1/x, x]
SinIntegral[x]

Integrate[Exp[-x42], x]
Sqrt[Pi] Erf[x]
2

Integrate[Sin[xa2], x]
Pi 2
Sqrt[— FresnelS[Sqart[—1] xI]
2 Pi

A 3.4.1. pont elején felsoroltuk a tobbi hasonlé tipusi beépitett fiiggvényt
is. Elliptikus integralokat a

‘ Calculus‘EllipticIntegrate’ ‘

programcsomag Integrate fiiggvényével (ez belsé tarsdnak a kiterjeszté-
se) szamolhatunk ki. Péld4ul:

Integrate[1/Sqrt[1-m Sin[phila2], phil
EllipticF[phi, m]

N[EllipticF[0.5, 0.2], 25]
0.5040488135239274
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e Hatarozott integral

R — C tipusu fliggvény hatarozott integraljanak kiszamoldsahoz tobb el-
jarast is hasznalhatunk. Az

Integrate[f[x], {x, x1, x2}]

utasitas hatasara a program az

| r@e = Faa) - Fla)

Newton—Leibniz-formulat alkalmazza. El6szor szimbolikusan meghatarozza
az f fliggvény egy F primitiv fliggvényét, ezutdn veszi az F(xy)— F(z1) kii-
16nbséget. Ha az f fiiggvény folytonos az [z, x3] intervallumon és a program
megtaldlja f egy F primitiv fliggvényét, akkor megkapjuk a kért eredményt.
Példaul:

Integrate[Sqrt[1-Cos[2 x]11, {x, 0, 100 Pil}]
200 Sqrt[2]

Integrate[x+2, {a, b}]

3 3
b a

3 3
Ha a program nem tudja meghatdrozni a beadott fliggvény primitiv fligg-
vényét, akkor eredményként a begépelt sort kapjuk vissza. Ilyenkor az N

eljarast alkalmazva az integral egy kozelité értékét kapjuk meg:
Integrate[x Tanl[x], {x, 0, 1}]
General::intinit:

Loading integration packages -- please wait.
Integrate[x Tan[x], {x, 0, 1}]

N[/]
0.428088

A széban forgé eljardst improprius integralok meghatdrozdsanadl is hasz-
nalhatjuk:

Integrate[1/Sqrt[x], {x, 0, 1}]
2
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Integrate[1/x4(3/2), {x, -1, 1}]
Integrate::idiv: Integral does not converge.
Indeterminate

Integrate[1/x42, {x, 1, Infinity}]
1

Az f figgvény [z1, 2] intervallumon vett hatdrozott integréljdnak egy
kozelit6 értékét az

NIntegrate[f[x], {x, x1, x2}]

utasitas eredménye szolgaltatja. A Mathematica ebben az esetben el6szor az
f fiiggvény helyettesitési értékeit hatdrozza meg az [z1, z3] intervallum bi-
zonyos pontjaiban, majd ezekbdl a fliggvényértékekbol numerikus mddszert
alkalmazva adja meg az eredményt.

Ha az f fiiggvény folytonos az [z, x2] intervallumon, akkor minden eset-
ben megkapjuk a hatdrozott integral egy kozelito értékét. Példaul:

NIntegrate[EaSqrt[x], {x, 1, 3}]
8.27544
Sok esetben az N[Integrate[]] és az NIntegrate eljards ugyanazt az

eredményt adja. Erdemes azonban Gsszehasonlitani a kiértékeléshez sziik-
séges idGtartamot is:

Timing[N[Integrate[x Tan[x], {x, 0, 1}11]
{29.934 Second, 0.428088}

Timing[NIntegrate[x Tan[x], {x, 0, 1}]1]
{2.801 Second, 0.428088}
Az NIntegrate eljarassal improprius integralok és szakadésos fiiggvé-
nyek hatérozott integraljanak kozelito értékét is meghatérozhatjuk:
NIntegrate[1/Sqrt[x], {x, 0, 1}]
2.

NIntegrate[Exp[-x43], {x, 0, Infinity}]
0.89298

Az integrandus szingularitdsat az NIntegrate fliggvény csak az interval-
lum végpontjaiban vizsgalja. Ha olyan fliggvényt adunk meg, amelynek
az integralas intervalluméanak belsé pontjaban van szakadasa, akkor alta-
laban figyelmeztet tizenetek utdn kapunk (esetleg rossz) eredményt. Az
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NIntegrate fliggvény mésodik argumentumaba a szinguldris helyeket is
beirhatjuk:

NIntegrate[f([x], {x, x1, szhl, szh2, ..., x2}]

A Mathematica ebben az esetben kiilonos gonddal vizsgédlja az adott fiigg-
vényt a jelzett pontok kornyezetében:

NIntegrate[1/Sqrt[Abs[x]], {x, -1, 0, 2}]
4.,82843

Ugyanezt a modszert alkalmazhatjuk akkor is, ha példaul szakaszonként
kiillonb6z6 formuldval értelmezett fliggvény hatarozott integraljat szeret-
nénk kiszamitani:

f[x_] := Which[x<0, 0, x<1, xa2, x<2, 2x, x<3, 4, x>=3, 0]
NIntegrate[f[x], {x, -3, 0, 1, 2, 3, 6}]

7.33333

Az NIntegrate fiiggvény 9 opcidjaval (ezekrél a program az

Options[NIntegratel

utasitds végrehajtdsa utdn tdjékoztat benniinket) avatkozhatunk be a ki-
értékelés folyamataba. Megvélaszthatjuk példaul a kiértékelés soran alkal-
mazott értékes szamjegyek szamat és a felhasznalt numerikus moédszert is.
Modosithatjuk a numerikus algoritmusok bizonyos paramétereit is. Itt csak
a Method opcié lehetséges értékeit soroljuk fel:

DoubleExponential Multidimensional
GaussKronrod Trapezoidal

Ennek az opciénak az alapértelmezés szerinti értéke Automatic, ami azt
jelenti, hogy az NIntegrate filiggvény belso algoritmusa valasztja ki a
kiértékelés soran alkalmazott numerikus mddszert.

A fentebb bemutatott példak azt is mutatjdk, hogy az opcidk alapér-
telmezés szerinti értékével szamos esetben megfelel6 eredményt kapunk.
Adott hatdrozott integral ,,j6” kozelité értékének kiszamoldsdhoz az opcidk
alkalmas megvélasztdsa sokszor nem egyszerii feladat. Ehhez sok segitséget
nyujthat a [40] dolgozat, amelyben az opcidk jelentésérol és hasznélatérdl
olvashatunk.

A Mathematica tobb mddszert kindl fiiggvény hatarozott integraljanak
kozelité meghatarozasahoz abban az esetben, amikor a fliggvény helyette-
sitési értékeit csak bizonyos diszkrét pontokban ismerjiik.
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A kovetkezé pontban ismertetett eljardsok valamelyikével példdul foly-
tonos fiiggvényt illeszthetiink az adott pontokra, majd alkalmazhatjuk az
NIntegrate fiiggvényt.

A NumericalMath'ListIntegrate' programcsomagban meglevé

ListIntegrate

fliggvényt is hasznalhatjuk. A Mathematica ebben az esetben interpoldcids
polinomot illeszt az adott pontrendszerre, és az igy kapott fliggvény hata-
rozott integréljat szamolja ki:

<<NumericalMath'ListIntegrate"
adatok = Table[na2, {n, 0, 7}]
{o, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49}

ListIntegrate[adatok, 1]
343

3
Integrate[x+2, {x, 0, 7}]

343
3

A NumericalMath'CauchyPrincipalValue' programcsomag

CauchyPrincipalValue

fliggvényével improprius integral Cauchy-féle foértékének egy kozelitd érté-
két hatarozhatjuk meg.
Tekintsiik példaul az

1
= R\{-1
f@)i=——  (@eR\{-10})
fliggvényt. Mivel a
—€1 1
e </—1/2 LRI RED

hatarérték nem létezik, ezért a
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improprius integral divergens. Bebizonyithaté azonban az is, hogy

lim / @)+ / 1 f(@)dz) = ~In2,

e—040 _ 1/2

Ez a szdm a fenti improprius integral Cauchy-féle féértéke. Ennek egy ko-
zelit6 értékét igy kaphatjuk meg:

<<NumericalMath'CauchyPrincipalValue"
CauchyPrincipalValue[1/(xa2+x), {x, -1/2, {0}, 1}]
-0.693147

InputForm[%]
-0.6931471805596515

A Cauchy-féle féérték pontos értékét is meghatarozhatjuk. Példaul igy:

Clear[f]

flx_1 := 1/(xa2+x)

jobb = Integratelf[x], {x, c»2, 1}1 //.
Log[x_] - Logly_]1 -> Loglx/yl;

resz = Integrate[f[x], {x, -1/2, -ca2}] /.
Loglx_ y_1 -> Loglx] + Loglyl;

bal = ) /. Loglx_] - Logly_] -> Loglx/yl;

bal + jobb /. Log[x_] + Logly_] -> Loglx yl;

Limit[%, c => 0]

Integrate::gener: Unable to check convergence.
L [1]
oo [=
& 2

N[%4] // InputForm
-0.6931471805599453

e Tobbszoros integralok

Az el6zéekben ismertetett eljardasokkal R" — C (n € N\ {1}) tipusu
fliggvény adott tartomanyon vett hatdrozott integraljat szimbolikusan és
numerikusan is meghatarozhatjuk.

A tartomdny lehet példdul R"-beli tégla:

Integrate[x y Sin[xa2 + ya2]l,
{x, 0, Sqrt[Pi/21}, {y, 0, Sqrt[Pi/2]1}]
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Szamitsuk most ki a kovetkez6 hatérozott integralt:

/02/0mmdxdy:/o2 (/mmdx>dy.

0

Integrate[Sqrt[4 y - xa2],
{y, 0, 2}, {x, 0, Sqrt[2y-ya2]}]
4 Pi
3 2
Normaltartomdnyon vett hatarozott integral kiszamolasanal vigyazzunk az
integralas sorrendjének a kijelolésére. Figyeljiik meg, hogy a Mathematica
el6szor az utolséként megjelolt valtozd szerint végzi el az integralast.
Improprius integrdlokat is meghatarozhatunk:

Integrate[1/(xa2+ya2)a2,
{x, 1, Infinity}, {y, -Infinity, Infinity}]
Pi

4

3.4.6. Figgvénykozelitések

Az approximéacidelmélet foglalkozik megadott fliggvény egyszerli szerkeze-
t1i fliggvényekkel valé megkozelitésével. A leggyakrabban haszndlt egyszerii
szerkezetl fliggvények: az algebrai és a trigonometrikus polinomok, a ra-
cionalis fliggvények és a spline-fliggvények szamitdégép segitségével is jol
kezelhetéek. A matematikai programcsomagok ezért az ilyen tipusi prob-
lémak tanulméanyozasdhoz is sok segitséget adhatnak.

A legegyszeriibb esetben az approximalandé fliggvény az [a,b] C R in-
tervallumon folytonos, valés értéki fiiggvények C([a,b]) szimb6lummal je-
161t halmazdhoz tartozik. Fliggvények tavolsdgat mér ebben a halmazban
is tobbféle mdédon értelmezhetjiik. Egyszertien bebizonyithaté példaul az,
hogy a

0 (f,9) 1= max (@)~ g(@)] (g€ Cllab) 1)
és a .
0s(f.9) = / @) - g@)Pde  (f.g € Cllab)) 2)

fiiggvény mindegyike metrika a C([a, b]) halmazon.
Jeloljiik G-vel az egyszerli szerkezetti fiiggvények valamely adott hal-
mazat. Ez lehet példdul legfeljebb n-edfoku (algebrai) polinomok halmaza.
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Tekintsiink egy o metrikét is a C([a, b]) halmazon. Az approximaciéelmélet
alapvetd problémai az imént jelzett (specidlis) esetben a kovetkezok:

e Adott f € C([a,b]) fiiggvényhez létezik-e olyan G-beli ¢(f) elem,
amelyre

o(f,e(f)) =nf{o(f,g) : g€ G} =: Ea(f)

e Ha f-nek létezik a fenti tulajdonsagu legjobb megkizelitése, akkor az
vajon egyértelmiien meg van-e hatarozva.

o Létezés és egyértelmiliség esetén hogyan lehet meghatarozni vagy jel-
lemezni az f fiiggvényt legjobban megkdzelité ¢(f) elemet.

e Hogyan lehet az Eq(f) szdmra jol hasznédlhaté alsé és fels6 becslést
megadni.

Alkalmas tipusu G halmazok és kiilonb6z6 metrikak megvélasztasa ese-
tén bizonyithaté az, hogy minden f € C([a,b]) fiiggvényhez egyértelmii-
en létezik a fenti tulajdonsdgi ¢(f) fiiggvény. Ennek explicit elééllitasara
nincs altalanos mddszer. Az approximéciéelméletben szamos olyan maéd-
szert dolgoztak ki, amely segitségével adott fliggvényt jol kozelité G-beli
elem explicit médon eloallithaté.

Ebben a pontban a Mathematicinak azokat az eljarasait soroljuk fel,
amelyek segitségével adott fliggvényhez kozeli, jél kezelhet6 fliggvényeket
(algebrai és trigonometrikus polinomokat, raciondlis fiiggvényeket, illetve
spline-fliggvényeket) konstrudlhatunk.

Az approximéciéelmélet megfeleld tételeinek és a Mathematica egyéb el-
jarasainak felhaszndlasaval vizsgalhatjuk meg azt, hogy a kapott egyszerii
szerkezet fiiggvények milyen kozel vannak a megadott fliggvényhez. Ezek-
kel a kérdésekkel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

¢ Polinomapproximacié

Elegend&en sokszor differencialhaté R — R tipusu f fliggvény a pont korili
n-edrendl Taylor-polinomjat a

Normal[Series[f[x], {x, a, n}] ‘

utasitds eredménye adja meg. Példaul:
Normal[Series[xax, {x, 1, 3}1]

3
2 (-1 + x)
(-1 +x) + f+ X
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A figgvénynek és kiilonb6z6 rendii Taylor-polinomjainak dbrézolasaval
gyorsan kaphatunk informéciot a kozelités pontossdgardl. Az f(x) := sinx
(r € R) fliggvény a := 0 pont koriili harmad- és hetedrendii Taylor-poli-
nomjait példaul igy szemléltethetjiik:

f[x_]1 = Sin[x];
x0 = -3/2 Pi; x1 = 3/2 Pi; a = 0
t7 = Normal[Series[f[x], {x, a, 7}1]

3 5 7
X X

X
— +
6 120 5040

t3 = t7[[{1, 2}]1]

3
X
x - —

6
Plot[{f[x], t3, t7}, {x, x0, x1}, PlotRange -> {-2, 2},
PlotStyle -> {{Thickness[0.006]1},
{Dashing[{0.05, 0.02}1}, {}}]

X -

\ 210F
L
\\ \\
40 '\ 21 20 \‘\ 40
N\ -10 \
» \
20| \

Szintén a Series eljarassal kaphatjuk meg C — C tipusu analitikus
fliggvény Laurent-sorédnak szeleteit:

Series[1/Logl[1+z], {z, 0, 4}]

2 3 4
1 1 z z 19 z 3z
+

z 2 12 24 720 160
Series[Sin[1/z], {z, 0, 2}]

1
Series[Sin[-], {z, 0, 2}]
zZ
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Series[Exp[1/z], {z, Infinity, 3}]
4
! 0[1]
7 * 3 ULz
z 2 z 6 z z

Hatvanysorokkal kapcsolatos vizsgdlatoknal a

DiscreteMath‘RSolve®

programcsomag alabbi fliggvényei jelenthetnek segitséget:

ExponentialGeneratingFunction PowerSum
ExponentialPowerSum SeriesTerm
GeneratingFunction

Tekintsik példaul az
z+1
=— 1
f@)= T @ERVLD

fiiggvényt. A 0 pont koriili Taylor-sordnak egyiitthatéit a SeriesTerm
eljaras adja meg:

SeriesTerm[ (1+x)/(1-x)42, {x, 0, n}l;

Simplify[/]

1+2n
Mivel

Limit[(2n+1)a(1/n), n -> Infinity]
1

ezért a Cauchy-Hadamard-tétel alapjan
oo
f(z) = Z(Qn + 1)z (x € (—-1,1)).
n=0
A PowerSum eljdrdssal szamos hatvanysor Osszegfiiggvényét allithatjuk
el6. Példaul:
PowerSum[2n+1, {x, n, 0}];
Simplify[/]
1+ x
2
(-1 + x)

A GeneratingFunction kiilsé fliggvénnyel pedig olyan hatvanysor 6sz-
szegfliggvényét kaphatjuk meg, amelynek az egytitthatéi rekurziv 6sszefiig-



3.4. Analizis 213

géssel vannak megadva. Példaul:

GeneratingFunction[{(n+1) a[n+1]==(n+3) a[n], al[0]==1},
a[n], n, x]

-3
{1 -x)

Interpoldcios polinomokat az

InterpolatingPolynomial

bels6 fliggvénnyel hatarozhatunk meg. Lagrange-féle interpolédciés polino-
mot példaul igy:

InterpolatingPolynomiall
{{-1, 1/2}, {1/29 2}9 {29 -1}3 {39 -2}}9 x];
Simplify[%]

2 3
94 - x - 61 x + 14 x
40

Ellenérizziik a kapott eredményt:

pilx_1 = % ;
{p1[-11, p1[1/2]1, pi[2]1, p1[31}

{1 2 1 2}
2 3 3 3
Hermite-féle interpolacids polinomokat igy szamolhatunk ki:

InterpolatingPolynomial[{{-2, -25},
{1, {2, 3}}, {4, {1019, 1278, 1280}}}, x];
Simplify[%]

5
3-2x+x

Ezt az eredményt is ellenorizziik:
p2[x_1 = %;
p2[-2]
-25

{p2[11, p2'[1]1}
{2, 3}

{p2[41, p2'[4], p2’'[4]}
{1019, 1278, 1280}
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A NumericalMath'Approximations' programcsomagban talalhaté
MiniMaxApproximation eljirds a Remez-algoritmust alkalmazza adott
folytonos fiiggvényt az (1) metrikdban legjobban megkozelité algebrai po-
linom numerikus eldallitdséra. Ismeretes, hogy minden f € C([a,b]) fligg-
vényhez egyértelmiien létezik olyan P € P,, polinom (P, jeloli a legfeljebb
n-edfoku algebrai polinomok halmazat), amelyre

0oo(f, P) = nf{o(f,p) : p € Pu}.
Ennek a P polinomnak egy kozelitését kaphatjuk meg a

MiniMaxApproximation[f[x], {x, {a, b}, n, 0}]

utasitassal. Példaul:

<<NumericalMath'Approximations"
MiniMaxApproximation[1/(1+x), {x, {0, 2}, 1, 0}]

{{0, 1., 2.}, {0.8571428571428571 -
0.2857142857142857 x, 0.14285714285714285}%}

Figyeljiik meg azt, hogy az eredmény két listabdl allo lista. Az elsd lis-
ta tartalmazza azokat a pontokat, amelyekben a fliggvénynek és a kapott
polinomnak az eltérése maximalis. A maéasodik lista elsé eleme a keresett
polinom, a masodik pedig a fiiggvénynek és a kozelité polinomnak a g
tavolsiga.

Ha az approximdlé polinom fokszamat noveljiik, akkor persze jobb ko-
zelitést kapunk:

MiniMaxApproximation[1/(1+x), {x, {0, 2}, 10, 0}];
Last[4[[2]11]

-6
1.0223673529609311 10

A Mathematicdnak ez az eljardsa adott f € C([a,b]) fliggvényhez olyan
Q € P,, polinomot prébal meghatarozni, amelyre
p(x)

Qlz) .

max |1 — ‘—mln max ‘1——

z€[a,b] f(x) PEP, x€[a,b] f(z)
ezért azokban az esetekben, amikor az adott intervallumon az f fiiggvény
nulla értéket is felvesz, az eljards kézvetlenil nem haszndlhaté. A [3] refe-
renciakonyvben van példa arra, hogy az ilyen fiiggvényeket hogyan lehet
kezelni. Sziikség esetén innen kaphatunk segitséget az eljaras szamos opci-
0janak hasznélatahoz is.

)
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e Racionadlis approximacié

Padé-féle kozelitésekhez a Calculus‘Pade' programcsomagot hasznal-
hatjuk. A

| Padel[f[x], {x, 2, m, k}] |

utasitds eredménye olyan r = p/q raciondlis fiiggvény, amelynek a szdmla-
16ja m-edfoki, a nevezdje pedik k-adfoku polinom, és r kielégiti a kovetkezd
feltételeket:

f(i)(a):r(i)(a) (i=0,1,2,--- ,m+ k).

A k = 0 esetben az f fiiggvény a pont koriili m-edfoki Taylor-polinomjat
kapjuk:
<<Calculus‘'Pade"

Pade[Exp[x], {x, 0, 3, 3}]1;
pdl = Simplify[%]

2 3
120 + 60 x + 12 x + X

120—60x+12x2—x3
A Taylor-polinomokhoz hasonléan ezek a fliggvények is a megadott pont-
nak csak valamely kis kornyezetében adnak jé kozelitést. Az approximécié
pontossagat tetszoleges intervallumon is novelhetjik, ha az

‘ EconomizedRationalApproximation ‘

fiiggvényt (ez szintén a fenti programcsomagban taldlhat6) hasznéljuk:

EconomizedRationalApproximation[Exp[x],
{x, {'19 1}9 3, 311 H
pd2 = Simplify[%]

2 3
933217 + 466608 x + 93120 x + 7680 x

2 3
933217 - 466608 x + 93120 x - 7680 x

A fenti kozelitések pontossagat szemléltethetjiik a kovetkezd utasitdsok
segitségével:

abral = Plot[pdl - Exp[x], {x, -1, 1},
Ticks => {{_1, 1}9 {2- 101\(-8)}}9
DisplayFunction -> Identity];
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abra2 = Plot[pd2 - Exp[x], {x, -1, 1},
Ticks -> {{-1, 1}, {4. 10~(-7)}},
DisplayFunction -> Identity];

Show[GraphicsArray[{abral, abra2}],
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

Felhasznalhatjuk még a NumericalMath'Approximations' program-
csomag alabbbi eljarasait is:

GeneralRationalInterpolation
GeneralMiniMaxApproximation
MiniMaxApproximation
RationalInterpolation

Interpoldcios feltételeknek eleget tevo raciondlis fliggvényt igy hatéroz-
hatunk meg:

RationalInterpolation[Cos[x], {x, 2, 2},
{-Pi/2, -Pi/4, 0, Pi/2, Pi/4}];
N[%, 6]

-18 2
1. - 7.74777 10 x - 0.405285 x

-17 2
1. + 4.16334 10 x + 0.0983386 x
Az el6z6 alpontban ismertetett MiniMaxApproximation fiiggvényt ra-

cionalis fiiggvényekre is hasznalhatjuk:

MiniMaxApproximation[Cos[x] + 4, {x, {0, Pi/2}, 2, 2}]1;
NLALCL2, 111, 6]

2
5.00022 - 0.459931 x + 0.162379 x

2
1. - 0.0906869 x + 0.126493 x

e Spline-approximacié

Adott sikbeli pontokon atmend interpoldcids spline-fligguvényt az

Interpolation

bels6 fliggvénnyel konstrualhatunk. Az illesztésnél alkalmazott polinomok
fokszamét az InterpolationOrder opciéval adhatjuk meg. Példaul:

adatok = Table[{x, Cos[x]}, {x, 0, 6}]1;
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Interpolation[adatok, InterpolationOrder -> 1]
Plot[/4[x], {x, 0, 6}]

Ismeretes, hogy egynél nagyobb fokszamu interpolacids spline-fiiggvé-
nyek egyértelmii meghatarozasahoz az adott pontokon kiviil tovabbi mel-
lékfeltételek megadésa is sziikséges. A felhasznalénak nincs lehetGsége az
altala alkalmazni kivant mellékfeltételek kdzvetlen megadasara.

A Graphics‘Spline‘ programcsomag

valamint a NumericalMath'SplineFit"‘ programcsomag

‘ SplineFit ‘

fliggvényével adott sikbeli pontokhoz konstrudlhatunk egyrészt harmadfoku
természetes, masrészt Bezier-féle splinegorbéket. A két eljaras lehetOségei
megegyeznek, kiilonbség csupan a gorbék megjelenitésének modjaban van.
Péld4ul:

pOIltOk = {{090}9 {192}9 {-193}9 {091}9 {390}};

<<Graphics‘Spline"

Show[Graphics[{PointSize[0.02], Point /@ pontok}],
Graphics[Spline[pontok, Cubic]]]

<<NumericalMath'SplineFit"*

SplineFuggveny = SplineFit[pontok, Cubic]

ParametricPlot[SplineFuggveny[u], {u,0,4},
PlotRange -> All, Compiled -> Falsel

e Trigonometrikus sorok

Az R halmazon periodikus, komplex értékeket felvevd fiiggvény trigono-
metrikus Fourier-soranak tanulmanyozasanal az

Integrate NIntegrate

belso fliggvényeken kivil a
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Calculus‘FourierTransform"

programcsomag alabbi eljarasait is hasznédlhatjuk:

FourierCosSeriesCoefficient
FourierCosTransform
FourierExpSeries
FourierExpSeriesCoefficient
FourierSample
FourierSinSeriesCoefficient
FourierSinTransform
FourierTransform
FourierTrigSeries
InverseFourierCosTransform
InverseFourierSinTransform
InverseFourierTransform

A programcsomagban a fenti eljarasok (amelyek a pontos eredményt pro-
baljak meghatérozni) numerikus tarsat is megtalalhatjuk. A felhasznélhaté
fliggvények nevét az

TNF*

utasitas végrehajtdsa utan ismerhetjiik meg.

Tekintsiik most azt az f : R — R 27 szerint periodikus fliggvényt,
amelyik a (—,0] intervallumon nulldval, a (0, 7] intervallumon pedig 7-
vel egyenld. Meghatarozzuk és abrazoljuk az f fliggvény Fourier-soranak
néhany részletosszegét.

A szamolasokat pontosan is elvégezhetjiik, ha a fliggvényt igy értelmez-
ziik:

<<Calculus‘DiracDelta‘
f[x_] := Pi*UnitStepl[x]

Most kiszamoljuk az f fiiggvény Fourier-soranak egyik részletosszegét:
<<Calculus‘FourierTransform*
FourierTrigSeries[f[x], {x, -Pi, Pi}, 5]
2 Sin[3 x] 2 Sin[5 x]
+
3 5

A fiiggvényt és Fourier-sordnak elsé néhany részletosszegét igy abrazolhat-
juk:

Pi
>y + 2 Sin[x] +
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szeletek = Table[Sum[%[[k]1], {k, 1, n}], {n, 1, 4}]1;
Plot[Evaluate[Flatten[{f[x], szeletek}]],

{x, -Pi, Pi},

Ticks -> {{-Pi, Pi}, {Pi}}]

Pi0

Pt X XS Pi0

A Fourier-transzformdltat az irodalomban kiilénb6z6 médon szokés ér-
telmezni. A

‘ FourierTransform ‘

kiils6 figgvény az f : R — R fliggvényhez az
+oo
F(x) = A/ f()ePtat (x € R)

Fourier-transzforméltat szamolja ki, ahol az A és a B szam alapértelmezés
szerinti értéke 1. Ezeket az adllanddkat vagy a
$FourierOverallConstant és a $FourierFrequencyConstant
rendszervaltozéval, vagy pedig a
FourierOverallConstant és a FourierFrequencyConstant

opciéval valtoztathatjuk meg. Példaul:

$FourierOverallConstant = 1/Sqrt[2 Pil;
$FourierFrequencyConstant = -1;
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FourierTransform[Exp[-as2 t42], t, x]
1

2 2
x /(4 a)
Sqrt[2] a E
InverseFourierTransform[’, x, t]
2 2
t )

_(a

Megemlitjik még azt, hogy a

Fourier InverseFourier

belso fliggvények a diszkrét Fourier-transzformdltat hatarozzak meg.

e Négyzetes kozelitések

Legyen (z;,y;) € R? (i=1,2,---,n; n € N) adott pontrendszer és tegyiik
fel, hogy g; (j = 1,2,---,m; m € N) legaldbb az z; (i = 1,2,---,n)
alappontokban értelmezett R — R tipust fiiggvény. A

Fit[{{x1, yi},...,{xn, yn}}, {gilx],...,gmlx]}, xI

utasitas hatdsara a Mathematica a legkisebb négyzetek modszerével nume-
rikusan hataroz meg olyan

m
Glx) =) ¢jg;(x)
J=1
fliggvényt, amelyre a kovetkezo egyenléség teljesiil:
n n n

Z(yZ —G(x;))? = inf{Z(yZ- — Zajg(:cj))Q ta; €R; j=1,---,m}.

i=1 =1 Jj=1
A lehetoségeket illusztralja a kdvetkezd utasitassorozat:

alappontok = Table[{xa2, xa(1/4) + x - 2}, {x, 0, 4}]
abral = ListPlot[alappontok,
PlotStyle -> PointSize[0.01]1]
Fit[alappontok, {1, x , xa2}, x]
abra2 = Plot[%, {x, 0, 16}]
Show[abral, abra2]
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Ha gj(x) := 277! (j = 1,2,---,m), akkor a fenti illesztési feladat egy
olyan linedris egyenletrendszer megoldasahoz vezet, amelynek az egyiittha-
tématrixa Hilbert-matrix, és ez klasszikus példdja a gyengén meghatarozott
matrixoknak. A feladat numerikus megoldédsa soran viszonylag kicsi m ese-
tén is a kerekitésekbol adédé hiba mértékteleniil megnovekszik. Ismeretes,
hogy ez a numerikus instabilitds igy javithaté, hogy a g; alapfiiggvények he-
lyett a megadott diszkrét pontrendszerre ortogonalis polinomokat vesziink
alapfiiggvényeknek. Ezt a mddszert alkalmazza a

NumericalMath‘'PolynomialFit"®

programcsomag PolynomialFit filiggvénye is. Példaul:

<<NumericalMath'PolynomialFit"*

adatok = Table[{x, Random[Real, {-1, 1}] + xa2},
{x, -2., 2., 0.05}]

p = PolynomialFit[adatok, 2]

Plot[p[x], {x, -2, 2}]

Expand[p[x]]

Megemlitjiik még azt is, hogy a c¢; paraméterekben nemlinedris illesztési
feladatok megolddsahoz a

Statistics‘NonlinearFit®

programcsomag NonlinearFit fliggvénye adhat segitséget. Alkalmazdséra
a 3.11. szakaszban mutatunk példat.

3.4.7. Vektoranalizis

A Calculus‘VectorAnalysis' programcsomagban meglevé fliggvények
a vektoranalizis alapvet6 fogalmainak hasznalatakor nyujthatnak segitsé-
get. Olvassuk be ezt a programcsomagot:

<<Calculus‘VectorAnalysis"

e Koordinata-rendszerek

Szamos problémanal a derékszogli koordinaték helyett jéval elonyosebb maés
koordindtakat alkalmazni. A leggyakrabban hasznélt
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derékszogii (Cartesian[x, y, z])
henger (Spherical[r, theta, phil) és
gombi polar (Cylindrical[r, phi, z])

koordinata-rendszerek mellett a kovetkezokkel is dolgozhatunk:

Bipolar OblateSpheroidal
Bispherical ParabolicCylindrical
ConfocalEllipsoidal Paraboloidal
ConfocalParaboloidal ProlateSpheroidal
Conical Toroidal
EllipticCylindrical

(Ezek pontos definiciéja [3]-ban sziikség esetén megtaldlhatd.)
A koordinédta-rendszerek jellemzésére, illetve megvalasztasukra az alabbi
fliggvények hasznalhatok:

Coordinates[ ]
CoordinatesFromCartesian
CoordinateRanges|[ ]
CoordinateSystem
CoordinatesToCartesian
Parameters[ ]
ParameterRanges[ ]
SetCoordinates

Az alapértelmezésben hasznalt koordindta-rendszer nevérél, a koordind-
tak elnevezésérol és lehetséges értékeikrdl igy tajékozodhatunk:

CoordinateSystem

Cartesian

{Coordinates[], CoordinateRanges[]}

{{x, y, z}, {-Infinity < x < Infinity,
-Infinity < y < Infinity, -Infinity < z < Infinity}}

Az alapértelmezésben hasznalt koordindta-rendszert is médosithatjuk:

SetCoordinates[Sphericall
Spherical [r, theta, phi]

CoordinateRanges[]

{0 <= r < Infinity, O <= theta <= Pi, -Pi < phi <= Pi}
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Tovabbi lehetéségeket illusztralnak az alabbi példéak:

CoordinatesToCartesian[{r, theta, z}, Cylindricall
{r Cos[thetal], r Sin[thetal], z}

CoordinatesFromCartesian[{x, y, z}, Cylindricall

2 2
{Sqgrtlx + y 1, ArcTan[x, yl, z}

e Miiveletek vektorokkal

Vektorok skalaris, vektoridlis és vegyesszorzatat kiilonb6z6 koordinata-rend-
szerekben is meghatarozhatjuk:

DotProduct [{ul, u2, u3}, {vi, v2, v3}, Cylindricall
u3 v3 + ul vl Cos[u2] Cos[v2] + ul vl Sin[u2] Sin[v2]

CrossProduct[{ul, u2, u3}, {vi, v2, v3}, Cartesianl]
{-(u3 v2) + u2 v3, u3 v1 - ul v3, -(u2 vi) + ul v2}

ScalarTripleProduct[

{u1, u2, u3}, {vi, v2, v3}, {wi, w2, w3}, Cartesian]
-u3 v2 wl + u2 v3 wi + u3 vl w2 - ul v3 w2 -

u2 vl w3 + ul v2 w3

e Skalarmezok és vektormezok

Skaldrmezé (azaz R* — R tipusi fiiggvény) gradiens vektorat a Grad
eljarassal szamolhatjuk ki:

Grad[x Exp[y] + xa2 za2 - ya3 x, Cartesian]
y 3 2y 2 2
{f€" -y +2xz ,E x-3xy,2x z}

Grad[U[r, theta, z], Cylindricall

(0,1,0)
(1,0,0) U [r, theta, z]
U [r, theta, z],

{
(0,0,1)
U

B

r
[r, theta, z]}

Vektormezd (azaz R?® — R? tipust fiiggvény) dbrazoldsardl a 3.5. sza-
kaszban fogunk szoélni. Divergencidjukat a Div, rotaciéjukat pedig a Curl
fliggvénnyel kapjuk meg:
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vix_, y_, z_1 := {x/y, y/z, x z}
Div[v[x, y, z], Cartesianl]

1 1
X + - + —
y z
A/l. {x->1,y->2, z->3}
11
6
Curl[v[x, y, z], Cartesian]
y X
{2, z, 2}
z y

A JacobianMatrix[pt, krsz] megadja a krsz koordindta-rendszer-

c s

pt pontban. A JacobianDeterminant [pt, krsz] utasitassal pedig en-
nek a matrixnak a determinansat kaphatjuk meg.
A Laplace- és a biharmonikus operatorral is dolgozhatunk:

Laplacian[u[r, theta, z], Cylindricall]

(0,2,0)
(0,0,2) u [r, theta, z]
T u [r, theta, z] +
r
(1,0,0) (2,0,0)
u [r, theta, z] r u [r, theta, z]) / r
Biharmonic[u[x, y, z]1]
(0,0,4) (0,2,2) (0,4,0)
u [x, y, zZ1 +2u [x, y, z1 +u [x, y, z] +
(2,0,2) (2,2,0) (4,0,0)
2 u [x, vy, z] +2u [x, y, z] +u [x, y, 2]

Azonossagokat is igazolhatunk:

Div[Grad[ul[x, y, z], Cartesian], Cartesian] ==
Laplacian[ulx, y, z], Cartesian]

True

Curl[Grad[ulx, y, z], Cartesian], Cartesian]
{0, 0, O}
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3.5. Differencialegyenletek

Az analizis egy bonyolultabb, 6nmagaért is vizsgalt és az alkalmazdsokhoz is
kozelalld fejezetéhez érkeztiink. Meg fogjuk mutatni, hogy a leggyakrabban
el6keriilé problémak megoldasahoz hogyan lehet hozzafogni, ha a Mathema-
ticdt is segitségil hivjuk.

Tobb konyvet is szenteltek méar a differencidlegyenletek és a Mathemati-
ca kapcsolatanak. Ezek koziil Abell és Braselton [1] konyve arra torekszik,
hogy egyszeri specialis alaka differencidlegyenletek megoldasara hasznalt
moédszereket reprodukaljon, a Mathematicdval végeztetve a részletszamita-
sokat.

Vvedensky [86] konyve kozonséges és parcidlis differencidlegyenletekrol
sz0l, elsé ranézésre a fentinél sokkal jobbnak latszik, mivel alaposan kihasz-
nélja a Mathematica lehet6ségeit és sok feladatot tartalmasz.

Megemlitjiik még Coombs és munkatdrsainak 1j konyvét [16].

Ebben a szakaszban tulnyomoérészt kozonséges differencidlegyenletekrol
lesz szd; ha a kozonséges jelzot elhagyjuk, ilyenekre gondolunk. Parcialis
differencidlegyenletek koziil az elsOrendiiek — egy ujabb programcsomag
felhasznélasdval — hasonléan kezelhetOk, mint ahogyan , papiron-ceruza-
val”. Méasodrendii (linedris) egyenletekre vonatkozé feladatok koziil csak
igen egyszeriiek oldhatok meg Laplace-transzformacio, hatvanysoros vagy
Fourier-médszer segitségével. Végiill — ahogyan mas szerzék is megteszik
a differencialegyenletek targyaldsanal — a varidciészamitas legegyszeriibb
feladatairdl is szt ejtiink.

Ezt a bevezeto részt néhany altalanos tandccsal zarjuk. Differenciéle-
gyenletek megoldasandal igen gyakran el6fordul, hogy figyelmezteté vagy
hibatizeneteket kapunk. Ezutan még el6fordulhat, hogy végiil megkapjuk a
helyes eredményt. Amiatt sem érdemes tiirelmetlenkedniink, hogy az ered-
mények esetleg igen sokd sziiletnek meg, ugyanis egy differencidlegyenlet
megoldasa esetenként néhanyszor tiz percig vagy még tovabb is eltarthat,
szemben az egyszeri feladatokndl megszokott masodpercekkel.

3.5.1. Iranymezo6 két és harom dimenzidéban

Kezdjiik azzal, amivel a tankonyvek és példatarak tobbsége is kezdi: dbra-
zoljuk néhany differencidlegyenlet iranymezdjét. Kétvaltozds egyenletekhez
a Graphics‘PlotField"‘ programcsomag fiiggvényeit hasznalhatjuk:
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ListPlotVectorField PlotPolyaField
PlotGradientField PlotVectorField
PlotHamiltonianField

Els6 példaként nézziik meg a Lotka—Volterra-egyenletet:

<<Graphics‘PlotField"*
PlotVectorField[{x - x y, x y - y}, {x, 0, 2}, {y, 0, 2}]

777
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Ha adott egy valds értékli igynevezett potencidlfiiggvény, amelynek gra-
diense a differencidlegyenlet jobb oldala, akkor gradiens-rendszerrel van
dolgunk. Az ilyenek iranymezéjének megrajzolasahoz elegendd a potencidl-
fliggvényt megadni:

PlotGradientField[-x + ya2, {x, 0, 4}, {y, -2, 2},
AspectRatio->Automatic]

Ugyanilyen egyszerlien lehet megrajzolni olyan egyenletek irdnymezdjét is,
amelyek jobb oldala egy Hamilton-féle fliggvénybodl szarmazik derivélas tt-
jan:

PlotHamiltonianField[-x + ya2, {x, 0, 4}, {y, -2, 2},
ScaleFunction->(3&), AspectRatio->Automatic]

Az ugyanazon fliggvénybol szarmazé gradiens-rendszer és Hamilton-rend-
szer trajektéridi ortogondlisak egymadsra, ez az irdnymezékon is jol latszik:
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Show [./o ’ ./l./o]
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Megadhatunk egy komplex fliggvényt is ahhoz, hogy ezt Pdlya-féle repre-
zentaciéban hasznaljuk irdnymezo készitésére. (Cauchy, Riemann és Erugin
éppigy lehetne a névadé.) A megadott fliggvény valds része a jobb oldal elsd,
képzetes része pedig méasodik koordinatafiiggvénye. Legyen a = 1.5,2.0, 4.0,

és ezekkel az értékekkel szamitsuk ki az alabbi fiiggvényt:

ppfla_] := PlotPolyaField[(x + I y)a4 - 1,
{x, -a, a}, {Ys -a, a}]

ppf[4.0]
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Mivel a z +— 2z* — 1 fiiggvénynek a negyedik egységgyokok a gyokei, ezért
ezen pontok kozelében kicsi a vektorok hossza.

A ListPlotVectorField fiiggvény alkalmazhaté akkor, ha a jobb ol-
dalt egy tabldzat (példaul mérési adatoké) adja meg; vagy akkor, ha meg-
hatarozott pontokban adott nagysagu vektorokat akarunk csak kirajzolni.
Ez utébbira mutatunk példat:

1pvEf[s_]:=ListPlotVectorField[Table[{{Sin[u], Cos[ul},
{us2 Sin[2ul, us2 Cos[2ul}}, {u, 0, 2 Pi, Pi/16}],
ScaleFunction->(s &)]

Ha most s = 0.1 és s = 1 kozotti értékekre elkészitjiik az abrakat és az
eredménybdl animacios filmet készitiink (kijeldljiik az dbrakat, majd rakat-
tintunk a filmszalagot mutaté ikonra vagy a megfelel6 meniipontra), akkor
egy liktetd (bér kissé sz6ros) sziv jelenik meg el6ttiink!

Bizonyos esetekben még harom dimenziéban is attekintheto az irdnyme-
z6. Ehhez a Graphics‘PlotField3D" programcsomag alabbi fliggvényei
hasznalhatoéak:

ListPlotVectorField3D PlotVectorField3D
PlotGradientField3D

Hivjuk be a programcsomagot:
<<Graphics‘PlotField3D"

A vélasz egy figyelmeztetd lizenet, amely szerint a ScaleFunction és a
MaxArrowLength azonosité tobb Osszefliggésben is eléfordul, s valamelyik
definiciéjuk elfedheti a masikat.

Tanulméanyozzuk most a Lorenz-egyenletet dinamikai szempontbdl ér-
dekes paraméterértékek esetén! Ezeket az értékeket gy valasztottuk meg,
hogy az egyensiilyi helyzetek szdma és mindsége kiilonbo6zo legyen:

s = 103 b = 8/3;

lorenz[r_] := PlotVectorField3D[
{s(y-x),rx-y-x2z,xy-D>b 2z},
{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, 1, 3}]

Tanulsédgos lehet megvizsgalni r kovetkezd értékeit: 0.9, 1.1, 20, 24.5, 25.

3.5.2. Megoldas kvadraturaval

Linedris, valamint egyszeri szerkezetli nemlinearis egyenletek megoldasat
elvarjuk a matematikai programcsomagoktol. A szokdsos kritérium az, hogy
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Kamke [38] gytijteményébdl mennyit képesek megoldani. A Mathematica
néhany kivételével mindet megoldja, és nemcsak explicit megoldasokat ad,
hanem — amikor csak erre van mod, vagy ez az egyszeriibb — implicite-
ket is. Mivel ranézésre egy egyenletrél még nagy gyakorlat mellett is nehéz
eldonteni, hogy megoldédsa mennyire konnyl vagy nem, ezért érdemes vizs-
galdodasunk legelején behivni a

Calculus‘DSolve' csomag DSolve fiiggvényét, |

amely azonos nevii, de nagyobb teljesitOképességii, mint bels6 tarsa.

Az eredményeket érdemes mindig ellendrizni. Gray [29] sok egyéb szem-
pontbdl is kivéald konyvében ezt mindig megteszi; ebbdl kideriil, hogy maga
az ellenérzés sem mindig teljesen trividlis. Az alabbiakban erre csak néhdny
példat mutatunk.

El6szor egy negyedrendi linearis egyenletet oldunk meg;:

egyenlet =
(-15-16x44) y[x] + 24x y’[x] - 24x+2 y’’[x] +
32xa3 y’ ' '[x] + 16x44 y’’’’[x] == 0;

ered = DSolve[egyenlet, y[x], x1;

e Hivatkozasi médok

Az eredmény egy olyan (esetiinkben kozlésre nem méltéan hosszi) lista,
amelynek elsé és egyetlen eleme egy lista, amelynek egyetlen eleme egy —
lokalis értékaddsban felhasznalandé — transzformdcios szabdly. Mindezek
alapjan a megoldds x helyen vett helyettesitési értékére — amit tovabb
szeretnénk egyszertisiteni — az ered[[1, 1, 2]] jellel hivatkozhatunk,
hiszen az ered nevet adtuk az egész eredménynek. (A névadds igen kifi-
zet6dd befektetés, ugyanis a % jelnek és rokonainak hasznélata a legkisebb
javitds vagy modositds esetén is hibdkra vezet.)
A kapott eredmény attekinthetetlen, de egyszeriibb alakra lehet hozni:

egyszeru = Factor[Together[PowerExpand[ered[[1, 1, 2]1]11]]

1/8 3/4 1/4
(-1 (-C(-1) C[1] Cos[x]l) -(-1) C[3] Cos[x] -
3/4 1/4
(-1) C[1] Cosh[x] + (-1) C[3] Cosh[x] +
C[2] Sin[x] - I C[4] Sin[x] +
C[2] Sinh[x] + I C[4] Sinh[x]))/
(Sqrt[2Pi3] Sqrt [x])



230 3. Fejezetek a matematikabol

Az Olvaséra (feladatul) hagyjuk annak kiGtlését, hogy az eredményt mi-
képpen lehet gy atalakitani, hogy a négy trigonometrikus fliggvény mind-
egyike csak egyszer szerepeljen — a megfelel6 egytitthatékkal.

Mint lathaté, a DSolve fiiggvény harom argumentuma koziil az els
az egyenlete(ke)t tartalmazza, beleértve a kezdeti és peremfeltételeket is.
Szintaktikai akadalya nincs, hogy szokatlan (példdul nemlinedris, vagy ha-
tarértékre vonatkozd) feltételekkel egészitsiik ki a differencidlegyenleteket;
esetenként még kaphatunk is megoldast. A masodik argumentum a meg-
oldasfliggvény vagy annak helyettesitési értéke. Ha a megoldast az egyen-
letbe vissza szeretnénk helyettesiteni, akkor az elsé lehetdséget valasszuk,
hogy (egyszertien) ki tudjuk szdmolni a sziikséges derivéltakat is. Egyéb-
ként pedig dltaldban a masodik lehetOség az attekinthetébb. A harmadik
argumentum a fiiggetlen véltozé(ka)t tartalmazza.

A harom argumentum barmelyikét listaként kell megadni, ha egynél tobb
Osszetevije van.

A kovetkezd feladatban az egyenletben bemenetként szerepel egy egy-
ségugrasfliggvény. Ennek az egyenletnek a megolddsa kézben megismerke-
diink a megoldasra valé hivatkozas egy masik médjaval is:

<<Calculus‘DiracDelta‘

phi = DSolvel
{y’[x] + 3 y[x] == 6 UnitStep[x + 0.2], y[0] == 1},
y, x1[[1, 1, 21];

A megoldésfiiggvény tehdt — a fentiek értelmében — . Erdemes &brézolni
ezt a fliggvényt — a szokdsos médon:

Plot[phi[x], {x, -0.5, 0.5}]

A legegyszerlibb hivatkozéasi méd tehat a kovetkezo:

psi = DSolvel[{y’[x] == 1 - y[x]1+2, y[0] == 2},
y, x]1[[1, 1, 2]];

Ennél a médnal illik arra vigyazni, hogy az egyenletben szereplo ismeretlen
fliggvény neve ne legyen azonos a konkrét megoldds nevével. Megjegyzen-
dé, hogy (példdul masodfoki) algebrai egyenleteknél erre szoktak iigyelni,
differencidlegyenleteknél kevésbé.

Altaldban viszont azt a hivatkozdsi médot szoktdk javasolni, amelynél
az eredményt a tovabbiakban transzformdcids szabdlyként hasznaljuk fel:

DSolve[{x y’’[x] + (1-x42) y’[x] - x y[x] == 0,
y[0-5] == 2, Y'[0-5] == 1}9 Y[x], x];
Plot[Evaluate[y[x] /. 41, {x, -0.3, 1.6}]
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Végiil egy példa arra az esetre, amikor a megoldast (hibatizenetek soro-
zata utdn) implicit alakban kapjuk meg:

DSolvely’[x] == a y[x]1a3 + b xa(-3/2), y[x1, x]

Solve[Integrate[
1
+ylx] + 2 ax ylx]

3 Sqrt[x]
_ Log[x]

== C[1], yl[x]]

3.5.3. Elso6 integralok

Ha nem tudjuk megoldani kvadratiraval az egyenletet, akkor még mindig
lehet, hogy meg tudjuk hatdrozni egy vagy néhany elsé integraljat. Az ehhez
sziikséges kiils6 fliggvényt a

Calculus‘PDSolvel?

programcsomagban talaljuk meg.
Hatarozzuk meg a Volterra—Lotka-rendszer egy els6 integraljat:

<<Calculus‘PDSolvel"
FirstIntegrals[{x’[t]==x[t]1-x[t] y[t],

y' [t1==x[t] y[t1-y[t1}, {x[t]l, y[t1}, tl1;
Apart[%]
{-Logl[x[t]l] - Loglyl[tl]l + x[t] + y[tl}

3.5.4. Numerikus megoldas

Itt olyan kezdetiérték-problémakat fogunk megoldani, amelyek megoldéasa
kvadraturaval nem hatarozhaté meg. A megoldas alapvetd eszkoze az

NDSolve

belso fliggvény. Két példat mutatunk az eljaras hasznalatara.

El6szor egy neurobiologiai modellt vizsgdlunk, amelynek érdekessége,
hogy a felirt differencialegyenlet-rendszer merev, azaz az egyes komponens-
figgvények derivaltjai kozott tobb nagysdgrend kiilonbség van. Az ilyen
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egyenletek megolddsara Gear &ta specidlis moédszereket alkalmaznak. A
Mathematica automatikusan vizsgalja a merevséget és sziikség esetén mdd-
szert véltoztat.

Vizsgaljuk elGszor a kovetkezd leegyszertisitett formélis kémiai reakciét
[19]:

2X+YyY —3X¥ 22X —X+YyY Y —X —0 —)

frjuk {6l és oldjuk meg ennek a reakciénak a tomeghatas kinetikaji indukalt
differencidlegyenletét alkalmas sebességi allanddkkal:

ered = Table[NDSolvel

{x’[t] == 0.1x[t]A+2 y[t] - 0.1x[t]a2 + 0.05y[t] - x[t],
y’ [t] == -0.1x[t]1+2 y[t] + 0.1x[t]A2 - 0.05y[t] + 1,
x[0] == 0, y[0] == 0},
{x[t], y[t1}, {t, 0, 50}]1[[1, i, 211, {i, 1, 2}]1;

Az abran jol latszik, hogy egyes idészakokban nagy kiilonbség van a két
anyagfajta mennyiségének derivaltja kozott:

Plot[{ered[[1]], ered[[2]1]1}, {t, 0, 50}]

a0
60
40

20

100 200 300 400 5010

Ha az el6z6 utasités elejére odairjuk még a Parametric szét, akkor a
megoldasok helyett a trajektoridkat (szelektivitasi gorbéket) kapjuk meg.

Masodik példankban egy egyszerii irdnyitdsi feladatot oldunk meg. Egy
targy hémérsékletét adott hatarok kozott kell tartani olyan mdédon, hogy
ha az alsé hatart eléri a test hémérséklete, akkor bekapcsolunk valamilyen
flitést, ha pedig eléri a fols6 hatart, akkor kikapcsoljuk azt.
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A hiilés folyamatat a Newton-féle héatadési torvény irja le, amely szerint
(6nkényesen, de alkalmasan megvélasztott allandéval):

T'(t) = —0.1(T(t) — 273).

A flités két esetben miikodik: ha a hémérséklet az alsé hatar alatt van, vagy
pedig ha a két hatar kozott van és mar eddig is miikodott.
Irjuk fel a végsé megoldast, s majd utdlag flizziink hozza megjegyzéseket:

NDSolve[{T’[t]1==-0.1%(T[t]-273.)+Which[
T[t]1<293., h=4.,
T[t]1>303., h=0.,
293.<T[t]1<303. && h==4., 4.,
293.<T[t]1<303. && h==0., 0.],
T[0.]==273.}, T[t], {t, 0., 60.},
MaxSteps->Infinity, MaxStepSize->0.01]
{{T[t] -> InterpolatingFunction[{0., 60.}, <>]1[t]1}}

Plot[Evaluate[{293., 303., T[t]l /. %}1, {t, 0., 60.}]1
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Tanulsigos a 1épések szamat kisebbre vagy a maximalis 1épéskozt nagyobb-
ra venni és megnézni, mi torténik a megoldassal.

Ha a kezdeti feltételt magasabbra valasztjuk, akkor egy kemencébdl ki-
vett targyra gondolhatunk, amelynek a hémérsékletét adott hatarok kozott
kell tartani.

Ez a feladat nyilvanvaldéan mésutt is alkalmazhaté modellként. Példaul
valamilyen gydégyszer szintjét szeretnénk adott szinten tartani a vérben. Ezt
nyilvan csak adott pontossaggal kovetelhetjiik meg, azaz csak azt irhatjuk
el6, hogy a szint két adott hatar kozé essék. Ezt viszont egyszerii esetben
a fenti modell jol kozeliti.
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Els6 altalanositasként érdemes a Newton-egyenlet helyett memlinedris
egyenletet venniink.

Ertelmes &ltaldnositdshoz jutunk, ha a hatarokat nem allandéknak vesz-
sziik, hanem két figgvénnyel adjuk meg. Esetleg ezeket a fliggvényeket
valamilyen differencidlegyenlet megolddsaként kapjuk.

Masik, kézenfekvG altalanositashoz ugy jutunk, ha differencidlegyenlet-
rendszert tekintiink és a megoldastél azt koveteljiik meg, hogy benne ma-
radjon egy (esetleg id6t6l fliggd) halmazban, igy bizonyos tipusu tild6zési
feladatok modelljéhez jutunk.

e Numerikus mddszerek

Az NDSolve belso fiiggvény tobblépéses prediktor-korrektor mddszert hasz-
nél, amelynek paraméterei az opcidk segitségével mddosithatok. Amennyi-
ben a program érzékeli az egyenlet merevségét, automatikusan implicit dif-
ferencia-médszerre tér at.

A Runge-Kutta-médszerrel oldhatjuk meg az egyenletet a

RungeKutta

fiiggvény segitségével. Ezt a ProgrammingExamples‘RungeKutta' prog-
ramcsomagban talalhatjuk meg. A t&bblépéses linearis Runge—Kutta-tipus
médszereknek a tanulméanyozasahoz segitséget kaphatunk a

NumericalMath‘Butcher®

programcsomag RungeKuttax* fliggvényeitol.

3.5.5. Laplace-transzformacio

A mérnoki irodalomban a Laplace-transzforméciét a leggyakrabban line-
aris, allandé egyititthatés kozonséges differencidlegyenletekre és differenci-
alegyenlet-rendszerekre (vagy ilyenekre visszavezethetOkre) szokték alkal-
magzni, illetve olyan egyenletekre, amelyek bal oldalan egy linedris, allando
egyltthatés operatornak az ismeretlen fiiggvényen felvett értéke, a jobb
oldaldn pedig egy ugyanilyen tipusd operatornak egy ismert, igynevezett
bemeneti fligguényen felvett értéke all. Az els6 két tipusra — mint altald-
ban, ugy itt is — folosleges a Laplace-transzformaciot alkalmazni, hiszen
hasznélata altalaban semmilyen elénnyel nem jar. Kivételt képeznek talan
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ez aldl a nem folytonos jobb oldalu differencidlegyenletek (amelyeket pél-
ddul bekapcsolasi jelenségek modellezésére hasznalnak). Kovetkezzék most
egy ilyen példa:

<<Calculus‘'LaplaceTransform*
<<Calculus‘DiracDelta‘

egy = y'[x] + 4 y[x] == UnitStep[x];
LaplaceTransform[egy, x, sl

4 LaplaceTransform[y[x], x, s] +
1
s LaplaceTransform[y[x], x, s] - y[0] == —
s

% /. LaplaceTransform[y[x], x, s] -> Y[s]
1

-y[0] + 4 Y[s] + s Y[s] == —
s

Kaptunk tehat egy (egyszerti, algebrai) egyenletet az Y Laplace-transzfor-
maltra. Oldjuk meg:

Solvel (% /. y[01->2), Y[s]]
sl - (2% yp
s s (4 + s)

A kapott eredményt ,,vissza kell transzforméalni”:

InverseLaplaceTransform[/[[1, 1, 2]], s, x]
1 7

1t
4E
Integrélegyenleteknél (példaul konvoliciét tartalmazdknal) is el6fordul,
hogy a megoldds meghatarozasaban ténylegesen segit a Laplace-transzfor-
macié. Most megoldunk egy ilyen integralegyenletet:

integy = t==Integratel[Es(t-u) glul, {u, 0, t}1;
ltintegy = LaplaceTransform[integy, t, s]

-2 LaplaceTransform[g[t], t, sl
s ==
-1 +s

Solvel
(1tintegy /. LaplaceTransform[g[t]l, t, s] -> G[s]), G[s]]

1 +s
{Helsl -> —5—1}

S

InverseLaplaceTransform[/[[1, 1, 2]], s, t]
1 -t
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Végiil pedig megemlitjiik, hogy a parcialis differencidlegyenletekrdl szdélo
részben is alkalmazzuk majd a Laplace-transzformaciot.

3.5.6. Megoldas hatvanysorokkal

Ha a kvadraturaval nem tudjuk megkapni egy differencidlegyenlet megolda-
sat, akkor megprobalkozhatunk azzal, hogy hatvanysor alakban keressiik a
megoldést. Ennek az eljarasnak az elméleti hatterét az az Eulertél szarmazé
eredmény képezi, amely szerint analitikus jobb oldali egyenletnek létezik
analitikus megoldasa.
A Mathematica segitségével egy hatvanysor alaki megoldds tetszoleges,
de véges sok tagja meghatarozhaté. Els6é példank Graytél [29] szarmazik.
Meg akarjuk oldani hatvanysor alakban az
(@) —ylx)=a

differencidlegyenletet. Kozelitsiik egy hatvanysor véges szeletével az y fligg-
vényt; az ismeretlen egytitthatokat jeloljik afi]-vel:

y[x_] := SeriesDatal[x, 0, Table[a[i], {i, 0, 6}1]

de = D[y[x], x]+2 - y[x] == x

2
(-afo] + a[1] ) +
(-al1] + 4 a[1] a[2]) x +
2 2
(-a[2] + 4 al2] + 6 al1] al3]) x +
3
(-a[3] + 12 a[2] a[3] + 8 a[1] al4]) x +
4
(9 a[3] - a[4] + 16 a[2] a[4] + 10 a[1] a[5]) x +
5
(24 a[3] al4] - alb] + 20 a[2] a[5] + 12 a[1] al6]) x +
6
0[x] ==x

N+

Szeretnénk az egylitthatékra egy egyenletrendszert kapni:
ehoegy = LogicalExpand[de]
-a[o] + a[l]2 == 0 &&
-1 - al1] + 4 a[1] a[2] == 0 &&
-a[2] + 4 a[2]2 + 6 al1] a[3] == 0 &&
-a[3] + 12 a[2] al3] + 8 al[1] al[4] == 0 &&

2
9 a[3] - al4] + 16 a[2] a[4] + 10 a[1] al[b] == 0 &&
24 a[3] a[4] - a[5] + 20 a[2] a[5] + 12 a[1] a[6] ==
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Ahhoz, hogy ezeket megoldjuk, sziikségiink van még egy kezdeti feltételre:
ehomo = Solve[{ehoegy, a[0]==1}, Table[a[il, {i, 0, 63}1]
{{al0] -> 1, a[6] -> 0, a[5] -> 0, al4] -> O,
a[3] -> 0, a[2] -> 0, a[1] -> -1},

(5] = X 4] o> =
, al6] -> -——, al[4] -> —,
11520 960 96

1 1
a[s] -> _Ey a[2] -> 5’ a[l] -> 1}}

{al0] -> 1, al[6] ->

Helyettesitsiik vissza a két megoldast y-ba, hogy megkapjuk a hatvanysor
alaki kozelitést:

sormo = y[x] /. ehomo

0[x]
{1 - x+ ,
7
2 3 4 5 6
X X bx 41x 469x 7
1+x+ — - — + — - + +0[x] ¥
2 12 96 960 11520

Miel6tt abrazolhatnank, normalalaku kifejezéssé kell alakitani ezeket:
Plot[Evaluate[Normal[sormo]l]l, {x, 0, 3}]
Végiil megmutatjuk, hogy ,hatodrendben” mindkét fliggvény megoldas:
de /. ehomo
6 6
{x + 0[x] ==x, x + 0[x] == x}
Normélformajuva alakitva az egyenleteket, pontos egyezéseket kapunk:

Normal[%]
{True, True}
Egyes — kiilonosen kedvez6 — esetekben el6fordulhat, hogy meg tudunk
sejteni egy, a hatvanysor egytitthatoi kozott fennalld rekurziv 6sszefiiggést,
s ekkor a

DiscreteMath‘RSolve®

programcsomag RSolve fliggvényét hasznalhatjuk. Trividlis példat muta-
tunk. Legyen a megoldandé kezdetiérték-probléma:

y'(z) =y(x) y(0)=1.

y[x_] := SeriesData[x, 0, Table[a[i]l, {i, 0, 4}]1]
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de = D[y[x], x] - y[x] ==
(-al[0] + al1]) +
(-al1] + 2 a[2]) x +
(-al2] + 3 al3]) x2
(-al3] + 4 ala]) x +
O[x]4 == 0
Az egylitthatokra ezt az egyenletrendszert kapjuk:

LogicalExpand[del

-a[0] + a[1] == 0 && -a[1] + 2 a[2] == 0 &&
-a[2] + 3 a[3] == 0 && -a[3] + 4 a[4] ==

Hasznaljuk fol a kezdeti feltételt, és ,, vegylik észre”, hogy milyen Osszefiiggés
van az egylitthatok kozott:

<<DiscreteMath‘'RSolve"'
RSolve[{(n+1) a[n+1] - a[n] == 0, a[0] == 1}, a[n], n]

1
{{aln] -> —1}}
n!
Verifikaljuk, hogy amit kaptunk, az valéban megoldés:

f[x_] = PowerSum[(aln] /. %), x, nl1[[1]1];
And[£’[x] == £[x], £[0] == 1]

True
Végiil megemlitjik, hogy Vvedensky [86] konyvében szinguldris fela-
datok megoldédsara hasznalja a hatvanysoros mddszert.

Hatvanysor alaki megoldasok keresésénél érdemes még gondolni a ko-
vetkezO programcsomagokra:

Algebra‘SymbolicSum'
DiscreteMath'CombinatorialSimplification®

3.5.7. Szukcessziv approximacio

A szukcessziv approximdcié modszerét inkabb elméleti vizsgalatoknal szo-
kés alkalmazni, éppen azért, mivel a konkrét feladatok megolddsanal fellépo
integralasok kézzel nehezen végezhetdk el. Legyen a megoldandé egyenletek
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altalanos alakja:
a'(t) = f(t,z(t) x(r)=¢,

ahol f RxR"™ — R" tipust folytonos fiiggvény, 7 € R, £ € R". Ezek koziil
egy olyan esettel foglalkozunk, ahol n = 1; konkrétan az

() =z(t)?* x(0)=1

egyenlet megolddsit fogjuk megadni az identitasfliiggvénybdl (Mathemati-
cai megfelelgje: Function[s, s]) mint kezdeti kozelitésbél kiindulva. (Az
alabbiakbdl ki fog tlinni, hogy programozasi szempontbdl az altalanos eset
megolddsa semmivel sem nehezebb a specidlisnél.)

A kezdeti definiciék utan kiszamitjuk a pontos megoldast:

tau = 03
ksi = 1;
flu_, v_] := va2
pontos[z_] = DSolve[
{x’[z] == (x[z1)+2, x[0] == 1}, x[z]1, =zIl[[1, 1, 21]
1

1-z
Kovetkezzék a differencidlegyenlettel egyenértékii integralegyenlet jobb ol-
dalét definidl6 integraloperator:

A[fi_] := Simplify[
Function[t, ksi + Integrate[f[s, fil[sl], {s, tau, t}11]

Ez az operdtor valdoban fiiggvényekhez fliggvényeket rendel, ezért amikor
fliggvényértékekre lesz sziikséglink az aldbbiakban, alkalmazzuk majd a
#[z]& , fliggvényérték-szamold”-t.

Szamitsuk ki az els6 6t kozelitést:

NestList[A, Function[s, s], 5];

Az eredménybdl hagyjuk el az elsd fliggvényt, és a listdhoz vegylik hozza
a pontos megoldast az Osszehasonlité abrazolas el6készitése végett, majd
abrazoljuk — attekintheté médon — az Osszes fliggvényt:

Append[Map[#[z]&, Rest[%]], pontos[z]];
Plot[Evaluate[/], {z, 0, 0.9}, PlotRange - > All,
PlotStyle -> {
{Thickness[0.001]},
{Thickness[0.002]},
{Thickness[0.003]},
{Thickness[0.004]1},
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{Thickness[0.005]},
{Thickness[0.006], Dashing[{.05, .03}], RGBColor[1, O, 0]}},
Ticks -> {{0.2, 0.8}, {4, 10}}]

100}

4|I|_

0.2

(Hogyan adhatnank meg elegénsabban a vonalvastagsigokat?)
Erdemes arra is gondolnunk, hogy a Mathematica megkonnyitheti az
ilyenkor sziikséges becslések elvégzését is.

3.5.8. Stabilitaselmélet

A Lorenz-egyenlet konkrét példajan elvégezve a linedris stabilitasvizsgala-
tot megmutatjuk, hogy ez itt lényegében azonos a matematikai képletek
lefrasaval. A szokdsosan r-rel jelolt paramétert fogjuk véltoztatni, a t&bbi-
eknek konkrét értéket adunk. Els6 1épésben meghatirozzuk a stacionérius

pontokat:
s = 103
b = 8/3;

flx1_, x2_, x3_]:=
{s (x2 - x1), r x1 - x2 - x1 x3, x1 x2 - b x3}
stac = Solvel[f[x1, x2, x3] == 0, {x1, x2, x3}]1;

(Ha nem ilyen egyszerii polinommal taldlkozunk, akkor érdemes visszala-
pozni az egyenletek megoldéséardl szol6 3.3. szakaszhoz.) A kovetkezd 16pés a
Jacobi-matrixnak és sajatértékeinek kiszamitasa a stacionarius pontokban:
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jacobil[x1_, x2_, x3_] := Outer[D, f[x1, x2, x3]1,
{x1, x2, x3}]
Map[Eigenvalues, jacobi[x1l, x2, x3] /. stac];

A szamolasok eredményeibdl jél latszik, hogy a sajatértékek valds részének
el6jele miként véltozik, ha ismét a fent emlitett » = 0.9,1.1,20,24.5,25
paramétersorozaton vizsgaljuk. Az elsé helyen példaul azt kapjuk, hogy az
els6 egyensulyi helyzet stabilis, a masik ketté pedig instabilis:

Chop[N[% /. r -> 0.9]1] // TableForm

-2.66667 -10.9083 -0.0916731
0.169767 -10.9736 -2.86284
0.169767 -10.9736 -2.86284

e A Mihajlov-féle kritérium

Linedris stabilitasvizsgalatnal a végsé lépésben azt kell megéllapitanunk,
hogy a linearizalt rész karakterisztikus polinomjanak sajatértékei milyen
valoés részliek. Ezt a legnehezebb a kozismert Hurwitz-mddszerrel eldonteni.
(Bar ennek alkalmazdsat megkonnyiti a 3.4.4. pontban definidlt SarokAl-
det fiiggvény.) Egy kevés szdmoldst igénylé eljarast ad a Mihajlov-médszer,
amely szerint az n-edfokd f polinom stabilitdsanak sziikséges és elegendd
feltétele az, hogy w +— f(iw) ne menjen &t az origén és kertilje meg azt
nm/2 szogben pozitiv irdnyban, midén w befutja a [0,00) intervallumot.
IMusztraljuk a kritériumot egy példan:

flt_]:=tab + 2tad + Tta3 + 8ta2 + 10t + 6
kicsi = ParametricPlot[{Re[f[I omegall, Im[£f[I omegall},
{omega, 0, 63}]

A kovetkez6 dbrén latszik a hosszu tavu viselkedés, de elhelyeztiik benne a

kezdeti viselkedést mutatd részt is:

ParametricPlot[{Re[f[I omegal]l, Im[f[I omegall},
{omega, 0, 6}, PlotRange -> All, Frame -> True,
Prolog -> Rectangle[{50, 3000}, {1300, 6000}, kicsill
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Egy nyilvanvalé potencialis alkalmazasi teriiletet a stabilitaselméleten be-
lil csak megemlitiink: igen sok szdmoléast igényel altaldban, ha adott ala-
ki Ljapunov-fliggvényt keresiink egy differencidlegyenlethez. Ehhez esetleg
hasznalhato lehet az elsO integral, vagy azért, mert derivaltja definit, és
ekkor a stacionarius pont stabilis, vagy azért, mert az egyenlet jobb oldala-
nak egy részéhez taldlunk olyan elsé integralt, amely az egész egyenlethez
megfelel Ljapunov-fiiggvénynek.

3.5.9. Parcialis differencialegyenletek

e Els6rendii egyenletek
Elsérendii parcialis differencidlegyenletek megoldasahoz altalaban érdemes
azonnal behivni a Calculus‘PDSolvel' csomagot:

<<Calculus‘PDSolveil‘

El6szor oldjunk meg egy kvdzilinedris egyenletet:

DSolve[-(-x - y + ulx, y1)a2 +
xa2 (D[ulx, y], x] - D[ulx, y], y]) == 0,
ulx, yl, {x, y}H

{{ulx, yl >

2x+y-x Clllxtyl - x y C1] Cewy]
-1+ x C[1] [x+y]
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Mig kozonséges differencidlegyenletek esetén C[1], C[2], ... tetszbleges
allanddkat jeldlt, itt ezek tetszbleges (elegendéen sokszor differencidlhatd)
figgvények. Az eredmény pedig az egyenlet dltaldnos megolddsa.

Most meghatarozzuk egy linedris, haromvaltozés fliggvényre vonatkozd
egyenlet altalanos megoldésat:

DSolve[-x y z + za2 D[wlx, y, z]1, z] +
ya2 D[wlx, y, z], y] + xa2 D[w[x, y, 2], x] == O,
wlx, y, z], {x, y, z}]

2 X
Xy z Log[;]

H{wix, y, z1 > —( ) +

2
-xy)+y +xz-73z

2 X
Xy z Log[;] 1 1

X z

13}

1 1
5 + Cl1l[- - —,
-(xy)+xz+yz-2z X y
Az altalanos megoldas nem mindig adhaté meg. Sok esetben viszont megad-
hato a teljes integrdl, amelyb6l majdnem minden peremérték-feladat meg-
oldésa kvadraturéaval eléallithaté:

CompleteIntegrall
D[ulx, yl, yl == (ulx, y] + xa2 D[ulx, yl, x]142)/y,
u[x, y], {X, y}]

{H{ulx, y1 ->

2 2
-B[1 B[1] L L
[1] +y Bl2] - [1] 2og[x] _ ogix] 1
Ha nincs altalanos megoldas, akkor 6nalléan a teljes megoldds meghata-

rozasaval kisérletezik a program:

DSolve[
-¢c + b D[ulx,yl, y] + a y D[ulx,y]l, x] + D[ulx,yl, x]a2
== 0, ulx,yl, {x, y}]
DSolve: :nlpde:
This is a nonlinear partial differential
equation. General solution is not available.
Trying to build a complete integral instead.

2
ay B[1]

cy
{{ulx, yl > o + x B[1] -~

2
_ yBI[1]

+ B[2] + y B[2]}}
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Végiil megemlitjiik, hogy a megoldé algoritmusok azon alapulnak, hogy
meghatarozzak kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek elsé integraljait.
Ezek kozvetleniil is megkaphatdk a FirstIntegrals fiiggvény segitségé-
vel, amelynek hasznalatara a kozonséges differencidlegyenleteknél lattunk
példékat.

e Masodrendii egyenletek

Elészor megmutatjuk egy olyan (vegyes) feladat megolddsat, amelyhez a
Calculus‘PDSolvel" csomag nem hasznalhaté. Szeretnénk megoldani a

ou(z,t)  *u(x,t)
ot 02
diffizios vagy hovezetési egyenletet az

u(z,0) = 3sin(2rx) x € 0,1]

kezdeti és az
u(0,t) = u(l,t) =0

homogén peremfeltétel mellett. Alkalmazzuk a Laplace-transzforméaciot:

<<Calculus‘LaplaceTransform*
LaplaceTransform[
D[ulx, t], t] == D[ulx, t], {x, 2}], t, s]
s LaplaceTransform[ulx, t], t, s] - ulx, 0] ==
LaplaceTransform[u ’ [x, t], t, s]
(Vegytik észre, hogy semmilyen tligyeskedésre nem volt sziikség ahhoz, hogy

az egyenlet két oldalat transzformaljuk.) Most a transzformélt egyenletet
attekinthetobbé tessziik:

% //. {LaplaceTransform[ulx_,t], t, s] :> U[x],
LaplaceTransform[Derivative[xn_,0] [ul[x_,t], t, s] :>
D[U[x], {x,xn}1}

- ul[x,0] + s Ulx] == U’ [x]

Ez az egyenlet az adott kezdeti feltétellel konnyen megoldhato:

DSolvel[{% /. ulx_, 0] -> 3 Sin[2Pi x],
U[O] == 0: U[i] == 0}, U[x]s x]

3 Sin[2 Pi x]
Hulx]l > —————

4 Pi + s
A végeredményt inverz transzformaécioval kapjuk:
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InverseLaplaceTransform[U[x] /. %, s, t]
3 Sin[2 Pi x]
{———1%

2
4Pi t
E

3.5.10. Variacidészamitas

A Mathematica tartalmaz egy kilon programcsomagot varidcidszamitasi
feladatok megoldéséra, ez a Calculus‘VariationalMethods'. Ez rogzi-
tett végpontu problémékat tud megoldani, amelyeknél azonban a fiiggetlen
és a fiiggs valtozd is lehet vektor.

Mindenekel6tt hivjuk be a varidciészamitasi programcsomagot:

<<Calculus‘VariationalMethods"
A minimdlis felszind forgdstest meghatdarozdasdhoz hatdrozzuk meg az
rmax
[N
X

min

......

dminfelsz = VariationalD[y[x] Sqrt[1+y’[x]142]1, y[x], x]

2
1+ y[x] -ylx]l ylxl
3

2

2
1+ y 1 D
Az Euler-féle egyenletet — kozvetlentil is — konnyen {6l tudjuk irni:

minfelsz = EulerEquations[y[x] Sqrt[1+y’[x]+2], y[x], x]

2
1+ y[x] -ylxl ylxl

N w

2
1+ y[x])
Valés-valés fliggvények korében a fenti egyenlet nyilvan egyenértékii azzal,
amelynél a fenti bal oldal szamlaléjat tessziik nullaval egyenlévé:

DSolve[Numerator[}] == 0, y[x], x]
z[x_1 = 4[[1, 1, 211 /. {c[1]1 -> 1, Cc[2] -> 0}
X -2x
E (1+4E )
2
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Taldn nem meglepd, hogy eredményiil a ldncgorbét kapjuk. A minimadlis
felszinii forgastestet a kovetkezéképpen lehet megjeleniteni:

<<Graphics‘Surface0fRevolution"
SurfaceOfRevolution[z[x], {x, 0, 1},
RevolutionAxis -> 1, 0, 0]

e A Ritz-médszer

A varidciészamitds alapveté numerikus modszere a Ritz-mddszer. Bizo-
nyos specidlis esetekben ennek alkalmazasahoz a VariationalBound és
az NVariationalBound fiiggvény hasznélhaté.

3.5.11. Gyakorlatok és feladatok

1. Ha egy vektormezo &dbrézolasanal mindkét iranyban 30-30 pontot aka-
runk felvenni és azt akarjuk, hogy a vektorok alapértelmezés szerinti
hossza 0,3-szeresére valtozzék, akkor ezt igy tehetjiik meg:

PlotVectorField[{Sin[x y], Cos[x yl},
{x, 0, Pi}, {Ys 0, Pi},
PlotPoints -> 30, ScaleFunction => (.3#&)]

2. Harom dimenzidéban is megadhatunk egy potencialfliggvényt:
PlotGradientField3D[x ya2 za3,
{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1}]
PlotGradientField3D[x ya2 za3,
{x, o0, 3}, {y, 0, 3}, {z, 0, 3}]
PlotGradientField3D[Cos[1/x y za2],

{x, 0.01, 0.05}, {y, 0.09, 0.1}, {z, 0.09, 0.1},
VectorHeads =-> True]

3. Hatarozzuk meg az

0z(x,y) 0z(x,y)
xziax + yz(x, y)iay

egyenlet altalanos megoldasat, valamint azt az integralfeliiletet, amely
atmegy a z(x,1?) = 23 gorbén.
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Utmutatds. Hatarozzuk meg az egyenlet dltalanos megoldasat:

ClearAll[z];

DSolve[
x z[x, y]l Dlz[x, y1, x] + y z[x, y] Dlz[x, y1, y] == -x y,
z[x, yl, {x, y}]

2
Sqrtly] Sqrtl-x - 2 C[l][%]]

{{Z [X: YJ -> - Sqrt [X] })

2
Sart[y] Sart[-x - 2 C[1] [%]]

(zlx, y] - Sqrt [x] 3

Alf1, 1, 21]
A2, 1, 211

Zi[x_, y_] :
Z2[x_, y_]1 :

xa3 == PowerExpand[Simplify[Zi[x, y] /. y -> xa2]]
2
x3 == -(Sqrt[x] Sqrt[-x - 2 C[1][x1])

Solve[%, C[11[x]]
2 3
x (1+x )
el lx] > -———
Solve[x43 == PowerExpand[Simplify[Z2[x, y] /. y -> xa2]1],
C[11[x]1]

2 3
x (1+x )
{{ci1llx]l > -———
Az Olvaséra hagyjuk az adott feltételeket kielégité megoldas teljes meg-
hatarozasat.

4. Oldjunk meg egy linedris allandé egyiitthatés rendszert a MatrixExp
fliggvény felhasznaldsdval.
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3.6. Diszkrét matematika

A matematikdnak ez a teriilete az utébbi évtizedekben rendkiviil gyors
fejlodésen ment keresztiil és szamos mas teriilettel kertilt kapcsolatba. Né-
hény példan keresztiil bemutatjuk, hogy feladatainak megoldasanal hogyan
hasznalhat6é a Mathematica program.

Megemlitjiik, hogy a szdmelmélettel kiilon is foglalkozunk a 3.9. szakasz-
ban, a valésziniiségszamitassal pedig a 3.10. szakaszban.

Nem soroltuk fel itt a listakezel6 fliggvényeket (2.3.1. pont és 3.1.2. pont)
és a linedris algebrdban (3.8. szakasz) hasznélatos fliggvényeket, amelyek
nyilvanvaléan sok helyiitt alkalmazhaték a kombinatorikaban. Minddssze
néhany példat adunk ezek alkalmazasara.

Felhivjuk a figyelmet Skiena [76] konyvére, az dltalunk is bemutatandé
programcsomag onnan keriilt be a Mathematica programcsomagjai kozé.
Megadjuk tovabba a szerzo elektronikus cimét is:

skiena@sbcs.sunysb.edu

A legijabb véltozat anonim ftp-vel letoltheté a cs.sunysb.edu cimrél.

A matematikai fogalmakat illetéen a [23] és a [39] jegyzetet ajanljuk az
Olvaso6 figyelmébe.

3.6.1. Adott tulajdonsagu listak

Néhany jol hasznalhat6 belso fliggvényt sorolunk fel:

Flatten Reverse
Order Signature
OrderedQ SixJSymbol
Outer Sort
Permutations ThreeJSymbol
Range

El6szor a kombinatorikaban el6forduld, adott feltételeknek eleget tevd
objektumokat (listdkat vagy halmazokat) fogunk eléallitani, kés6bb pedig
le fogjuk szamlalni ezeket. Az alkalmazott belsé fliggények egy része szerepel
a listakndl és a halmazoknal, més részik a linedris algebrandl. Itt most a
kombinatorika specialis objektumainak megszerkesztésére Gsszpontositunk:



3.6. Diszkrét matematika 249

per = Permutations[{1, 2, 3}]

{1, 2, 3}, {1, 3, 2}, {2, 1, 3},
{2, 3, 1}, {3, 1, 2}, {3, 2, 1}}

Meghatarozhatjuk azt is, hogy az egyes permutéaciok parosak-e vagy pa-
ratlanok, azaz paros vagy paratlan szdmu inverziéval adédnak-e a nagysag
szerint (,,lexikografikusan”) sorba &llitott szamokbdl:

Signature /@ %
{1, -1, -1, 1, 1, -1}
Valasszuk ki a permutacidk koziil a parosakat:

Select [per, Signature[#] == 1&]
{{1, 2, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2}}

A Signature fiiggvény folfoghaté tigy is, mint egy teljesen antiszimmet-
rikus tenzor, vagy mint a Levi—Civita-féle, mas néven epszilon-szimbdélum.
Mint ilyennek, rokona a ClebschGordan egyiitthatd, valamint a Wignertél
szarmazé ThreeJSymbol és a Racah-féle SixJSymbol.

A permutécidk a DiscreteMath'‘Permutations" programcsomaggal
vizsgalhatdk részletesebben. Ebben a kovetkezd fiiggvények talalhatok:

FromCycles RandomPermutation
Ordering ToCycles
PermutationQ

El6szor allitsuk eld 10 szam véletlen permutaciéjat:

<<DiscreteMath‘'Permutations'
RandomPermutation[10]

{4, 1, 5, 3, 2, 8, 10, 9, 6, 7}
Bontsuk fel a kapott permutéciot ciklusokra:

ToCycles[/4]

{{4, 3, 5, 2, 1}, {8, 9, 6}, {10, 73}

A ciklusokbdl kiindulva viszont megszerkesztheté a megfelel6 permutacio;
most példaként az eredetit allitjuk vissza:

FromCycles[/];

Tovabbi, a permutaciék tanulmanyozasara hasznalhaté fiiggvények van-
nak a DiscreteMath'Combinatorica‘ programcsomagban:
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InversePermutation RandomPermutation

Inversions RandomPermutationl
LongestIncreasingSubsequence RandomPermutation?2
MinimumChangePermutations RankPermutation

Ugy is eléallithatjuk rogzitett szamu elem permutéciéit, hogy a maéso-
diktél kezdve mindegyik egy transzpozicidval all el6 az 6t megel6zObol:

<<DiscreteMath'Combinatorica‘

MinimumChangePermutations[{1, 2, 3}]

{{1, 2, 3}, {2, 1, 3}, {3, 1, 2},

{1, 3, 2}, {2, 3, 1}, {3, 2, 1}}

Ha elég sok véletlen permutdciét vesziink, akkor nagy valdszintiséggel az

Osszes el6 fog fordulni kozottiik:

Length[Union[Table [RandomPermutation[3], {20}11]

6

Permutécidk inverze is megkaphato:
InversePermutation /@ {{1, 5, 3, 4, 2}, {3, 6, 2, 4, 1}}
{{1, 5, 38, 4, 2}, {5, 3, 1, 4, 2}}
Az inverzidk szama egy permutaciéban ugyannyi, mint az inverzében:

(per = RandomPermutation[50];
{Inversions[per], Inversions[InversePermutation[per]]})

{629, 629}
Két permutacié kompoziciéjanak elédllitasara mutatunk egy maédszert:

perl = RandomPermutation[5]
{4, 3, 1, 5, 2}

per2 = RandomPermutation[5]
{2, 3, 4, 5, 1}

Part[per2, Part[per1l, #]11& /@ Range[5]
{5, 4, 2, 1, 3}

A skatulyaelv segitségével bebizonyithaté [39], hogy n? + 1 kiiléonboz6
szambol allé sorozatbdl kivalaszthatdé n + 1 hossziisdgi monoton sorozat.
Ezt igy illusztralhatjuk:
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per = RandomPermutation[17]

{12, 6, 1, 4, 3, 2, 8, 5, 13,
7, 14, 9, 15, 10, 16, 11, 17}

LongestIncreasingSubsequence[per]
{1, 2, 5, 7, 9, 10, 11, 17}

A leghosszabb monoton csokkend részsorozatot pedig igy vélaszthatjuk ki:

ize = 18 - per
LongestIncreasingSubsequence[ize]
18 - %

{12, 6, 4, 3, 2}

Végiil megemlitjiik a DiscreteMath'Combinatorica"‘ programcso-
mag fiiggvényei koziil a GrayCode, a KSubsets és az NthSubset fiigg-
vényt, amelyek adott tulajdonsagu listak eléallitasara szolgalnak, s amelye-
ket részben mar masutt hasznaltunk, részben pedig a szakasz végén fogunk
hasznalatukra példdkat mutatni a Gyakorlatok €és feladatok kozott.

3.6.2. Leszamlalas

A kombinatorika tipikus feladata a leszdmldlds: adott feltételeknek eleget
tevo, adott méretii objektumok szamat hatarozzuk meg ilyenkor.

Egy kevéssé elegdns mddszer sokszor rendelkezéstinkre &ll (bar gyakorla-
tilag esetenként kivitelezhetetlen) leszdmlalasi feladatok megolddsara: meg-
szerkesztjiik a kivant tulajdonsagi objektumokat, ezutan megszamoljuk,
hogy hany van beldliik:

Length[Permutations[3]]
6

A leszamlalési feladatokhoz segédeszkozként a leggyakrabban a kévetke-
70 bels6 fiiggvényeket hasznaljuk:

Factorial PartitionsP
Factorial2 PartitionsQ
Gamma Pochhammer
Binomial Stirlingl
Length Stirling?2

Multinomial
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n elem permutdciéinak szama: n!. A Factorial fiiggvény (ennek rovid
alakja !) nem egész szdmokra a Gamma fiiggvény megfelels értékét adja:

{30!, 3.6!'}
{265252859812191058636308480000000, 13.3813}

Hényféleképpen vélaszthatunk ki n elem koziil kettét? Az erre adandé
(g) valaszt a Mathematicdban igy kaphatjuk meg:

Binomial[n, 2]
(-1 +n)n
2
Hat piros és 6t fehér golyét annyiféleképpen rakhatunk sorba, ahanyféle-
képpen 11 goly6 koziil kivéalaszthatunk 6t6t (vagy hatot). Ez a szdm (GGT;’!)!
vagy (1), értékét igy szamithajuk ki:

{Multinomial[6, 5], Binomial[11, 6]}
{462, 462}

Hanyféle szo6 allithaté 6ssze a Mathematica sz betiibol?

Multinomiall[3, 2, 2, 1, 1, 1, 1]
1663200

Hanyféleképpen lehet 4 targyat gy permutalni, hogy egyik se maradjon
a helyén?

<<DiscreteMath'CombinatorialFunctions"
Subfactoriall4]

9

Subfactorial[n] értékét az n! ,_ (—1)* képlet felhaszndldséval szé-
mitja a program.

Ugyanebben a programcsomagban megtaldljuk még a szintén leszdm-
lalashoz (pénzvéltdsi probléma, bolyongdsok szdma, helyes zardjelezések
szdma stb.) hasznalt CatalanNumber kiils6 fiiggvényt, amelynek az értéke
az n helyen n%rl(%f), valamint két rekurzive definilt fiiggvényt, a Fi-
bonacci- és a Hofstadter-fiiggvényt is. A Fibonacci-sorozattal rokon h
Hofstadter-fliggvény definicidja:

h(1):=h(2):=1 h(n) := h(n — h(n — 1)) + h(n — h(n — 2))
Specialis leszamlélasi problémdk a szdmparticids problémak is. Hanyfé-

leképpen lehet folbontani az 50 szamot pozitiv szamok, illetve kiillénb6z6
pozitiv szamok Osszegére?
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{PartitionsP[50], PartitionsQ[50]1}
{204226, 3658}

Tanulmdnyozzuk az n szam felbontésainak, illetve az n szam kiilonboz6
szamok Osszegére vald felbontdsainak szamat! (Erdemes a megadottaktol
eltér6 transzformaltakkal is kisérletezni.)

ListPlot[Table[(N[Log[PartitionsP[n]1])2, {n, 100}1]
ListPlot[Table[(N[Log[PartitionsQ[n]1])2, {n, 100}1]

ListPlot[Tablel[
N[Exp[Log[PartitionsQ[n]]/Log[PartitionsP[n]]1]],
{n, 100, 500}]1, PlotRange->A11]

3.6.3. Egyszerili kombinatorikai azonossagok

Valtozokat is tartalmazé kombinatorikai kifejezések egyszeriisitését kiilon
programcsomag konnyiti meg:

<<DiscreteMath'CombinatorialSimplification"
(n + 5)!/n!
(1 +mn) (2+n) (3+mn) (4+mn) (6+n)
Binomial[n, k]/Binomiall[n, k-1]
1 -k +n
k
Sum[Binomial[n, k]*Binomial[n, n - k], {k, 0, n}]

n 1
4 Gamma[E + n]

Sqrt[Pi] Gamma[l + n]

Az aldbbi Osszefliggést (ahol f tetszéleges, nemnegativ egészekre definiélt
fiiggvény) sem kaptuk volna meg, ha csak a magot hasznédltuk volna:

Product[f[k], {k, 0, n+1, 1}]1/Product[f[k], {k, 0, n, 1}]
f[1 + n]

Megjegyzendd, hogy a megfeleld6 — 0Osszegekre vonatkozé — Osszefiiggés
nem kaphaté meg az Algebra‘SymbolicSum' csomag felhasznalasaval.

A programcsomag behivasakor mdédosul a Binomial, Factorial és
Product fiiggvény definicidja.
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3.6.4. Differenciaegyenletek, generatorfiiggvények

Tekintsiik a masodik Bernoulli-polinomot az x helyen:

BernoulliB[2, x]

1 2
- - x +x
6

A B,,(z) Bernoulli-polinomok generdtorfiggvénye:

et —1°

oo

tm te®t
> Bula) = =
n=0

Series[t Exp[x t]1/(Exp[t]-1), {t, 0, 4}]

2 2 3
. ( (1) ) ( 1 X X ) 2 ( b4 b4 X ) 3
+ (-(=) + t+(—-—-—4+ —)t +(— - — + —7)t +
2 * 12 2 2 12 4 6
2 3 4
(¢ 1 y + b4 b4 . b4 )t4 . D[t]5
720 24 12 24

A Bernoulli-polinomok nulla helyen felvett értékei a B,, Bernoulli-szdmok:

{BernoulliB[20], NBernoulliB[20]}
174611

{_(W)’ -529.124}

Az E, (x) Euler-polinomok generétorfiiggvénye:

> tm 2e”t
> En(z)— = :

n! et +1

Series[2 Exp[x t1/(Exp[t] + 1), {t, 0, 4}]
2 2 3

| 2( (1) x) 2( X X ) 2 2( 1 X X 3
+ -(=) + =)t + -—— + —)t + — - — + — t +
4 2 4 4 48 8 12
3 4
2( * x z )t4 O[t]5
—_— - — + — +
48 24 48

A generatorfiiggvénybdl éppen azt kapjuk, mint a beépitett EulerE fiigg-
vény hasznalatdval:
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EulerE[2, x]

2
-X + X

Expand[44[[3, 3]1%2!] == EulerE[2, x]

True

2! Simplify[Coefficient[//%, tAa2]] == Factor[EulerE[2, x]]

True

Az &, FEuler-szamok definicidja pedig:

1
=2"E, (=
En n(2)

(Az EulerkE fiiggvény nem rendelkezik a Listable attribitummal.)

EulerE /@ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
{0, -1, 0, 5, 0, -61, O}

A G,, Genocchi-szdmok definicidja:
Gri=1, Gon:=2(1—2°")Bsn, Gons1:=0.

genocchi[n_?EvenQ] := 2(1 - 2an) BernoulliB[n]
genocchi[n_7?0ddQ] := 0
genocchi[1] = 1;
genocchi /e {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
{1, -1, 0, 1, 0, -3, 0, 17}
Az els6- (Sq(lm)) és masodfaju (ngm)) Stirling-szdmok polinomok kétféle
eloallitasa kozotti atvaltashoz hasznédlhatéd egytitthatok:

2z —-1)(z—-2)...(x —n+1) = iS,(Lm)xm
m=0

" = ZUﬁlm)x(x—1)(x—2)...(x—m+1)

m=0

A fenti 6sszefiiggéseket azonban tgy is felfoghatjuk, mint a Stirling-sza-

« ey

ugyanis (—1)”_’”57(1”1) megadja n elem azon permutacidinak szamat, ame-

lyek pontosan m szamu ciklust tartalmaznak. O'Slm) azt adja meg, hogy
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hanyféleképpen lehet egy n elemii halmazt felbontani m szdmu nem iires
részhalmazra, tehat egy halmazparticios feladat megoldasat adja:

Table[StirlingS1[5, il, {i, 5}]
{24, -50, 35, -10, 1}

Expand[Product [x-i, {i, 0, 4}1]

2 3 4 5
24x - b0x + 3bx - 10x + x

Eddig jutottunk bels6 fliggvények alkalmazdsaval. Most kiilsé filiggvé-
nyekkel el6szor differenciaegyenleteket oldunk meg, s a végén ismét vissza-
kanyarodunk a generatorfiiggvényekhez.

A DiscreteMath‘RSolve‘ programcsomag eljardsait hasznédlhatjuk
differenciaegyenletek megoldasara. Az itt taldlhaté kiilsé fliggvények a ko-
vetkezOk:

ExponentialGeneratingFunction
ExponentialPowerSum
GeneratingFunction

PowerSum

SeriesTerm

Egy 6sszetettebb példat mutatunk:

<<DiscreteMath‘'RSolve"'
RSolve[{aln+1] - 3b[n]l - 4aln] == 1,

a[n+1] + b[n+1] + b[n] == n,
a[0] == b[0] == 0}, {aln], b[nl}, nl
n n

Ham] - -5 -2 .2

atn 3 6 2 ’

n
b[n] —>E+ =2) —2n+n}}
n 3 3

A fenti egyenlet allandé egytitthatds linedris egyenlet volt. Meg tudunk
azonban oldani bizonyos valtozé egyttthatds egyenleteket is. Egyrészt olya-
nokat, amelyek homogének, elsérendiiek és egylitthatéik racionalis tortfiigg-
vények. (Sziiletési-haldlozasi folyamatok stacionarius eloszlasa példdul igen
gyakran ilyen differenciaegyenletnek tesz eleget.) Mdasrészt olyanokat, ame-
lyek ugyan valtozo egyiitthatdsak, de a megoldas valamely valés C' allandé
mellett C™nl-ndl lassabban ndvekszik és a differenciaegyenlethez rendelt
differencidlegyenletet a DSolve (bels6 vagy kiils6) fiiggvény meg tudja ol-
dani. Lassunk erre is egy példat:
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RSolve[{(n+1) (n+2) a[n+2] - 2(n+1) a[n+1] - 3a[n] == 0,
a[0] == a[1] == 2}, a[n], n]
n
-1
I

n

3
+ —3}}
n!

{{aln] >

Ha egy differenciaegyenletben a nemlinearitast konvolicié okozza, akkor
is reménykedhetiink:

RSolve[c[n+1] == Sum[c[k] c[n-k], {k, 0, n}], c[0] == 1,
c[nl, nl

Binomial[2 n, n]

{{c[n] >

1 +n

Eredményiil éppen a Catalan-féle szamokat kaptuk.
Most meghatarozzuk az a, :=t"™ n € Ny sorozat generatorfiiggvényét:

PowerSum[tan, {z, n, 0}]
1
1 -tz
A Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye pedig igy kaphaté meg:
PowerSum[(tan Ea(-t))/n!, {z, n, 0}]
E—t +t z

Ismert generatorfiiggvénybdl a megfelelé sorozat tagjait igy allithatjuk
elo:

CoefficientList[Normal[Series[%, {z, 0, 5}11, z]

2 3 4 5
-t t t t t t
{E :_t: s s B }

t t t t
E 2 E 6 E 24 E 120 E

2

Most hatarozzuk meg az a,, := n* sorozat

o0
2z E n?z" /n)
n=0

exponencidlis generdtorfiigguényét:
ExponentialPowerSum[ns2, {z, n, 0}]

z
E z (1 + 2)
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A sorozat definiciéjdban bizonyos feltételek is szerepelhetnek:

ExponentialPowerSum[
na2 + 4n If[Even[n], 2an, 3an] + 1, {z, n, 0}]

3z
3z z EQZ 3E =z
- — + +
3z 2z z 2
E

Z Z
E +E z (1+2)+4( )
2E
Az itt el6fordulé Even kiilsé fiiggvény csak abban kiilonbozik az EvenQ
belso fliggvénytol, hogy szimbolikus argumentumra nem értékelodik ki.
Megkaphatjuk egy differenciaegyenlettel adott sorozat (példaul a Fibo-

nacci-sorozat) generatorfiiggvényét is:

GeneratingFunction[{a[n] == a[n-1] + a[n-2] /; n >= 2,
a[0] == a[1] == 1}, a[n], n, z]
1
{{72}}
1-z-2z

Hasonléan kaphatjuk meg egy differenciaegyenlettel adott sorozat (pél-
d4ul a Bernoulli-szamok sorozata) exponencidlis generatorfiiggvényét:

ExponentialGeneratingFunction[
Sum[Binomial[n, k]B[k], {k, 0, n}] == B[n] +
If[n == 1, 1, 0], B[n]l, n, z]
z

{{——=3
Z
-1 + E
Allitsuk el8 az exponencidlis generatorfliggvénybol a sorozat tagjait:

CoefficientList[Normal[Series[
4CC1, 111, {z, 0, 10}1]1, z]*Table[n!, {n, 0, 10}]

a, -5 o -y, 0, 20, -y, 0, 2
’ 27 6’ 7’ 3077 77 427 7’ 3077 77 66

Ezek a szamok valéban a Bernoulli-szamok:

Table[BernoulliB[n], {n, 0, 10}]
1 1 1 1 1 5
{1, —(5), 5’ 0, —(%), 0, o’ 0, —(%), 0, %}

A GeneratingFunction altal eléallitott generatorfliggvény z helyen
vett helyettesitési értékére Gf [a[n]] [z] néven, az ExponentialGene-
ratingFunction altal el6éllitott generatorfiiggvény z helyen vett helyet-
tesitési értékére pedig EGf [a[n]] [z] néven hivatkozhatunk a késObbiek-
ben.

Ha az egytitthatok til gyorsan nének, akkor esetleg sajat magunknak
kell alkalmas médszert vélasztanunk:
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Timing[RSolve[{T[0] == 5, 2 T[n] == n T[n-1] + 3 n! /;

n>0}, T[n], nl]
n

1
{674.699 Second, {{T[n] -> (3 + 2(5) ) n!}}}
Tjesztgetd hibatlizenetek sorat is megkapjuk ez alatt a hossza id6 alatt:

Timing[RSolve[{T[0] == 5, 2 T[n] == n T[n-1] + 3 n! /;
n>0}, T[n]l, n, Methods -> MethodEGF]]
n

1
{34.603 Second, {{T[n] -> (3 + 2(5) ) n!}}}

Az RSolve és a SeriesTerm fiiggvénynek szdmos opcidja van, ezek
hasznalata megkonnyiti a generatorfiiggvényekkel és differenciaegyenletek-
kel végzett munkat:

RSolve[{P[0] == 1, P[1] == x,
(n+1) P[n+1] - (2n+1) x P[n] + n P[n-1]
n > 0}, P[n]l, n]

{{P[n] -> LegendreP[n, x]}}

0/;

RSolve[{P[0] == 1, P[1] == x,
(n+1) P[n+1] - (2n+1) x P[n] + n P[n-1] == 0 /;
n > 0}, P[n], n, SpecialFunctions -> Falsel

-n + 2K[1]
{{P[n] -> Sum[((-2 x)
K[1
Binomial [K[1], n-K[1]] Binomial [2K[1], K[1]]1)/(-4) [ ],

{K[1]1, 0, n}1}}

3.6.5. Grafok és folyamok

Grafokkal kapcsolatban legel6szor az meriil fel, hogyan lehet egy ,,algebrai”
janak vetiiletét) megrajzolni.

Tegyiik fel, hogy adott az élekkel 6sszekotott csicsok rendezett parjainak
listaja. (Megjegyezziik, hogy t6bbszords élek nincsenek megengedve.) Ekkor
igy jarhatunk el (az eredményiil kapott dbrét itt — és az aldbbiakban igen
gyakran — nem kozoljik):

<<DiscreteMath'Combinatorica‘
ShowGraph[FromOrderedPairs[
{{1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {4, 4}}]1, Directed]
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Egy masik megadéasi médnal minden egyes csicshoz megadjuk, mely csu-
csokkal van 0sszekotve:

ShowGraph[FromAdjacencyLists[
{{1, 2}, {3, 4}, {4, 1}, {2, 3}}], Directed]

A csticsokat meg is cimkézhetjiik:

ShowLabeledGraph [
MakeGraph[Range[3], Greater[#1, #2]&, {a, b, c}]1]

Nevezetes grdafok egyszertien valamely fiiggvény értékeiként adddnak.
K[n] az n szogpontu teljes graf:

ShowGraph[K[3]]
ToAdjacencyLists[K[4]]

Vertices[K[5]]

{{0.309017, 0.951057}, {-0.809017, 0.587785},
{-0.809017, -0.587785}, {0.309017, -0.951057}, {1., 0}}

A legutébbi példa mutatja, hogy a sikbeli reprezentaciénél a program sza-
bélyos 0tszoget hasznal.

Most hozzavesziink egy élt egy csillaghoz (a csillag kézéppontja kapja a
legnagyobb sorszamot):

ShowGraph[AddEdge[Star[10], {1, 2}]1]

(A tizdgu csillag kozéppontja a 11 szamot kapja.)

A gréafokkal végzett tobbi szokdsos miveletekre is egy-egy fliggvény all
rendelkezésiinkre (A pontos definicidkat illetéen ismét Skiena konyvére [76]
utalunk, de a [39] bevezetd jegyzet és a hozza tartozd [23] példatar tar-
gyaldsmodja is teljesen hasonlé az itteniekhez. Mivel a programcsomagok
olvashat6 szoveges allomanyokban vannak, ezért amikor tobb definicié is
forgalomban van, az allomanybdl is kiderithetd, hogy melyikre gondoltak a
program készit6i.):

ShowGraph[GraphUnion[K[3], K[5, 5111
ShowGraph [GraphProduct [K[3], K[5]11]

ShowGraph[TransitiveClosure[FromOrderedPairs[
{{1, 2}, {2, 3}}1]1, Directed]
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Rendeljiink egy graf éleihez csicsokat, csatlakozo éleihez pedig az éleknek
megfelel6 csiicsokat Osszekotd éleket. A G grafbdl {gy szarmaztatott L(QG)
élgrafot a LineGraph fliggvény adja meg:

ShowGraph[LineGraph[K[5]]1]

Most eldallitunk egy véletlen grafot, amely a teljes graf éleinek felét
tartalmazza:

ShowGraph [RandomGraph[12, 0.5]1]

Mivel véletlen grafot tobbféleképpen is szokas definidlni, ezért érdemes
foltenni a ??RandomGraph kérdést.
A grafelméleti szempontbdl fontos tulajdonsdgok igy ellendrizhetdk:

ConnectedQ[DeleteEdge[Star[10], {1, 10}]1]

False

SelfComplementaryQ[Cycle[5]] &%
SelfComplementaryQ[Path[4]]

True

AcyclicQ[RandomGraph[7, 0.5, Directed], Directed]

False

Eléallithatjuk az Osszefiiggd (gyengén, erésen Osszefliggd) komponense-
ket:

ConnectedComponents[GraphUnion[K[3], K[4]1]1]
{{1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7}}
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WeaklyConnectedComponents[FromAdjacencyLists[
{{13 2}9 {39 4}, {4, 1}, {29 3}}]: Directed]
{1, 2, 3, 4}}

Fa minden éle hid:

Bridges[RandomTree[10]]

{{4, 5}, {4, 73, {1, 4}, {1, 9}, {2, 8},
{6, 8}, {3, 6}, {3, 10}, {1, 10}}

Fak kezelésére van egy kiilon programcsomag, a DiscreteMath'Tree",
az alabbi utasitasokkal:

ExprPlot TreeFind
MakeTree TreePlot
Meghatarozhatok az Euler-féle és a Hamilton-féle korok is:

EulerianCycle[K[4, 41]

{7, 2,8, 1,5, 4,6, 3,7, 4, 8, 3, 5, 2, 6, 1, 7}
HamiltonianCycle[K[3, 3]]

{1, 4, 2, 5, 3, 6, 1}

Hajtsuk végre a legutébbi utasitast tigy is, hogy masodikként az A1l opci-
onalis argumentumot is befrjuk!

Meghatérozhat6 a minimalis és a maximalis feszito fa, a feszito fak sza-
ma:

ShowGraph[MinimumSpanningTree[K[2, 3, 4]11]

Number0fSpanningTrees /@ {Cycle[3], K[10], Path[6]1}
{3, 100000000, 1}
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Az 1 jelil forrastdl a 4 jelli nyeldig az dram egy sulyozatlan éll irdnyitott

grafban:

NetworkFlow[FromAdjacencyLists[
{{1, 2}, {3, 4}, {1, 4}, {2, 3}}1, 1, 4]
1

Végiil folsorolunk néhény, tovabbi btuvarkodasra 0sztokéls fliggvényt és

opciot a DiscreteMath'*Combinatorica’ programcsomagbodl:

Automorphisms Josephus

Backtrack MaximumAntichain
ChromaticNumber MaximumClique
ChromaticPolynomial MaximumIndependentSet
Cofactor MaximumSpanningTree
DeBruijnSequence MinimumChainPartition
Dijkstra MinimumSpanningTree
EdgeColoring MinimumVertexCover
EquivalenceClasses MultiplicationTable
EquivalenceRelationQ PartialOrderQ

Harary PartitionQ
HasseDiagram Spectrum
IncidenceMatrix TravelingSalesman
InvolutionQ TravelingSalesmanBounds
IsomorphicQ TriangleInequalityQ
Isomorphism Turan

3.6.6. Gyakorlatok és feladatok

1.

Vegyiik 6 elem egy véletlen permutécidjat, majd allitsuk (véletlen) ennek
megfelel6 sorrendbe 3 elem Osszes permutacidjat.

Tanulméanyozzuk az alabbi utasitasokat:

BipartiteMatching[Cycle[6]]
MaximalMatching[K[61]
PlanarQ[K[5]1 || PlanarQ[K[3, 31]

Hényféleképpen lehet 8 golydt folfiizni egy nyaklancra, ha kozottik m
kiilonb6zd szinl van?
Utmutatds. Hasznaljuk a Polya-fliggvényt.

frjuk ki a Pascal-haromszog néhany sorat, kivéve az els6 és utolso elemet.
Mi a sorok legnagyobb kozos osztéja?
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3.7. Geometria

Ebben a szakaszban azt érzékeltetjiik, hogy geometriai vizsgalatoknal ho-
gyan lehet felhasznalni a Mathematicdt.

A program 2.2.x véltozatai viszonylag kevés olyan belsd, illetve kiil-
s6 fliggvényt tartalmaznak, amelyeket geometriai problémak megoldasanal
kozvetlendil alkalmazhatunk. A beépitett grafikus, numerikus és szimbolikus
eljarasok Osszekapcsoldsaval irhatunk egy-egy (példaul koordinatageometri-
ai) feladattipus megoldasat szolgélé fiiggvényt vagy akar programcsomagot.
Ehhez sok segitséget és otletet adhatnak a MathSource-on talalhaté prog-
ramcsomagok, amelyekrol a 3.7.2. pontban fogunk szdlni.

3.7.1. Geometriai alakzatok

Két és haromdimenzids alakzatok dbrazolasinal a kovetkezd grafikus ele-
meket hasznélhatjuk:

Circle Polygon
Cuboid Raster
Disk Rectangle
Line Text
Point

A fenti elemekbdl az aldbbi eljarasokkal grafikus objektumokat készithe-
tlink:

ContourGraphics Graphics3D
DensityGraphics SurfaceGraphics
Graphics

amelyeket azutdan a Show fliggvénnyel jelenithetiink meg a képernyén.

Az abrazolds médjat egyrészt a grafikus opcidk (példaul a Graphics
fiiggvény opcidi) segitségével médosithatjuk; mésrészt az aldbbi, igyneve-
zett grafikus direktivdkat is hasznalhatjuk:

AbsoluteDashing GrayLevel
AbsolutePointSize Hue
AbsoluteThickness PointSize
CMYKColor RGBColor
Dashing SurfaceColor
EdgeForm Thickness

FaceForm
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A grafikus direktivdkat kétféleképpen alkalmazhatjuk. Ezek lehetnek a
kordbban targyalt grafikus fliggvények opcidinak értékei.

A grafikus objektumokat generdlé fliggvények els6 argumentuma mindig
egy olyan lista, amelyben grafikus direktivak (esetleg iires) sorozata és gra-
fikus elemek felvaltva kovetik egymast. A tobbi argumentumba esetenként
opcidkat irhatunk. Példaul:

Show [Graphics[{
RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.02],
Line[{{-56/2, -1/2}, {2, 2}}],
RGBColor[0.5, 1, 0.25], Thickness[0.01],
Line[{{-5/2, -3/2}, {2, 1}}]1,
RGBColor[1, 0, 1], PointSize[0.01], Point[{-1, 2}1},
PlotRange -> {{-3, 3}, {-3, 3}}, Axes -> True,
AspectRatio -> Automatic]]

Megemlitjik még azt is, hogy az adott adatok altal meghatarozott ko-
ordinata-rendszertol fliiggetlentiil a képernyd pontjaira is hivatkozhatunk a
Scaled belsé fiiggvénnyel. Ez a lehetéség jol hasznalhato példaul feliratok
készitésénél.

A fenti fiiggvények alkalmazasanak moédjara és a lehetdségek illusztrala-
sara tekintsiik a kovetkezo fiiggvényt, amellyel kényelmesen dbrazolhatunk
stkbeli geometriai alakzatokat:

Rajzol[elemek_List, {xMin_, xMax_}, {yMin_, yMax_}] :=
Block[{1 = elemek},
1=1/. {Point[{a_, b_}]1, nev_} :>
Apply[Sequence,
{Point[{a, b}], Text[nev, {a, b}, {-1, -1}1}1;

PrependTo[l, PointSize[.02]1];
Show[Graphics[1l, {AspectRatio -> Automatic,

PlotRange -> {{xMin, xMax}, {yMin, yMax}},

Axes -> True}11]

A fiiggvény miikodése kielemezhet6 az alabbi példabdl:

P={1, 0}; Q = {3, 1}; R = {2, 3/2};
Rajzol[{{Point[P], "P"}, {Point[Q], "Q"}, {Point[R], "R"},
RGBColor[1, O, 11,
Polygon[{{-3/2, 1/2}, {-2, -3/2}, {1/2, -1/2}}],
RGBColor[0, 0, 1], Line[{P, Q, R, P}1,
RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.002], Circle[{0,0}, {2,1}1},
{-3, 3}, {-2, 2}]
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20

Vektorok dbrazolasanal a Graphics‘Arrow' programcsomagban meglévo,
szamos opcidval rendelkezo

Arrow

fuggvényt hasznalhatjuk. Példaul:

<<Graphics‘Arrow*

Show[Graphics[Table[Arrow[{0, 0}, {Sin[x], Cos[x]1},
HeadCenter -> x, HeadLength -> 0.1], {x, 0, 1.6, 0.2}1],
PlotRange -> {{-0.1, 1}, {-0.2, 1.1}},

AspectRatio -> Automatic]
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Szabdlyos sokszogek és szabdlyos testek dbrazolasahoz és geometriai ada-
taiknak meghatarozasidhoz a

Geometry‘Polytopes’

programcsomag fiiggvényei adhatnak segitséget.
A felhasznalhaté szabalyos sokszogek a kovetkezdk:

Decagon Octagon
Digon Pentagon
Dodecagon Square
Heptagon Triangle
Hexagon Undecagon
Nonagon

Az 6tféle szabalyos konvex test elnevezése:

Cube Octahedron
Dodecahedron Tetrahedron
Icosahedron

Az aldbbi gegometriai adatok meghatarozasara van maod:

Area Faces
Circumscribed Inscribed
Coords Schlafli
Dual Vertices
Edges Volume

Szabdlyos testek tanulmanyozdsandl felhasznalhatjuk még a

Graphics‘Polyhedra‘

programcsomag eljarasait is. Itt az alabbi testeket nevezhetjiik meg:

Cube

Dodecahedron
GreatDodecahedron
GreatStellatedDodecahedron
GreatIsocahedron
Hexahedron

Icosahedron

Octahedron
SmallStellatedDodecahedron
Tetrahedron
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A kiilonboz6 stilust megjelenitést segitik a kovetkezd fiiggvények:

Geodesate Stellate
OpenTruncate Truncate
Polyhedron

Felhivjuk az Olvasé figyelmét arra, hogy ezek a fiiggvények eleve grafikus
objektumot készitenek az adott testrdl, a megjelenitésiikh6z tehat csak a
Show fliggvényt kell alkalmaznunk:

Show[OpenTruncate[Polyhedron[Dodecahedron], 0.4]]

Végiil megemlitjiik, hogy a

Geometry‘Rotations®

programcsomagban 1évo

Rotate2D RotateMatrix2D
Rotate3D RotateMatrix3D

fliggvények alakzatok elforgatdsanal lehetnek hasznosak. Példdul:

<<Geometry‘Rotations"
RotationMatrix2D[Pi/4] // MatrixForm

1 1
Sqrt[2] Sqrtl2]
1 1

B Sart[2]  Sqrt[2]
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3.7.2. Tovabbi lehet6ségek

Kiilon programcsomag all a felhasznal6 rendelkezésére abbdl a célbdl, hogy
geometriai probléméak megoldasanak hatékony algoritmusait tanulmanyoz-
hassa:

DiscreteMath'ComputationalGeometry"

Filiggvényei a kovetkezok:

ConvexHull NearestNeighbor
DelaunayTriangulation PlanarGraphPlot
DelaunayTriangulationQ TriangularSurfacePlot
DiagramPlot VoronoiDiagram

A tovabbiakban a MathSource-r6l megszerezheté programcsomagokra
szeretnénk felhivni az érdekl6dd Olvasé figyelmét.
Els6ként megemlitjiik a 0202-509 szam alatt taldlhatéd

MathDraw

csomagot, amellyel kényelmesen tudjuk rajzolni az 0sszes korzovel és vo-
nalzéval megszerkeszthetd alakzatot.
A 0205-175 szam alatt csak demonstrdcidos anyagot taldlunk a

Descartes

programcsomagroél, amely a szokasos alapmiiveleteken til képes analitikus
vizsgdlatok alapjan eldonteni olyan tulajdonsdgok meglétét, mint: illesz-
kedés, érintkezés, parhuzamossag, koncentrikussag stb. Ezen eszkozok fel-
hasznalasaval elemi geometriai tételek bizonyitésa (lasd [90]) és geometriai
transzformacidk hatdsa szemléltetheto.

A 0205401 szam alatti

MapPoint

program tobbszaz fliggvényt tartalmaz a klasszikus euklideszi geometria és
a modern dinamikus geometria alakzatainak dbrézolasara és animélasara a
sikon és a térben.

Négydimenziés alakzatok hiaromdimenzids metszeteit a 205-108 szadm
alatt megtaldlhaté

4DKnife

programcsomag fiiggvényeivel jelenithetjiik meg.
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3.8. Linearis algebra

A linearis algebrahoz kapcsolhaté eljarasok vektorok és matrixok szimboli-
kus és numerikus kezelésére képesek. A felhasznald igen egyszerlien, a be-
mend adatok alkalmas megadasaval valasztja ki a kivant kezelési médot.

Ha a vektorok vagy matrixok elemei szimbolikus kifejezések vagy pontos
numerikus értékek, akkor a program a kért miveleteket szamos beépitett
matematikai azonossig felhasznalasaval szimbolikusan végzi el, és igyekszik
megadni a pontos eredményt.

Ha a vektorok vagy maétrixok elemei valés vagy komplex szamok és ezek
koziil legaldbb az egyik kozelité numerikus érték (amit a tizedespont explicit
kifrasaval jelziink), akkor a program minden szamot ilyenre alakit at, és a
miveletek elvégzésére numerikus modszert haszndlva adja meg a pontos
eredmény egy kozelito értékét.

Itt is kiemeljlik azt a tényt, hogy a legtobb beépitett fliggvény argu-
mentumdaban vektor vagy méatrix (altaldban lista) is szerepelhet. Ebben az
esetben a program a szoban forgd fiiggvényt a vektor vagy a matrix min-
den elemére kiilon-kiilon alkalmazza, ha a fiiggvény rendelkezik a Listable
attribitummal.

3.8.1. Vektorok és matrixok megadasa

Néhéany programnyelvben a vektorok és a matrixok kiilonb6z6 tipusu ob-
jektumok. A Mathematica ezeket egységes médon, az egyik legalapvet6bb
beépitett adattipusaval, nevezetesen listdval abréazolja.

A tovébbiakban a List[x, y] utasitdssal egyenértékii {x, y} format
fogjuk hasznélni.

{x, y} az (z,y) vektor

{{a, b, c}, {d, e, f}} az (a b C> 2% 3-as
d e f

matrix

Vektorok, illetve matrixok elemei lehetnek valés vagy komplex szamok,
matematikai kifejezések, sot akar abrék is.
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Mivel a ,, vektor” kifejezést a matematikaban is kiilonb6zo6 fogalmak jelo-
lésére szokas hasznalni, ezért érdemes tisztazni azt, hogy a program milyen
objektumot tekint vektornak. Errdl a logikai értéket ado

bels6 fiiggvény tajékoztatja a felhasznalot. A Mathematicdban wvektoron
olyan listat értiink, amelynek egyik eleme sem lista:

{VectorQ[{1, Sqrt[2]1}], VectorQ[{x, Sin[yl}1}

{True, True}

{VectorQ[{{1}, 2}1, VectorQ[{{1}, {2}}1}
{False, False}

Ez a vektorfogalom a matematikaban szerepl6 rendezett n-es (ilyenek pél-
daul az R" tér elemei) fogalmaval analdg.

A program madatriznak olyan listat tekint, amelynek minden eleme ugyan-
akkora hosszisigu vektor (ezek a métrix sorai). Ezt az éltaldnos érvényt
megallapodéast a

fliggvénnyel ellendrizhetjiik:

{MatrixQ[{{1, 2}, {3, 4}}]1, MatrixQ[{{x}, {y}}1}

{True, True}

{MatrixQ[{x, y}1, MatrixQ[{{1}, {2, 3}}1}
{False, False}

Oszlopuektort, tehat példaul az R tér egy elemét igy:
{{1}, {2}, {3}, {4}}
{1}, {2}, {3}, {4}}
sorvektort, példaul az R4 tér egy elemét pedig kovetkez6 médon adha-
tunk meg:
{{1, 2, 3, 4}}
{{1, 2, 3, 4}}

A kordbban mondottaknak megfeleléen a Mathematica ezeket a kifejezése-
ket nem vektoroknak, hanem maétrixoknak tekinti.
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A ColumnForm fiiggvény valamely vektor komponenseit oszlopba ren-
dezve jeleniti meg a képernyon:
ColumnForm[{x, y}]
X
y
Matrixokat a szokasos formaban a MatrixForm fliggvénnyel abrazolha-
tunk. Példaul:

m = {{1, 2, 3, 4}, {0, 2, 3, 4}, {1, 5, 6, 7}};

MatrixForm[m]
1 2 3 4
0 2 3 4
1 5 6 7

A MatrixForm fliggvényt posztfix alakban (ldsd a 3.1.4. pontot) is hasz-
nalhatjuk:

mforma = m // MatrixForm

Felhivjuk azonban az Olvasé figyelmét arra, hogy a fenti utasitds hatasara
a program az mforma valtozéban nem az m matrixot (tehat listak listajat)
tarolja, hanem a MatrixForm[m] kifejezést, ami az m métrix ,,tdbldzatos
alakja”. Kihangsulyozzuk azt is, hogy az utébb megemlitett két fliggvény
csupan a képernyén valé megjelenités eszkozei.

Vektor és matrix dimenzidjit a

Dimensions

belso fliggvénnyel kapjuk meg. Példaul:

{Dimensions[{x, y}], Dimensions[m]}
{{2}, {3, 4}}
Figyeljiik meg, hogy matrix esetében az eredmény olyan lista, amelynek az

els6 eleme a sorok, a méasodik eleme pedig az oszlopok szama.
Adott lista elemeinek szamat a

beépitett fiiggvény adja meg. Ha v vektor, akkor a Length[v] utasitds
eredménye v komponenseinek a szdma, ha v métrix, akkor Length[v] v
sorainak a szama.
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A Table és az Array fliggvények segitségével is definidlhatunk vektoro-
kat és matrixokat.

e A Table fiiggvény

A Table fiiggvénnyel kényelmesen adhatunk meg olyan vektorokat, illetve
matrixokat, amelyeknek a komponensei matematikai kifejezések. A

Table[kifejezes, {i, imin, imax, di}]

utasitas eredménye olyan vektor, amelynek komponensei a kifejezes i
iteracios valtozéhoz tartozo értékei, ahol i imin-t6l imax-ig halad di 1é-
péskozzel.

Az imin, az imax és a di iterdcids paraméter nem feltétleniil egész
szam. A program i-t imin-t6l di lépéskozzel addig noveli, amig a kévetkezd
értéke imax-nal nagyobb nem lesz. Az iterdcids paraméterek szimbolikus
kifejezések is lehetnek. Az egyetlen megkotés az, hogy (imax—imin)/di
valés szam legyen.

A Table fiiggvény bizonyos argumentumai elhagyhatdk. Ilyenkor a prog-
ram az alapértelmezés szerinti értékeket hasznalja. A 1épéskoz (di) és a
kezd6érték (imin) alapértelmezés szerinti értéke 1, ennek megfeleléen a
kovetkez6 formakat is hasznalhatjuk:

Table[kifejezes, {i, imin, imax}]
Tablel[kifejezes, {i, imax}]

Megemlitjiik még, hogy a
Table[kifejezes, {imax}]

utasitds eredménye olyan imax dimenziéju vektor (lista), amelynek mind-
egyik komponense kifejezes.
A Table fiiggvénnyel matrixot példaul igy adhatunk meg:

Tablel[kif, {i,imin,imax,di}, {j,jmin,jmax,dj}]

Az {i,imin,imax,di} lista a mdtrix soraira, {j, jmin, jmax,dj} pedig
a matrix oszlopaira vonatkozé informéciékat tartalmazza:

Table[f[i, j1, {i, 1, 3}, {j, 1, 5}]

{{£(1,11, £[1,2], £[1,3], £[1,4], £[1,5]},
{f[2,1], f[2,2], £[2,3], f[2,4], £[2,5]},
{£[3,11, £[3,2], £[3,3], £[3,4], £[3,5]}}
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MatrixForm[%]

£[1,1] £[1,2] £[1,3] £[1,4] £[1,5]
£[2,1] £[2,2] £[2,3] £[2,4] f£[2,5]
£[3,1] f£[3,2] £[3,3] £[3,4] £[3,5]

Az iteraciés paraméterek megadédsara vonatkozoé fentebb ismertetett szabé-
lyok ebben a formaban is érvényesek.

e Az Array fiiggvény

A Table fiiggvényhez hasonld a kevésbé rugalmas, de sok esetben igen ké-
nyelmesen hasznalhaté Array fiiggvény. Hasznalata akkor lehet célszerti,
ha az elemek egy olyan fiiggvény értékei, amelyre csak nevével akarunk hi-
vatkozni, szemben az el0z6 esettel, ahol a fliggvényérték ,, altalanos” alakjat
adtuk meg.

Array[f, n]l az (f[1], f[2],..., f[n]) vektor
fIL,1] . fll,ng]
Array[f, {nl, n2}] az
f[nl, 1] f[nl,ng]
matrix.

Az n,nq és ny paraméternek tetszoleges nemnegativ egész szamnak kell
lennie. Az Array fliggvény ebben a formaban tehat az iterdciés valtozot
1-t6] egyesével lépteti. Ha az n szdmu elemet a kezd (tetszéleges komp-
lex) argumentumtdl egyesével lépkedve akarjuk felsorolni, akkor a kovetkezd
utasitasokat hasznalhatjuk:

Array[f, n, kezd]
Array[f, {nl, n2}, kezd]

Az elmondottakat az aldbbi példan illusztraljuk:

negyzetszamok[x_] := xa2
Array[negyzetszamok, 5]

{1, 4, 9, 16, 25}
A kovetkez6 egészen mast ad:

Array[negyzetszamok[x], 5]
2 2 2 2 2
{(x )01, (xH[2], (x)I[3], (x 4], (x )51}
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Mivel az Array argumentumaban a figgvényt, és nem annak helyette-
sitési értékét kell megadni, ezért itt felhasznalhatjuk a Mathematica tiszta
fiiggvény-fogalmat (lasd a 3.1.4. pontot) is:

Array[#+2&, 5]
{1, 4, 9, 16, 25}

Erdemes kiprébalni a kovetkezd utasitdsokat is:

Array[negyzetszamok, 10, I]
Array[f, 3, 4]

Array[f, 3, 1, Plus]

Array[f, {3, 4}] // MatrixForm
Array[f, {2, 3}, -1]
Array[#1.#2&, {2, 2}]
MatrixForm[%]

e Specialis matrixok

Szamos specidlis alakid métrix kozvetlen megadasira van maéd:

IdentityMatrix[3]
{{1, o, o}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

DiagonalMatrix[{a, b, c}] // MatrixForm

a 0 O
0O b O
0 0 c

A LinearAlgebra‘MatrixManipulation' programcsomag tovabbi
specialis matrixok értelmezését tartalmazza. Olvassuk be ezt a program-
csomagot:

<<LinearAlgebra‘MatrixManipulation*

és figyeljiik meg a kovetkez6 utasitasok eredményét:

SquareMatrixQ[{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}]
ZeroMatrix[3] // MatrixForm
ZeroMatrix[3, 6]
UpperDiagonalMatrix[f, 3]
LowerDiagonalMatrix[#1+#2&, 3]
MatrixForm[%]

HilbertMatrix[3]
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HilbertMatrix[2, 4]
HankelMatrix[4] // MatrixForm
HankelMatrix[{a, b, ¢, d}] // MatrixForm

Ezeket a matrixokat a Mathematica egyéb fliggvényeivel is egyszeriien
definidlhatjuk. A tovabbiakban az eredmények kozlése nélkiil mutatunk né-
hény ilyen példat.

Alsé haromszogmatrixot példdul igy is megadhatunk:

alsoharomszog[n_] := Tablel
I1f[i>=j, ali, j1, 01, {i, n}, {j, n}]
MatrixForm[alsoharomszog[3]]

Hilbert-matrixokat a Table fiiggvénnyel definidlhatunk:

hilbert[n_] := Table[1/(i+j-1), {i, 1, n}, {j, 1, n}]
hilbert[3] // MatrixForm

A kovetkez6 utasitds eredménye szintén harmadrendil Hilbert-métrix:
1/(Outer[Plus, Range[3], Range[3]1-11)

Tridiagonalis matrixot a feltételeket tartalmazé kifejezések megadédsanal
jOl hasznalhaté Switch belso fliggvénnyel adhatunk meg. Példaul igy:

tridiagonalis = Tablel[
SWitCh[i'j, -1, a, 0, b, 1, ¢, _, 01, {i, 5}, {js 5}]
MatrixForm[tridiagonalis]

A kovetkez6 utasitds eredménye egy 5 x 5-6s Vandermonde-matrix:

vandermonde = Array[x[#1]a(#2-1)&, {5, 51}]
MatrixForm[%]

amelyre vonatkozé ismert Osszefiiggést igy illusztralhatjuk:

Factor[Det [vandermonde]]

3.8.2. Részmatrixok kezelése

A 2.3.1. pontban ismertetett médon hivatkozhatunk métrix részeire (elem,
sor, oszlop), illetve médosithatjuk az egyes részeket.
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m[[i, jl1] az m métrix (4,5) indexil
eleme
m[[i]l]  az m métrix i-edik sora
Transpose[m] [[j]1]  az m madtrix j-edik oszlopa

A Transposel[m] az m (tetszbleges téglalap-) métrix transzponaltjat
adja meg. Az m maétrix j-edik oszlopat még igy is megkaphatjuk:

Map[#[[j11&, m]

Az m matrix iy, ---, 4, index(i sorainak és ji,---,j, index(i oszlopainak
kozos részeként addédo r x s méretli részmatrixat a kovetkezo utasitdssal
jelolhetjiik ki:

m[[{il,...,ir}, {j1,...,js}]]

Az elmondottakat az alabbi példdkon mutatjuk be:

Clear[m]
m = {{29 3, 5, 1}9 {49 7, 0, 8.}, {x9 2, 1, 7}};
MatrixForm[m]

2 3 5 1
4 7 0 a
x 2 1 7
m[[3, 2]1]
2

m[[1]1]
{2, 3, 5, 1}

Véltoztassuk most meg az m matrix (3,2) indexii elemét és az elsé sorat:
m[[3, 211 = -1; m[[1]] = {0, 3, -2, 7};

és ellencrizziik az eredményt:

MatrixForm[m]
0 3 -2 7
4 7 0 a
x -1 1 7
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Az aldbbi utasitdsok mindegyike az m maétrix harmadik oszlopat adja
meg:

Transpose[m] [[3]]
{_2: 0’ 1}

Map[#[[311%&, m]
{-2, 0, 1}

Az m métrix egy részmatrixat igy jelolhetjiik ki:

m[ [{1 ’ 2} ’ {2 ’ 3}]] // MatrixForm
3 -2
7 0

Ezt a részmatrixot még igy is megkaphatjuk:
m[[Ra-nge [1 ’ 2] ’ Ra-nge [2 ’ 3]]]

A LinearAlgebra‘MatrixManipulation' programcsomag tobb le-
hetéséget is tartalmaz blokkmatrixok kényelmes kezelésére. Olvassuk be
sziikség esetén ezt a programcsomagot, ezutan prébaljuk ki a kovetkezd
utasitdsokat:

A = {{al1, a12}, {a21, a22}}; MatrixForm[A]
B = {{b11, b12}, {b21, b22}}; MatrixForm[B]
AppendColumns[A, B]; MatrixForml[/]
AppendRows[A, B] // MatrixForm
BlockMatrix[{{A, B}, {B, {{0, 0}, {0, 0}}}}]
MatrixForm[%]

mat = Array[c, {3, 4}]; MatrixForm[mat]
TakeRows[mat, -2]1 // MatrixForm
TakeColumns[mat, {2, 3}] // MatrixForm
TakeMatrix[mat, {2, 3}, {3, 4}]
SubMatrix[mat, {2, 3}, {2, 2}]

3.8.3. Muuveletek vektorokkal és matrixokkal

Ebben a pontban az aritmetikai miveletekkel, matrixnak a determinan-
saval, a rangjaval és az inverzével, valamint matrixvaltozos fliggvényekkel
foglalkozunk.
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e Aritmetikai miiveletek

Egyenl6 dimenziéju vektorok, illetve matrixok dsszegét a matematikdban
megszokott médon kapjuk meg:

vi = {a, b, c}; v2 = {x, y, z};
vl + v2
{fa+x, b+y, c+ 2z}

A ={{1, a, b}, {2, 3, d}}; B = {{c, d, e}, {f, g, h}};
A + B // MatrixForm

1 +c a+d b+e

2+f 3+g d+h

A v vektornak, illetve az A méatrixnak a ¢ szammal vett szorzatdt a
C V vagy a C*Vv

illetve
¢ A vagy a c*A

utasitassal szdmolhatjuk ki.

Egyenl6 dimenzidju vektorok skaldris szorzatanak meghatirozasdhoz a
Dot belsé fiiggvényt (ennek rovid alakja a . karakter) hasznélhatjuk fel.
Ha a v1 és a v2 vektor mindegyik komponense valds szam vagy valds szim-
bélum, akkor ezek skaldris szorzata:

vl . v2
ax+by+caz
(Komplex esetben a Dot fiiggvény nem veszi a konjugdltat.)

Héaromdimenzids vektorok vektoridlis szorzatat a Cross fliggvénnyel sza-
mithatjuk ki. Ennek hasznalatdhoz el6szor be kell hivni a

<<LinearAlgebra‘'CrossProduct"
programcsomagot. A v1 és v2 vektor vektoridlis szorzata:

Cross[vi, v2]
{-(cy) +bz, cx-az, -(bx)+ay}

A Cross fliggvény ismeri és alkalmazni is tudja a skaldris és a vektoridlis
szorzat alapvetd tulajdonsigait.

Matrizok szorzatdra a Dot fliggvény ugyanazt az eredményt adja, amit
a matematikdban sor-oszlopszorzassal szoktunk megkapni. Ez azt jelenti,
hogy a Mathematica kiszédmolja az A és a B métrix szorzatat akkor, ami-
kor az A métrix oszlopainak a szdma (a Dimensions[A] &ltal megadott
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lista utolsé eleme) megegyezik a B matrix sorainak a szdméval (azaz a Di-
mensions [B] dltal megadott lista elsé elemével). Prébéljuk ki példaul a
kovetkezo utasitasokat:

Clear[A, Bl

A = {{5, -3}, {2, 1}}; B = {{1, 4}, {2,-3}};
(A +B) . (A-B)

A .A+2xA , B+B .B

A Mathematica sajatos médon kezeli vektor és mdtriz szorzatdt. Sok
esetben a matematikdban megszokott sor-oszlopszorzasnak megfeleléen ér-
telemszerien tekint egy vektort sorvektornak vagy oszlopvektornak. Ha pél-
daul

Clear[A, v]

A = {{a, b, c}, {d, e, £}}; v ={x, y};
akkor a program meghatdrozza a v.A szorzatot (ekkor v-t sorvektornak
tekinti):

v . A

{fax+dy,bx+ey, cx+ £y}

az A.v utasitédsra azonban hibatizenetet kiilld. Mdsrészt

Clear[v]
V={X,Y,Z}
A . v

{fax+by+cz,dx+ey+ £z}
(ebben az esetben a program v-t oszlopvektornak veszi), és most a v.A
utasitasra kapunk hibatizenetet. =~ Néhanyszor azonban matematikai szem-

pontbdl értelmetlen eredményt is kaphatunk. Tekintsiik példaul a kovetkezd
egyenlOséget:

(:{) 421) <2>(5 6)(:{) Z):@g; 1537286>'

Nem kapjuk meg az elvart eredményt akkor, ha a két bels6 tényezot vek-
torként definialjuk:

{{1, 2}, {3, 43} . {5, 6} . {5, 6} . {{1, 2}, {3, 4}}
319 . {{1, 2}, {3, 4}}

Az ilyen esetekben célszer(i megjeldlni azt, hogy melyik vektort tekintjiik
sorvektornak és melyiket oszlopvektornak:
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{{1, 2}, {3, 4}}.{{5}, {6}}.{{5, 6}}.{{1, 2}, {3, 4}}
{{391, 578}, {897, 1326}}

Ezzel a médszerrel szdmolhatjuk ki a Mathematicdval két vektor diadikus
szorzatdt, azaz egy oszlopvektornak és egy sorvektornak a matrix-szorzatat:

{{x}, {y}} . {{a, b, c}} // MatrixForm
ax b x c X
ay by cy
Az Outer belsd fiiggvénynek és a BlockMatrix kiilsé fliggvénynek (ez a
LinearAlgebra‘MatrixManipulation' programcsomagban taldlhatd)

felhasznalasdval adhatunk meg olyan 1j eljarast, ami két matrix Kronecker-
szorzatat hatarozza meg:

<<LinearAlgebra‘MatrixManipulation*
KroneckerSzorzat[a_, b_] :=
BlockMatrix[Outer[Times, a, bl]

Tekintsiik ezutan a kovetkez6 matrixokat:

A = Arrayl[a, {2, 2}]
{{al1, 11, al1, 213}, {al2, 11, al2, 21}}

B = Array[b, {2, 2}]
{{pbl1, 11, bl1, 21}, {vl2, 11, b[2, 2]1}}

Az indexek ligyesebb elhelyezésével attekinthetébb eredményt igy kapha-
tunk:

KroneckerSzorzat[A, B] /.
{ali_, j_]1 -> Subscripted[a[SequenceForm[i,j]1]1]1,
bl[i_, j_] -> Subscripted[b[SequenceForm[i,j]11]1}
// MatrixForm

agy b11  a11 b1z a2 b1 ai2 bio
agy bg1  ag1 boo  agp baoy  ai2 bao
agy b1 apy by agy byg  agy bio
agy bp1 apg boo  agy by a2 boo

Négyzetes matrix pozitiv egész kitevéji hatvdnydt a

MatrixPower

fliiggvénnyel hatdrozhatjuk meg. Tekintsiik példaul a kovetkezd A € R?*?
matrixot:
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A= {{19 1}9 {_19 3}}

MatrixForm[A]
1 1
-1 3

Ennek a négyzetét, azaz az A% € R**? métrixot igy szdmolhatjuk ki:

MatrixPower[A, 2] // MatrixForm
0 4
-4 8

Vigydzzunk azonban arra, hogy az AA2 utasitdst (ennek teljes alakja:
Power[A, 2]) is haszndlhatjuk. Mivel a Power fiiggvény rendelkezik a
Listable attributummal, ezért a szoban forgd utasitis eredménye nem az
A maétrix négyzete, hanem az elemek négyzetébdl 4llé matrix:

Ar2 // MatrixForm
1 1
1 9

e Négyzetes matrix determinansa
Az A négyzetes matrix determinansat igy kaphatjuk meg:

A 7, véges szamtestben is dolgozhatunk, ha a

Det[A, Modulus -> p]

utasitast hasznaljuk. A Modulus opcié alapértelmezés szerinti értéke 0.
Ekkor a program a C szamtestben végzi el a miiveleteket.

A kovetkez6 példakban a matrix elemei pontos numerikus értékek, illetve
szimbdélumok, ezért a determindns pontos értékét kapjuk meg:

Det[{{1/3, _5/2, 2/5, 3/2}, {3, -123 21/5, 15}!
{2/3, -9/2, 4/5, 5/2}, {-1/7, 2/7, -1/7, 3/7}}]

35

A = {{a, b, C, d}, {-b9 a, d’ _0}9

{-¢c, -d, a, b}, {-d, c, -b, al}};
Det[A];
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Factor[/]
2
2 2 2 2
(a +b +c +d)
Az aldbbi példdban a matrix egyik eleme kozelité numerikus érték. A
Det fiiggvény ebben az esetben a kért eredménynek egy kozelitd értékét
hatarozza meg:

B={{Sqrt[2.1, Sqrt[3], Sqrt[5], Sqrt[3]1},
{Sqrt[6], Sqrt[21], Sqrt[10], -2 Sqrt[31},
{Sqrt[10], 2 Sqrt[15]1, 5, Sqrt[61},
{2, 2 Sqrt[6], Sqrt[10], Sqrt[151}};
Det [B]
9.04581
A program a fenti eredményt gépi pontossagu szamok (ldsd a 3.1.3. pontot)
felhasznalasdval szamitotta ki. Emlékeztetiink arra, hogy a tobbi értékes
jegyet igy jelenithetjiik meg:

InputForm[%]
9.04580658046875

Ha ennél tobb értékes jegyre szeretnénk a determindnst meghatarozni, ak-
kor az N fiiggvényt kell alkalmaznunk.

e Matrix rangja

Adott matrix rangjanak meghatdrozdsahoz a Mathematica tObb beépitett
fliggvényét is felhasznédlhatjuk.

Az A e C"™ (n,m € N) mdtriz rangja az r (< min {n,m}) természe-
tes szdm, ha A-nak van r-edrendii, nullitdl kiilonbozo aldetermindnsa, de
minden (7 + 1)-edrendii aldeterminénsa (ha egyéltaldn van ilyen) nulla.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezé r szamot a Minors fliggvény segit-
ségével kereshetiink. A

‘ Minors[A, k] ‘

utasitds eredménye ugyanis egy olyan matrix, amelynek minden eleme A
valamely k X k-s részmétrixdnak determinansa. (Ha A n x m-es, akkor ez

a matrix (7)) x (') méreti.) Péld4ul:

Clear[A]
A ={{1, 3,1, -1, -3}, {4, -1, 1, -1, -1},
{-7, 5, -1, 1, -1}, {1, -5, -1, -1, 1}};
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Minors[A, 4]
{{o, 0, 0, 0, 0}}

Minors[A, 3]

{{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O},

{2, 24, 36, 6, 10, 12, -8, -12, 0, 4},

{-4, -48, -72, -12, -20, -24, 16, 24, 0, -8},
{-2, -24, -36, -6, -10, -12, 8, 12, 0, -4}}

FEnnek a métrixnak a rangja tehat 3.

Egy matrix rangjat a fentinél kevesebb szamolédst igényld eljarassal is
meghatdrozhatjuk. Az ezzel kapcsolatos allitds azt mondja ki, hogy egy
matrix rangja nem valtozik meg akkor, ha a sorain tgynevezett elemi sor-
miiveleteket hajtunk végre. Ilyen miiveletek a kovetkezdk: két sor felcseré-
lése, egy sornak nullatdl kiillonb6z6 szammal valé megszorzasa, valamelyik
sor tetszoOleges szammal vett szorzatanak egy masik sorhoz valé hozzaadésa.
Ilyen atalakitasokat alkalmaz a

RowReduce

belsé fiiggvény. Az eredményként adédé matrix rangja (ami megegyezik a
kiinduldsi matrix rangjaval) sok esetben mér kozvetleniil leolvashaté. Pél-
daul:

RowReduce[A] // MatrixForm

1 0O 0 -4 -6

0 i 0 -3 -5
0o O 1 12 18
o o0 o0 o0 O

A Mathematicdnak ezzel az eljardsaval illusztralhatjuk a métrix rangjanak
egy maésik lehetséges (az elézbvel ekvivalens) definicidjat is. Nevezetesen:
egy matrix rangja egyenld a linedrisan fiiggetlen sorvektorainak a maximalis
szaméaval. A fentebb megadott A matrixnak pontosan 3 linedrisan fliggetlen
sorvektora van, ezért a rangja 3.

A Mathematica 2.2.x valtozataiban nincs olyan beépitett fiiggvény, ame-
lyik eredményként matrix rangjat adja meg. A sokat sejtet6 TensorRank
belsé fiiggvényt erre nem hasznalhatjuk. A legegyszeriibben taldn a

NullSpace

bels6 fliggvény felhasznalasaval definidlhatunk métrix rangjat kiszamolo
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eljardst. Ha A € C"*™ akkor a NullSpace[A] utasitds eredménye a
ker(A) :={xze€C™ : Az=0}CC™
altér bazisvektorainak listaja:
NullSpace[A]
{{6, 5, -18, 0, 1}, {4, 3, -12, 1, 0}}

Bebizonyithaté az, hogy az A métrix rangja (a fenti jeloléseket haszndl-
va) megegyezik az m — dimker(A) szdmmal. Ezért matrix rangjat megadé
fliggvényt igy definidlhatunk a Mathematicdban:

mrang[x_] := Length[Transpose[x]] - Length[NullSpace[x]]
A korabban értelmezett A matrixot felhasznélva ellenérizziik az j eljaras
miikodését:
mrang [A]
3

e Négyzetes matrix inverze

Most a négyzetes és regularis (azaz nullatdl kiilonbozé determindnsi) mat-
rix inverzének kiszdmolasdhoz hasznalhato

Inverse

fliggvény lehetéségeit ismertetjiik. Matrix altalanositott inverzérol a 3.8.8.
pontban lesz sz6.

A Mathematica a megfelelé miveleteket a Z, véges szamtestben végzi
el, ha a

‘ Modulus -> p

opci6t (ennek alapértelmezés szerinti értéke 0) adjuk meg.
Az Inverse fliggvénynél is a bemeno adatok szintaxisaval valaszthatjuk
meg a kiértékelés szimbolikus (pontos) vagy numerikus (kozelité) maodjét.
Nézziik el0szor azt az esetet, amikor a matrixot csak pontos numerikus
értékek, beépitett matematikai dllanddk vagy pedig szimbolumok felhaszna-
ldsaval adjuk meg. A program ebben az esetben a pontos eredményt keresi.
Ezt illusztraljdk a kovetkezd példak:
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Inverse[{{1, 2}, {2, 4}}]

LinearSolve: :nosol:
Linear equation encountered which has no solution.
Inverse[{{1, 2}, {2, 4}}]

Inverse[{{a, b}, {5a, 5b}}]

Inverse::sing: Matrix {{a, b}, {6 a, 5 b}} is singular.
Inverse[{{a, b}, {5 a, 5 b}}]

{{1 + Sqrt[2], 2 - Sqrt[31}, {2 + Sqrt[3], 1 - Sqrt[2]1}};
Inverse[)] // MatrixForm
-1 + Sqrt[2] 2 - Sqrt[3]
2 2
2 + Sqrt[3 -1 - Sqgrt[2]
2 2
Bonyolultabb a helyzet akkor, amikor a matrix elemei kozott szimbolu-
mok is vannak. Az invertalhatosag problémajanak eldontéséhez és az inverz
meghatarozasihoz ebben az esetben kiilénb6z6 tipusu azonossagok felhasz-
nalasaval kell matematikai kifejezéseket kezelni, illetve dtalakitani.
Tekintsiik példaul a kévetkez6 matrixot:

A = {{1, 2 Sin[x]142}, {1, 1 - Cos[2 x]1}};
MatrixForm[%]

2
1 2 Sin[x]
1 1 - Cos[2 x]

Mivel cos2r = 1 — 2sin?z (z € R), ezért a fenti matrix minden z € R
esetén szingularis (azaz nem invertdlhaté). Hajtsuk végre az

Inverse[A]

utasitast, és figyeljik meg, hogy a Mathematica altal adott eredmény ma-
tematikai szempontbdl értelmetlen (a képernyén megjelend tortek nevezéje
ugyanis nulla). Vildgos, hogy az Inverse fiiggvény nem alkalmazta az em-
litett azonossagot.

Ilyen tipusu problémék kezelésére szolgal a

ZeroTest ‘

opcid, amelyben kijelolhetjiik a felhasznélni kivant azonossagok korét. En-
nek az opcidnak az alapértelmezés szerinti értéke:
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Options[Inverse, ZeroTest]
{ZeroTest -> (#1 == 0 &)}

Ez azt jelenti, hogy az Inverse fliggvény a miveletek elvégzésénél csak az
Osszevonasok utan 0-nak adédo kifejezéseket tekinti zérusnak.

Egyszertien ellendrizhetjiik azt, hogy példaul a Simplify fiiggvény is-
meri a fentebb megemlitett azonossagot. A kovetkezd mdédon kozdlhetjiik
a Mathematicdval azt, hogy az A méatrix inverzének meghatarozasanal is
vegye figyelembe az Gsszes olyan azonossagot, amelyeket a Simplify fiigg-
vény ismer:

Inverse[A, ZeroTest -> (Simplify[#] == 0 &)]

Inverse::sing:
2
Matrix {{1, 2 Sin[x] }, {1, 1 + <<1>>}} is singular.

2
Inverse[{{1, 2 Sin[x] }, {1, 1 - Cos[2 x]}},
ZeroTest -> (Simplify[#] == 0 &)]

A ZeroTest opciét az Automatic értékkel is hasznalhatjuk.
Ha a maétrix elemei kozott kozelitd6 numerikus értékek is vannak, akkor
az inverzének is egy kozelit6 értékét kapjuk meg:

Inverse[{{1.2, 5.7}, {4.2, 5.6}}]
{{-0.3252, 0.3310}, {0.2439, -0.06968}}

Nagypontossagu szamok alkalmazésa esetén a Mathematica bizonyos hi-
babecslést is végez. Ezt illusztralja a kovetkezo utasitassorozat:

B = N[Table[1/(i+j-1), {i, 6}, {j, 6}], 50];
(B . Inversel[B])[[11]
{1., 0., 0., 0., 0., 0., 0.}

Accuracy[/]
38

Az Inverse fiiggvény ezekben az esetekben is ellenérzi a megadott mét-
rix invertalhatésdgat. A helyzetet itt az a tény bonyolitja, hogy invertalhatd
és nem invertalhaté matrixok kozotti éles matematikai kiilonbségtétel csak
a valds szamok idedlis vilagaban létezik. Mihelyt a matrixokat kerekitési
miiveleteknek vetjiik ald, a megkiilonboztetés sziikségképpen még zavaro-
sabb lesz. Igy bizonyos nem-szingularis matrixok szingularissa teheték a
kerekités altal keletkezd perturbécié révén. Még gyakrabban, egy valéban
szingularis matrix a kerekités altal egy kozeli, nem-szingularis matrixba
perturbalédhat.
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e Matrixfiiggvények

Ismeretes, hogy barmely A € C™*" (n € N) maétrix esetén a > A*/k! sor
konvergens. Az Osszegének kiszamoldsdhoz, azaz az
[e.e]
eA — A_k
T k!
k=0

matrix meghatarozasahoz a

MatrixExp

bels6 fliggvényt hasznalhatjuk fel. Példdul:

Clear[A]
A= {{43 2, _5}, {6, 4, '9}3 {59 3, _7}};
MatrixExp[A] // MatrixForm

-1+ 3E E 1 -3E
3 E 3+ E -3 -3 E
-1+ 3 E 1 +E -3 E

A kiszamolashoz sziikséges idGtartamot is érdemes megnézni:

Timing[MatrixExp[m];]
{3.296 Second, Null}

3.8.4. Vektornormak és matrixnormak

A Mathematica belso és kiilso fliggvényei kozott nincs olyan, amellyel vektor
(métrix) valamelyik norméjat kozvetleniil ki tudnénk szdmolni. Ebben a
pontban megmutatjuk, hogyan definialhatunk ilyen fliggvényeket.
Ismeretes, hogy a kovetkez6 leképezések mindegyike norma a C™ (n € N)
linearis téren:
P _ n
ol = max {loal} (0= (@0 sm) € C7)

(vektor mazimum-normdja),
n
1
lelly = (X lasl?)"” (@e " pz1)
k=1

(vektor l,-normdja).
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Vektor maximum-normajat kiszamolé fiiggvényt igy adhatunk meg:

VektorMaxNormal[x_?VectorQ] := Max[Abs[x]]

A _7?VectorQ mintédzattal kozoltiik a Mathematicdval azt, hogy a := jel-
sorozat jobb oldalan 1é6vé miveleteket csak akkor végezze el, ha a fiiggvény
argumentumaba vektor keriil. Figyeljiik meg azt is, hogy a dimenziészam
megjelolése nélkiil adtuk meg ezt a normét. Az Abs fliggvény ugyanis ren-
delkezik a Listable attributummal:

Attributes[Abs]

{Listable, Protected}
Ez azt jelenti, hogy ha az argumentumaéba vektort (listdt) {runk, akkor a
program a lista minden elemére kiilon-kiilon alkalmazza az Abs fiiggvényt.

Probaljuk most ki ezt az 1j eljarast:

vi = {-3, 2}; v2 = {4, 5, 6, 7, -8};
{VektorMaxNorma[vi], VektorMaxNorma[v2]}

{3, 8}

V3 = {1, {1, 3}};
VektorMaxNorma[v3]

VektorMaxNorma[{1, {1, 3}}]

Vektor [,-norméjat adja meg a kovetkezd fiiggvény (a QQ jelsorozat az
Apply fiiggvény rovid alakja):

VektorlpNormal[x_?VectorQ, p_ /; p>=1] :=
(Plus @@ (Abs[x]ap))a(1/p)
{VektorlpNormal[vi, 2], VektorlpNormal[vi, 1]}

{Sqrt[13], 5}

Tekintsiik ezutdan a kovetkezo matrixnormékat:

IAls = (Y Jayl?)* (A€ C™)

ij=1
(métrix euklideszi normdja),

n

P - nxn

I4lls = o Dol (A€ €
]:

(métrix sordsszeg-normdja),
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n
L » nxn
Alo = max > lagl (4 €™
i=1
(matrix oszlopdsszeg-normdja).
Ezek kiszamolasahoz hasznalhatjuk a kovetkezd fliggvényeket:

(Plus @@ Flatten[Abs[x]a2])a(1/2)
Max[Apply[Plus, Abs[x], {1}]1]
Matrix0szNormal[x_] := Max[

Apply[Plus, Abs[Transposel[x]1], {1}1]

MatrixEuNorma[x_]
MatrixSoNorma[x_]

Ezeknek a fliggvényeknek a miikodését is kiprébaljuk:

A = Array[#1a2 + #2a3%, {2, 2}];

MatrixForm[%]
2 9
5 12

{MatrixEuNorma[A], MatrixSoNormal[A], MatrixOszNormal[Al}
{Sqrt[254], 17, 21}

Az A négyzetes matrix || - || matrixnorméra vonatkozé kondicidszima az
|A]| - |A~Y|| valés szadm. Ezt a Mathematicdban példéul igy definidlhatjuk:

KondiSzam[x_, norma_:MatrixEuNorma] :=
norma[x] norma[Inverse[x]]

A KondiSzam fliggvényt két argumentummal értelmeztiik. Az els6be kell
beirni a matrixot, a masodikba pedig egy korabban mar definidlt métrixnor-
ma nevét. Ez utébbi argumentum elhagyhaté. Ebben az esetben a program
a : jel utdan megadott matrixnorméaval szamolja ki a kondiciészamot:

{KondiSzam[A], KondiSzam[A, MatrixEulNorma]}

254 254

217 21
{KondiSzam[A, MatrixSoNormal, KondiSzam[A, MatrixOszNormal]}
{17, 17}
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3.8.5. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras

Véges dimenzids euklideszi terekben végezhetiink bizonyos szamoldsokat a
LinearAlgebra‘Orthogonalization' programcsomag aldbbi fiiggvé-
nyeivel:

GramSchmidt Projection
Normalize

Az alapértelmezés az (R", (-,-)) euklideszi tér, ahol n adott természetes
szdm és (-,-) a szokdsos skaldris szorzat:

n
<$,y> = Zxk‘yk («T,y € Rn)’
k=1
ami az

iz = (r € R")

euklideszi normat indukalja.
Olvassuk be a széban forgd programcsomagot:

<<LinearAlgebra'0Orthogonalization'

Adott v € R" vektor esetén a Normalize[v] utasitds eredménye olyan
R"-beli vektor, amelynek euklideszi norméja 1:

v=A{1, 1, 1, 1};

Normalizel[v]
1 1 1 1
2’ 27 27 2

A Projection[vl, v2] utasitds a v; € R" vektornak a v; € R"
vektor irdnyaba esé merdleges vetiiletét, azaz a
V1,V
i, v0)
(Uz,vz>
vektort adja meg. Példaul:
vi = {1, 2, 3}; v2 = {-1, 2, -6};
Projection[vi, v2]
30

{15 90}
41’ 41’ 41
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Az f1, fa, -+, fm € R" vektorok édltal meghatdrozott altérben a Gram-—
Schmidt-féle ortogonalizacids eljarassal ad meg egy ortonormalt bazist a

GramSchmidt [{f1, f2, ..., fm}]

utasitas. Ugyanezt normalas nélkiil {gy kapjuk meg:

f1 = {1, 2, 2, -1};
£f2 = {1, 1, -5, 3};
£3 = {3, 2, 8, -7};

GramSchmidt[{f1, £f2, £3}, Normalized -> False]
{{1: 2’ 2: _1}, {2’ 3’ _3’ 2}, {2’ _1’ _1’ _2}}

Az eldzdekben ismertetett miveleteket masik skalédris szorzattal ellatott
euklideszi térben is elvégezhetjiik. A skaldris szorzatot az

‘ InnerProduct

opcidoval definidlhatjuk. A felsorolt fliggvények mindegyike rendelkezik ezzel
az opciéval, ami alapértelmezésben a pont elején megadott skalaris szorzat.
Ezt a Mathematica igy fejezi ki: InnerProduct -> Dot, ami ekvivalens
a kovetkezével: InnerProduct -> (#1.#2)&.

Egyetlen példdn mutatjuk meg skalaris szorzat megaddsdnak modjat.
Tekintsiik a (P, (-, -)r) euklideszi teret, ahol P, jeloli a legfeljebb n-edfoku
valos algebrai polinomok linearis terét, és a skaldris szorzatot igy értelmez-
ziik:

dt .9 € Pn).
Ismeretes, hogy ha példaul az fz(ac) =x' (z € R, i =0,1,---,4) polino-
mokra a Gram—Schmidt-féle eljarast alkalmazzuk, akkor a megfelel6 indexti
elsofaji Csebisev-polinomokat kapjuk:

GramSchmidt[{1, x, xs2, xa3, x4}, Normalized -> False,
InnerProduct->
(Integrate[(#1 #2)/Sqrt[1-xs2], {x, -1, 1}]1&)]

1 2 -3x 3 1 2
{1’ X, —— +tx, +x, - - X +X}
2 8

Az els6fajui Csebisev-polinomok beépitett fliggvényként is szerepelnek a
Mathematicdban. Nézziik meg most ezeket is:

Table[ChebyshevT[k, x], {k, 0, 4}]
2 3 2 4
{1, x, -1 +2x , -3x+4x ,1-8x +8x}
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3.8.6. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Ebben a pontban a linearis egyenletrendszerek megoldasahoz segitséget ado

LinearSolve Reduce
NullSpace Solve

bels6 fiiggvények, valamint a LinearAlgebra‘Tridiagonal' program-
csomagban meglévo

TridiagonalSolve ‘

kiils6 fliggvény altal nyuijtott lehetoségeket ismertetjiik.
Tekintsiik elszor az A € C™*" (m,n € N) egyiitthatémdtrixszal és a
b € C" vektorral megadott

Az=b 2z eC

linearis egyenletrendszert.

A Solve fiiggvény (14sd a 3.3.1. pontot) linedris egyenletrendszerek meg-
oldésdhoz az LU-algoritmust alkalmazza. Ha az egyenletek megadasanél
pontos numerikus értékeket hasznalunk, akkor a pontos megoldast kapjuk
meg:

egyl = {x+2y+3z==12, 4x+5y+6z==13, 7x+8y+11z==14};
Solvelegyl, {x, y, z}]
34 35
{{x —> —?, y > 3 z -> 0}}
Az egyenletrendszert igy is megadhatjuk:

Al {{1, 2, 3}, {4, b5, 6}, {7, 8, 11}};
b1 = {12, 13, 14};

Clear[x]; x = {x1, x2, x3};

Solve[Al . x == b1, x]

34 35
{{x1 > —7;, x2 -> 3 x3 -> 0}}

A Solve fiiggvény a matematikdban megszokott mddon oldja meg az
egyenletrendszert akkor is, amikor annak végtelen sok megoldédsa van:

A2 = {{1, -2, 3, -4}, {0, 1, -1, 1},
{1, 3, o, -3}, {0, -7, 3, 1}};
b2 = {4, -3, 1, -3};
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Clear[x];
x = {x1, x2, x3, x4};
meo = Solvel[A2 . x == b2, x]

{{x1 -> -8, x3 -> 6 + 2 x4, x2 -> 3 + x4}}
Ennek az egyenletrendszernek az altalanos megoldasa:

altmeo = {meo[[1,1,2]]1, meo[[1,3,2]1]1, meo[[1,2,2]11, x4}
{-8, 3 + x4, 6 + 2 x4, x4}

Ures listat kapunk eredményként abban az esetben, ha az egyenletrend-
szernek nincs megoldasa:

A3 = {{2, -1, 3}, {3, -5, 1}, {4, -7, 1}};
b3 = {9, -4, 5};

Clear[x]; x = {x1, x2, x3};

Solve[A3 . x == b3, x]

{3

A LinearSolve bels6 fiiggvény szintén az LU-algoritmust hasznalja
linearis egyenletrendszerek megoldasahoz:

LinearSolve[Al, bi1]
34 35

{__: P
3 3

LinearSolve[A2, b2]
{_8: 3’ 6: 0}

0}

LinearSolve[A3, b3]

LinearSolve: :nosol:
Linear equation encountered which has no solution.
LinearSolve[{{2, -1, 3}, {3, -5, 1}, {4, -7, 11},
{9, -4, 5}]

A maésodik példaban figyeljiik meg azt is, hogy ezzel az eljarassal abban az
esetben is csak egyetlen megoldast kapunk meg, amikor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldasa van.

Ismeretes, hogy az Ax = 0 (€ C") homogén linedris egyenletrendszer
megolddsainak a halmaza a C" tér egy altere. Ennek az altérnek egy bazisét
kapjuk meg a NullSpace[A] utasitds eredményeként. Példdul:

NullSpace[A2]
{{o, 1, 2, 1}}
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Tridiagonalis matrixszal megadott egyenletrendszert megoldhatjuk az
imént megemlitett fliggvények segitségével is, de hasznalhatjuk a hatéko-
nyabb algoritmust tartalmazé TridiagonalSolve kiils6 fiiggvényt is. Ol-
vassuk be az ezt tartalmazé programcsomagot:

<<LinearAlgebra‘Tridiagonal"
Tekintsiik a kovetkezo tridiagondlis matrixot:

{a, b, ¢} = {{7, 1, 11}, {4, 8, 2, 12}, {6, 9, 3}};
A = Table[Switch[
j-i, -1, allj11, o, b[[j11, 1, c[[3-111, _, O],
{i, 4}, {j, 4}1;
MatrixForm[A]

4 5 0 O

7 8 9 O
0 1 2 3
0O 0 11 12

Oldjuk most meg az Ax = r egyenletrendszert:

r = {29 3, 4, 5};
TridiagonalSolvel[a, b, c, r]
28 26 5 20
9 9 27" 81

Végiil hasonlitsuk 0Ossze a kiilonboz6 eljarassal végzett kiértékeléshez
sziikséges idotartamokat:

> > B

Clear[x]; x = {x1, x2, x3, x4};
Timing[Solve[A . x == r, x];]

{4.723 Second, Null}

Timing[LinearSolve[A, r];]

{2.472 Second, Null}

Timing[TridiagonalSolve[a, b, c, rl;]
{0.55 Second, Null}
Paramétereket tartalmazé egyenletrendszereket is megoldhatunk. Pél-

daul a Reduce fiiggvény a paraméterek Osszes lehetséges komplex értékét
figyelembe véve adja meg a megoldést.
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Oldjuk meg példéul a

tr+y+z2=1
THty+z=t ?((z,y, 2) € C?)
r4y+tz=1t

egyenletrendszert, ahol ¢ tetszoleges komplex paraméter:

Reduce [{t*x+y+z==1, x+t*y+z==t, x+y+t*z==tA2}, {x, y, z}]
x==1-y-2z&&t==1 1|
-1+t !=0&& 2+t !=0 &&
-1 -t
&
2+t 2+t

™
1]
1]

2

1+2t+t
2+t
A kapott eredmény tehdt azt jelenti, hogy ha t € C\ {1,—2}, akkor az
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa a
(_t+1 1 (t+1P)
t+2t+2" t+2

vektor. Ha t = 1, akkor az

(1—y—2,y,2) (y,zEC)

szamharmasok mindegyike kielégiti a fenti egyenleteket. A t = —2 esetben
az egyenletrendszernek nincs megoldésa. Valéban:

zZ ==

t = -2
Reduce[{t*x+y+z==1, x+t*y+z==t, x+y+t*z==tA2}, {x, y, z}]

False

3.8.7. Matrix sajatértékei és sajatvektorai

A )y € C szdmot az A € C™™" (n € N) madtrix sajdtértékének nevezziik,
ha létezik olyan nemnulla s € C" vektor (az ilyen s-re azt mondjuk, hogy
az A métrix Ao sajatértékéhez tartozé sajdtvektora), amelyre az As = Ags
egyenloség teljesiil. Ha a \g sajatértékhez tartozé sajatvektorokhoz a nul-
la vektort is hozzdvessziik, akkor a C™ tér egy alterét kapjuk. Ennek az
altérnek a dimenzidja a A\g sajatérték geometriai multiplicitdsa.
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Ismeretes, hogy a A\g szdm pontosan akkor sajitértéke az A matrixnak,
ha Ay megoldasa a

det(A—A,)=0 ?(\eC)

egyenletnek (I,,-nel az n-dimenzids egységmatrixot jeloltiik), amelyet az A
matrix karakterisztikus egyenletének szokas nevezni. Azt mondjuk, hogy
a Ao sajatérték algebrai multiplicitdsa [, ha Ay a karakterisztikus egyen-
letnek [-szeres gyoke. Egyszertien bebizonyithatd, hogy barmely A matrix
Ao sajatértékének geometriai multiplicitdsa nem nagyobb, mint az algebrai
multiplicitasa.

A Mathematica egyenletmegoldé algoritmusait hasznalja az

Eigenvalues

fliggvény négyzetes matrix sajatértékeinek meghatdrozasihoz. A 3.3. sza-
kaszban leirtaknak megfeleléen, ha a métrixot csak pontos numerikus ér-
tékekkel vagy beépitett matematikai dllanddkkal adjuk meg, akkor ez az
eljardas a pontos sajatértékeket probalja meghatarozni. Az aldbbi példak-
ban figyeljiik meg azt is, hogy az eredményként adédé listdban minden
sajatérték annyiszor szerepel, amennyi annak az algebrai multiplicitasa:

Al = {{0, 2, 1}, {_29 0, 3}3 {'1, -3, 0}};
Eigenvalues[A1]

{0, -I Sqrt[14], I Sqrt[14]}

A2 = {{3, -2, -1}, {3, -4, -3}, {2, -4, 0}};
Eigenvalues[A2]
{_5: 2’ 2}

A3 = {{2, -1, -1}, {2, -1, -2}, {-1, 1, 2}};
Eigenvalues[A3]

{1, 1, 1}

Szimbolikus szamolasok eredményei esetenként nehezen attekinthetdek.
Ezt is illusztralja a kovetkezo utasitassorozat, amelynek eredményét itt nem
kozoljtk:

A4 = {{0,5,0,0,0,0}, {1,0,4,0,0,0}, {0,1,0,3,0,0},
{0,0,1,0,2,0%}, {0,0,0,1,0,1}, {0,0,0,0,1,0}};
Eigenvalues[A4]

Ilyen esetekben az N belso fiiggvényt alkalmazva a sajatértékek egy kozelitd
értékét kapjuk meg:
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N[4, 41 // Chop
{-1.889, 1.889, -0.6167, 0.6167, -3.324, 3.324}

A program figyelmeztetd tizenetet kiild akkor, ha nem taldlja meg a
karakterisztikus egyenlet pontos megoldéséat:

A5 = {{5, 4, 3, 2, 1}, {4, 6, O, 4, 3}, {3, 0, 7, 6, 5},
{2, 4, 6, 8, 7}, {1, 3, 5, 7, 9}};

Eigenvalues[A5]
Eigenvalues::eival:

Unable to find all roots of the

characteristic polynomial.

Eigenvalues[{{5, 4, 3, 2, 1}, {4, 6, 0, 4, 3},

{3, 0, 7, 6, 5}, {2, 4, 6, 8, 7}, {1, 3, 5, 7, 9}}]

N[7%, 20]

{22.4068753075804106731, 7.5137241542053727579,
4.8489501203161481508, 1.32704559955676522789,
-1.09659518165869680963}

Az Eigenvalues fiiggvény numerikus médszert alkalmazva hatarozza
meg a sajatértékek egy kozelité értékét abban az esetben, ha a matrix
elemei kozott kozelitd numerikus értékek is szerepelnek:

Eigenvalues[{{1.2, 3.4}, {56.6, 7.8}}]
{9.97083, -0.970832}
Szimbo6lumot tartalmazé matrix sajatértékeit is meghatarozhatjuk:
Eigenvalues[{{0, a}, {-a, 0}}]
{-I a, I a}

Sajatvektorok kiszamolasanal az

Eigenvectors ‘

fliggvény szintén a bemend adatok szintaxisatol fliggben valasztja meg a ki-
értékelés szimbolikus (pontos) vagy numerikus (kozelité) modjat. (Az Ei-
gensystem fiiggvény a sajatértékeket és a sajatvektorokat is megadja.)
Példé4ul:

Eigenvectors[{{1.2, 3.4}, {5.6, 7.8}}]

{{-0.361441, -0.932395},
{-0.842853, 0.538144}}
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Eigenvectors[A2]
{1, 3, 2}, {1, 0, 1}, {2, 1, 0}}

Eigenvectors[A3]
{{1, o, 1}, {1, 1, 0}, {0, 0, 0}}

Az A3 maétrixnak egyetlen haromszoros sajatértéke van, ennek algebrai
multiplicitdsa tehat 3. Az ehhez tartozé linearisan fiiggetlen sajatvektorok
szama, azaz a sajatérték geometriai multiplicitdsa azonban 2. A harmadik
példaban figyeljiik meg azt, hogy a Mathematica ezt a tényt nulla vektor
kifrasaval jelzi.

3.8.8. Matrix felbontasa

Miétrix felbontdsdhoz és altalanositott (vagy Moore—Penrose-féle) inverzé-
nek meghatdrozasahoz az alabbi bels6 fliggvények dllnak rendelkezésiinkre:

HermiteNormalForm QRDecomposition
JordanDecomposition SchurDecomposition
LUDecomposition SingularValues
PseudoInverse

Felhasznalhatjuk még a LinearAlgebra‘Cholesky' programcsomag

CholeskyDecomposition

fiiggvényét, valamint a LinearAlgebra‘GaussianElimination' prog-
ramcsomag

LUFactor

fliggvényét is.
A fentiek koziil részletesebben csak a téglalapmatrixokra alkalmazhaté

SingularValues

belso fliggvényt tanulmanyozzuk, amely matrix szinguldris felbontdsdt szol-
galtatja.
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Legyen n,m € N (n < m), és tekintsiink egy A € C™*™ métrixot:

A = {{1, o, 1, 1}, {0, 1, -1, 0}, {1, 1, 0, 1}};

Jelolje A* az A matrix transzponaltjanak a komplex konjugaltjat:
Acsillag = Conjugate[Transpose[A]]
{{1, o, 1}, {0, 1, 1}, {1, -1, 0}, {1, O, 1}}

és r az A matrix rangjat:

r = Length[NullSpace[[A]1]]
2
Ismeretes, hogy A-hoz létezik olyan
UeC™, DeC™, valamint Vegcm
matrix, amelyre a kovetkezok teljestilnek:

e a D matrix diagonadlis, és foatlojaban az AA* hermitikus matrix nul-
latél kiilonboz6 (tehat pozitiv) sajatértékei allnak (Ezeknek a négy-
zetgyokei A szinguldris értékei.);

e az U és a V matrix sor-ortonormélt;

e A=U*DV.

A SingularValues[N[A]] utasitds eredménye a fenti feltételeket ki-
elégité U, D és V matrixot (ebben a sorrendben) tartalmazé lista. A D
diagondlis matrixot a program csak a féatléban levé elemek kifrasaval jelzi.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fliggvény argumentuméba az A matrix
egy kozelité numerikus értékét (lasd a 3.1.3. pontot) irtuk be. Ez a fiiggvény
ugyanis csak kozelité numerikus értékeket tartalmazd matrix felbontasat
adja meg.

Allitsuk most el8 a fenti A matrix egy szinguldris felbontésat (A D-t a
Diag valtozéval fogjuk jeldlni.):

felbontas = SingularValues[N[A]]

{{{-0.707107, 1.51097 10_16, -0.707107},
{0.408248, -0.816497, -0.408248}},
{2.23607, 1.73205},
{{-0.632456, -0.316228, -0.316228, -0.632456},

-16
{-1.12989 10 , —0.707107, 0.707107,

-17
-8.09818 10 33
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A tényezbket ebbdl igy vélaszthatjuk ki:

U = felbontas[[1]];
Diag = DiagonalMatrix[felbontas[[2]]];
V = felbontas[[31];

Ellenérizziik a kapott eredményt:

X = Conjugate[Transpose[U]] . Diag . V // Chop;
A ==

True

A SingularValues filiggvény numerikus moédszerek felhasznalasaval
hatédrozza meg a szinguléris felbontast. A végeredmény értékes jegyeinek
szamét a Tolerance opcidval és az N belsé fiiggvénnyel (lasd a 3.1.3. pon-
tot) szabélyozhatjuk. Példdul igy:

SingularValues[N[A, 50]1]

Komplex elemti téglalap alaki A € C"*™ matrix 4ltaldnositott (vagy
Moore-Penrose-féle) inverzét, azaz a (fenti jeloléseket haszndlva) az

At . =Vv*D7 U e C™*"

matrixot igy kapjuk meg a Mathematicdban:

PseudoInverse[A] ‘

Az alabbi példa mutatja, hogy itt pontos numerikus értékekkel is dolgoz-
hatunk:

PseudoInverse[A]

{{1 0 1} { L1 4}
57 7 57’ 15° 3’ 157"
{4 L 1} {1 0 1}}
15 3’ 15" "157 7’ 15

3.8.9. Linearis programozas

A gyakorlat szamos olyan problémat vet fel, amelyben valds értéki fiigg-
vény széls6értékhelyeit (optimumbhelyeit) és az ezekben felvett fiiggvényér-
téket (optimumot) kell meghatdrozni. A matematika dltaldnos mddszerek
kidolgozasaval igyekszik valaszt adni ilyen jellegli kérdésekre.
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Ha a szoban forgé fiiggvény példaul differencialhaté, akkor felhasznélhat-
juk az analizis megfelel6 eredményeit. Ezekkel a moédszerekkel sok esetben
lokdlis optimumokat tudunk egyszeriien meghatarozni. A gyakorlat azon-
ban globdlis (abszolit) széls6értékek keresését is igényelheti. Az analizis
modszereivel ez tobb esetben nem egyszeri feladat.

Az alkalmazéisok szempontjabdl fontos feladatosztdlyok esetében a globd-
lis szélsbérték-problémakat a linedris algebra mddszereivel is vizsgalhatjuk.
Ezek koziil a legegyszeriibb feladattipusnak, a linedris programozas felada-
tanak megolddsdahoz nyudjtanak segitséget a Mathematica alabbi fliggvényei:

ConstrainedMax LinearProgramming
ConstrainedMin

A lineéris programozas dltalanos feladatdnak lényege az, hogy az R" tér
bizonyos részhalmazan értelmezett valds értékil linedris fliggvény abszolit
széls6értékeit keressiik. A szoban forgd fiiggvény értelmezési tartomanyéat
a valtozékra vonatkozé egyenl6tlenségrendszerrel adjuk meg. Pontosabban:
legyen adott az n, az m, az 1 és az ry (r1 < ro < m) természetes szam,
az A = (a;;) € R™" métrix, a b € R™ és a ¢ € R" vektor. Jelolje D az
R" tér azon x = (x4, -+, x,) pontjainak halmazdt, amelyekre teljesiilnek a
kovetkezé feltételek:

n
Zaijxj:bi (’i:T1+1,T1+2,"'T2),
7j=1

n
Zaijijbi (i:r2+1,r2+2,---m).
j=1
Hatarozzuk meg az
n
L:D—R, L(z) = chxj
j=1

fliggvény abszolut szélséértékhelyeit és az itt felvett fiiggvényértékeket.

A D definiciéjaban szerepld 0 < x; feltételeket nem kell a programmal
kiilon kozolni. Alapértelmezésben nemnegativ koordindtaju pontok kérében
keresi a megoldast.
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Minimum keresésére vonatkozo feladatot igy oldhatunk meg:
ConstrainedMin[x + y,
{-2x + y <=2, 2x + y == 9, 3x + y >= 11}, {x, y}]

{g { —>g -> 0}}
2 2’ Y

Maximumot pedig igy hatdrozhatunk meg:

ConstrainedMax[x + y,
{-2x + y <=2, 2x + y == 9, 3x + y >= 11}, {x, y}H]
{7, {x > 2, y -> 5}}
Figyelmezteto tizenetet kapunk akkor, ha a vizsgalt fliggvény értelmezési
tartomanyat megado feltételek az iires halmazt hatarozzak meg:
ConstrainedMax[x, {x <= 1, x >= 2}, {x}]

ConstrainedMax: :nsat:
Specified constraints cannot be satisfied.

Megjegyezziik még azt is, hogy a Mathematica fenti fliggvényeinek mé-
sodik argumentuméban a <= (>=) jel helyett a < (>) reldciés jelet is hasz-
nalhatjuk. Erdemes megfigyelni, hogy a program hogyan kezeli az ilyen
feladatokat:

ConstrainedMax[x, {x < 1}, {x}]
{1, {x > 1}]

A LinearProgramming filiggvényt is az eléz6ekben ismertetett fela-
dattipus megoldasdahoz hasznilhatjuk. Itt csak a problémét meghatarozé
matrixot és vektorokat kell megadnunk. A

LinearProgramming[c, A, Dbl
utasitds eredménye az
L(z) := (¢, z), zef{reR":2 >0, A-x > b}
fiiggvény (c € R"™ adott vektor) abszolit minimumhelyét tartalmazé lista.

LinearProgramming[{1, 1}, {{2, -1}, {2, 1}, {3, 1}},
{-2, 99 11}]

2, 0
2’
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3.9. Szamelmélet

A szdmelmélet a matematikdnak egy olyan teriilete, amely régéta komoly
feladatokat ad a szamitastechnikanak: feladatainak megolddsa &altalaban
igen hosszui idot vesz igénybe. Masrészt ez a tény a hatékony algoritmusok
fejlesztésére kényszerito erével hat.

A Mathematicaban szerepld szamelméleti algoritmusok tébb értelemben
is valdsziniiségi jellegiek. Az egyik lehetOségre példa a PrimeQ fiiggvény
értékeit (True, ha az argumentum primszéam, False egyébként) kiszamolo
algoritmus, amely kis szamokra biztosan, nagyobbakra nagy valészintliség-
gel ad jé vélaszt. Az egy tényezot levéalaszté FactorIntegerECM kiilso
fiiggvény (NumberTheory‘FactorIntegerECM") viszont biztosan jé va-
laszt ad, de ezt (amint az a vilasz megaddsédhoz sziikséges idStartambdl is
kitiinik) véletlen algoritmussal teszi.

A szédmelmélet és az algoritmusok szempontjabdl is igen hasznos Wagon
[87] konyve.

Végil még egy altalanos megjegyzés: nehezen valaszthatd szét a szam-
elmélet a diszkrét matematikatél. Ez azzal jar, hogy esetenként atfedések
fordulnak el6, illetve esetenként egyes fliggvényeket nem azon a helyen is-
mertetiink, ahova azok a program készitGinek szandékai szerint kertiltek.

e Szamok alakjai

A szamok kiilonféle alaku reprezentalasardl mér széltunk a 3.1.3. szakasz-
ban. A szamelmélet elsésorban egész szamokkal foglalkozik. Azt, hogy az
x szdm egész-e, tobbféleképpen donthetjiik el. Ha az, akkor IntegerQ [x]
értéke True, Head [x] értéke pedig Integer lesz.

Ha azt akarjuk kikoétni, hogy a tovabbiakban x egész szam legyen, akkor
ezt frhatjuk:

x/: IntegerQ[x]=True
Ettol még x feje nem lesz Integer, ha nem adunk neki értéket:

Head[x]

Symbol

Ha pedig egy valds szdmbdl egészet akarunk csindlni, akkor a Ceiling,
Floor, Round kerekit6 fiiggvények valamelyikét hasznédlhatjuk.
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3.9.1. Szamrendszerek

A kiilonbo6z6 szamrendszerek kozotti atvaltas igen konnyen végezhetd el.

| BaseForm[113, 2] |

megadja a tizes szamrendszerbeli 113 szam kettes szamrendszerbeli alakjat.
Az FAOF6 (tizenhatos szamrendszerbeli) szamot decimélisba pedig egy-
szerli (az alabbi szintaxisnak megfelel6) begépelés eredményeként kapjuk:

16a+falf
64015

Sokszor sziikségiink van az n egész szam szamjegyeinek listdjara. Ezt
szolgaltatja az IntegerDigits([n] fiiggvény, a RealDigits[x] pedig
megadja az x valds szam szamjegyeit, valamint a tizedespont el6tt allo
szamjegyek szamat. Ha ennek a két fliggvénynek masodik argumentumként
a b szamot is megadjuk, akkor az adott szam b alapu széamrendszerbeli
alakjanak analdg Gsszetevéit (,,jegyeit”) kapjuk.

Tanulsagos atvaltani arab szdmokat romai szamma. Lépésenként oldjuk
meg a feladatot.

Bizonyos ,,osztépontok” fontos szerepet jatszanak az atvaltasnal; el6szor
ezek halmazat épitjik fel:

alap = Reverse[Power[10, Range[0, 3]11;
arab = Reverse[Union[alap, 9 Rest[alap], 5 Rest[alap],
4 Rest[alap]l, {0}11;

Most allitsuk el6 az osztopontoknak megfelelé rémai szamokat:

romai = ToString /@ {M, CM, D, CD, C, XC, L, XL,
X, IX, v, IV, I, { }};
Filiggvényiink neve toRoman lesz. Egyszerre akarjuk megadni az 0sszes osz-
tépontban felvett értékét, ehhez kell, hogy listara lehessen alkalmazni:

SetAttributes[toRoman, Listablel;
MapThread[SetDelayed, {toRoman[arab], romail}];

A definicié 1ényeges részét rekurzive adjuk meg:

foresz[x_ /; 0<x<4000] := First[Select[arab, #<x&, 11]1;
toRoman[x_Integer /; 0<x<4000] := SequenceForm[
toRoman[foresz[x]], toRoman[x-foresz[x]1]1]
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Alkalmazzuk fiiggvényiinket 2 néhdny hatvanyara:

toRoman /@ Table[2si, {i, 0, 12}]

{I, II, IV, VIII, XVI, XXXII, LXIV, CXXVIII,
CCLVI, DXII, MXXIV, MMXLVIII, toRoman[4096]}

Ezek utan az Olvasé megprobalkozhat azzal is, hogy rémai szamokat alakit
arab szamokka.

3.9.2. Oszthatdésag

Az oszthatdsaggal kapcsolatos kérdések vizsgalatdhoz leggyakrabban a ko-
vetkezo fligvényeket hasznaljuk:

Divisors LCM
EvenQ Mod
ExtendedGCD 0ddQ
GCD PowerMod
LatticeReduce Quotient

Az EvenQ [n] kifejezés értéke True, ha n paros szdm, az 0ddQ[n] kife-
jezésé pedig akkor True, ha x paratlan szam.

Mod[m, n] megadja az m szdm osztdsi maradékdt n-nel valé osztds
utéan, Quotient [m, n] pedig a hdnyados egész részét. Az

m == n Quotient[m, n] + Mod[m, n]
kifejezés értéke minden konkrét m és n egész szam mellett True. Ugyanez
all az

m n == GCD[m, n] LCM[m, n]

reldcidra, ugyanis GCD a legnagyobb kozos osztét (greatest common divisor),
LCM pedig a legkisebb kozos t6bbszorost (least common multiple) adja meg
(nemcsak két, hanem akdrhdny argumentum esetére). fgy tehdt m és n
pontosan akkor relativ prim, ha

GCD[m, n]
1
Ha az a® hatvany n-nel val6 osztasi maradékét akarjuk kiszamitani, akkor

ezt nemcsak Mod [aab, n] segitségével tehetjiik meg, hanem (a’ kiszadmi-
tasa nélkiil, tehét gyorsabban) igy is: PowerMod[a, b, n].
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{Timing[Mod[304100000, 711,
Timing[PowerMod[30, 100000, 71}

-14
{{33.285 Second, 2},{2.59237 10 Second, 2}}

Negativ egész b szamokkal pedig moduldris inverz meghatarozasira hasz-
nalhaté a PowerMod filiggvény, ilyenkor ugyanis olyan k szdmot ad ered-
ményiil (ha van ilyen), amelyre Mod [k/asb, n]==1 teljesiil:

PowerMod[3, -1, 7]
5

Es valéban:

Mod[3 %, 7]
1

Az ExtendedGCD[m, n] kifejezés értéke egy olyan {d, {r, s}} lista,
amelynek els6 eleme a d legnagyobb kozos osztd, tovdabbd d = rm + sn.
Tovabbi dltaldnositast jelent a LatticeReduce fiiggvény, amely (Lenstra,
Lenstra és Lovész algoritmusa [50] alapjén) egész koordinataju vektorok
listajahoz specidlis tulajdonsaga bézist allit el6 az egész szamok folott:

LatticeReduce[{{1, 0, 0, 12345},
{0, 1, 0, 12345}, {0, 1, 0, 12345}}]

{{-1, 0, 1, 9}, {9, 1, -10, 0}, {85, -143, 59, 6}}

A majdnem parhuzamos, hosszi vektorokbdl majdnem merdleges, rovid
vektorokbdl allé béazist kaptunk. Egydimenzids vektorokhoz a fiiggvény —
nem tulsdgosan meglepé médon — a legnagyobb kozos osztét rendeli:

LatticeReduce[{{48}, {120}1}]
{{24}}

Ha az n szam pozitiv osztéinak listajat akarjuk megkapni, ezt a Divi-
sors[n] utasitds kiaddsdval érhetjiik el.

Amennyiben egy , nagy” binomidlis egyiitthaté adott primszam melletti
osztasi maradékat akarjuk kiszamolni, akkor a természetesen adédd megol-
das helyett hasznalhatjuk a NumberTheory‘Binomial‘ csomag megfeleld
utasitdsét; ez altaldban (de nem mindig) gyorsabban vezet célhoz:

<<NumberTheory‘'Binomial"
{Timing[Mod[Binomial[1000,500],291],
Timing[BinomialMod[1000,500,29]11}

{{1.483 Second, 0}, {0.33 Second, 0}}
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Jé tudni, hogy ugyanitt taldlhatunk egy FastBinomial és egy Fast-
Factorial fiiggvényt is.

e Polinomok

Polionomok tényezére bontasa, oszthatosdggal kapcsolatos vizsgdlata — az
aldbbi fiiggvények felhasznédlasdval — hasonléan végezhetd, mint az egész
szamoké:

Factor PolynomialL.CM
FactorList PolynomialMod
FactorSquareFree PolynomialQ
FactorSquareFreelist PolynomialQuotient
FactorTerms PolynomialRemainder
FactorTermsList Resultant
PolynomialGCD

A fenti fliggvények némelyikével mar foglalkoztunk a 3.2.1. pontban,
most néhany tovabbi példat mutatunk:

{PolynomialRemainder[xs2, x + 1, x],
PolynomialQuotient[x42, x + 1, x]}

{1, -1 + x}

Az eredmények természetesen fiiggnek attol, hogy mit tekintiink fliggetlen
véltozonak:

{PolynomialRemainder[x + y, x - y, x],
PolynomialQuotient[x + y, x - y, y1}

{2y, 2x%}

A legnagyobb kozos osztot igy kaphatjuk meg:
PolynomialGCD[(1-x)a2 (1+x) (2+x), (1-x) (2+x) (3+x)]
(1-x (2+x

Hatérozzuk meg egy polinom egyiitthatéit modulo 2:

PolynomialMod[Expand[(1+x)6], 2]

2 4 6
1+x +x +Xx

Bontsuk tényezokre az eredményt az egész szamok folott:
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Factor[/]

2 4
1+x)0 +x)

Ha a polinomok egytitthat6it modulo 2 tekintjiik, akkor a felbontast tovabb
folytathatjuk:

Factor[), Modulus -> 2]

6
1+ x
(Véletlen, hogy az eredeti polinomot kaptuk vissza?)
A PolynomialMod fiiggvény csak szorzasokat és kivondsokat végez, mig
a PolynomialRemainder osztdsokat is; ez magyarazza az aldbbi eredmé-
nyeket:

{PolynomialMod[x+2, 2x + 1],
PolynomialRemainder[x+2, 2x + 1, x]}

{2 1}
X’Z

3.9.3. Lanctortek

Tetszoleges valds szamot lanctortekkel kozelithetiink a

NumberTheory‘ContinuedFractions® ‘

konyvtar figgvényeivel. Az x valds szam ldnctortbe fejtése:

1
ap +

ay +

1

as + ...

Az itt szerepld a; szémok a parcidlis hdnyadosok. Racionalis szamoknak vé-
ges sok parcidlis hanyadosuk van, mig irraciondlis szamok lanctortbe fejtett
alakja végtelen. Az ay,...a, szdmok &ltal meghatdrozott p,, /g, racionélis
szam az n-edik szelet. A szeletek bizonyos értelemben egy adott valés szam
kis nevezdji legjobb racionalis kozelitését szolgaltatjak:

<<NumberTheory'ContinuedFractions"

ContinuedFraction[N[Sqrt[499], 501, 30]

ContinuedFractionForm[{22, 2, 1, 21, 1, 2,
44, 2, 1, 21, 1, 2, 44, 2, 1, 21, 1, 2,
4, 2, 1, 21, 1, 2, 44, 2, 1, 21, 1, 2}]
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Az eredmény tipikus: pozitiv egész szam négyzetgyokének ldnctort alakja-
ban ismétl6dé periédusok vannak. (Bizonyitsuk be!)
Es hogyan irjuk fol magat a lanctortet? Példaul igy:

rec[x_, n_] := HoldForm[1/(n+x)]
lanctort[lista_] := First[listal] +

Fold[rec, 1/Last[lista], Rest[Reverse[Rest[lista]llll
lanctort[{a, b, c, d, e, f}]

| 1
+ , 1
* 1
2 + , 1
¥ 1
2+ -
2
Tipografiai szempontbdl a lanctortek legkényelmesebb jelolése:
1 1 1
ap +

a1t ap+ T 4an
Megprobalhatjuk ezt is eléallitani programmal.

Fejtsiik lanctortbe az aranymetszést megadd aranyt és szamitsuk ki a
kozelité torteket. Egy lehetséges megoldas:

ContinuedFraction[N[GoldenRatio, 40], 30]

ContinuedFractionForm[{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1}]

Tehat az Osszes szerepl6 egytitthatd értéke 1.

Table[Normal [ContinuedFractionForm[Table[1, {n}11],
{n, 11}1
3 5 8 13 21 34 55 89 144
2 5 3 5 8> 137217 32 55 8
Az is j6l lathatd, hogy a tortek — amelyek a szomszédos Fibonacci-szamok
hanyadosai — tartanak az aranymetszés értékéhez:
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% - N[GoldenRatiol

{-0.618034, 0.381966, -0.118034, 0.0486327,
-0.018034, 0.00696601, -0.00264937, 0.00101363,
-0.00038693, 0.000147829, -0.0000564607}

Racionalis szammal valé kozelitést végez a Rationalize fiiggvény, a-
mely erre a célra a lanctorteket hasznalja.

N[3/7, 30]
0.428571428571428571428571428571

megadja 3/7 értékét 30 jegy pontossdggal. Ha ezutdn adjuk ki a Rationa-—
lize[%%] parancsot, akkor az el6z6 érték raciondlis kozelitéseként éppen
3/7-et kapunk.

Rationalize[N[E]]
2.71828

a szokasos 6 jegynyi pontossaggal szolgaltatja az e szdm raciondlis kozeli-
tését (és nem taldl jobbat, mint e kerekitett alakja).

Rationalize[N[E], 10a-4]
193/71

olyan kozelitést ad, amelynek hibaja nem nagyobb, mint 10~*. Ha a hiba-
hatart 0-nak vélasztjuk, akkor csak a bemend érték pontossiga korlatozza
a racionalis kozelités pontossigat.

Javasoljuk az Olvasénak, hogy hatarozza meg az e — 2 szam lanctortekkel
valé kozelitését jonéhdny (példaul 40) jegyre. Az eredmény azt sugallja,
hogy az egymds utan koévetkezo szamok: 1,2,1, 1,4,1, 1,6,1, ---, 1,2n,1.
Ez a megdobbent6 allitdas Perron tételeként ismert.

Erdemes még belenézni a NumberTheory‘Rationalize"‘ programcso-
magba, ahol az AffineRationalize ésaProjectiveRationalize kiil-
sO fliggvényt talaljuk; tovabba kiprébalni a NumberTheory‘Recognize'
programcsomag Recognize filiggvényét is.

3.9.4. Primszamok. A szamelmélet alaptétele

A primszamokkal kapcsolatos vizsgalatokban hasznalt belsé fiiggvények:

‘ Prime, PrimePi, PrimeQ ‘
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A PrimeQ [n] kifejezés értéke True, ha n primszam, egyébként pedig Fal-
se. (Nagy szamok esetén el6fordulhat, hogy ezt a kifejezést ki tudja érté-
kelni a program, annak ellenére, hogy n-et tényezkre bontani nem tudja.)
A k-adik primszdmot adja meg Prime [k], mig PrimePi[x] az x valds
szamnal nem nagyobb primszdmok szdméat adja meg.

Tanulmanyozhatjuk a primszamok elhelyezkedését:

pleddig_1 := ListPlot[Table[{k, Prime[k]}, {k, eddigl}]]
Az aldbbi definicidval megadott fiiggvényt talan még érdekesebb:

fleddig_] := ListPlot[Table[{k, Log[k] PrimePi[k]/k},
{k, eddig}ll
£[500]

1.240

1.220

4000

xl::. 5000

DY
AR E,"l!';.:
B

11e0f. "

1A60f - o

Jones és munkatérsai [37] szerint a primszamok halmaza megegyezik azon
pozitiv egészek halmazaval, amelyeket az egész koordinataju pontokban
értékként felvesz az aldbbi 25-6dfoki 26-valtozds polinom:

Jones[a_, b_, c_, d_, e_, f_, g_, h_, i_, j_, k_, 1_,
m_, N_, O_y P_s Qs T_y S_y t_, U_, V_, W_, X_, J_, Z_]:=
(k+2) (1-(w z+h+j-q)+2-((g k+2g+k+1) (h+j)+h-z) A2
-(2n+p+q+z-e) A2-(16(k+1) 23 (k+2) (n+1) +2+1-£42) a2
-(ea3 (e+2) (a+1)a2+41-042)r2-((ar2-1)ya2+1-x42) 42
-(16ra2 yad(an2-1)+1-ua2)a2
-(((a+us2(ur2-a) ) +2-1) (n+4d y)a2+1-(x+c u)a2)a2
- (n+1+v-y) 22-((ar2-1)142+1-mr2) a2-(a i+k+1-1-i)A2
-(p+1l(a-n-1)+b(2a n+2a-na2-2n-2)-m) a2
-(q+y(a-p-1)+s(2a p+2a-pa2-2p=-2)-x)42
-(z+p 1l(a-p)+t(2a p-ps2-1)-p m)a2)

Ellendrizziik az allitast néhany helyen:
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Do[(Print[lista = Table[Random[Integer, {-10, 10}] ,{26}11;
Print[vajh = Jones @@ listal;
If[vajh>0, Print[PrimeQ[vajhlll), {20}]

A NumberTheory ‘NumberTheoryFunctions" programcsomag Next—
Prime fiiggvénye az argumentumat kovetd legkisebb primszamot adja meg.

Az n szam primtényezOs felbontdsit a FactorInteger [n] olyan lista
formajiban adja meg, amelynek elemei az n felbontasaban szerepl6 primek-
bdl és azok kitevGjébol allod listak. Husznal kevesebb jegyii szamoknal az
utasitds biztosan eredményre vezet. Nagyobb szamokndl egy alkalmas op-
ci6-bedllitassal (FactorComplete—>False) elérhetjiik, hogy csak egyetlen
tényezot keressen meg a program, s ezzel esetleg tobb lépésben elvégezhet-
jik a tényezdékre bontast.

A Gauss-egészek feletti (egyébként szintén egyértelmi) felbontdst egy
opcié megfelel6 bedllitasaval kaphatjuk meg:

FactorInteger[n, GaussianIntegers->True]
(A program a nem valds tényezOknek csak a felét adja meg, a tobbit az

el6jelek megfelel¢ megvaltoztatdsaval kapjuk meg, mégpedig komplex kon-
jugaltak képzésével.)

FactorInteger[2, GaussianIntegers -> Truel
{{-1, 1}, {1 + I, 2}}

Tegyiik fel, hogy egy nagy szamrol akarjuk megallapitani, hogy milyen
tényezokbol all. Els6 1épésben hasznéljuk a PrimeQ fiiggvényt. Ha kideriil,
hogy a szdm nem prim, akkor masodik lépésben alkalmazhatjuk a Num-—
berTheory‘FactorIntegerECM" konyvtar FactorIntegerECM fiiggvé-
nyét:

<<NumberTheory‘FactorIntegerECM"
PrimeQ[2467 + 1]

False

FactorIntegerECM[2467 + 1]
3

Alkalmazzuk ugyanezt a fliggvényt két nagy primszam szorzatara:

n = Prime[104a5] Prime[1046]
20127115513867

PrimeQ[n]

False
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FactorIntegerECM[n]
1299709

A primszamokkal kapcsolatos vizsgalatokhoz a kovetkezo kiilsé fliggvé-
nyek talalhatok a NumberTheory'PrimeQ‘ programcsomagban:

PrimeQCertificate
PrimeQCertificateCheck
ProvablePrime

a NumberTheory ‘NumberTheoryFunctions' programcsomagban pedig
a NextPrime.

3.9.5. Szamelméleti fliggvények

Az egészrész és a tortrész fliggvény a szamelméletben is fontos szerepet
jatszik. Kiindulasként valaszoljuk meg azt a jél ismert kérdést, hogy 100!
hany nullara végzodik.

Koénnyen irhatunk ezutdn fliggvényt annak meghatdrozdsara, hogy az n!
szam torzstényezos felbontasaban a p primszam milyen kitevovel szerepel:

f[n_, p_] := Floor[n/p]
kitevo[n_, p_] := Applyl
Plus, FixedPointList[f[#, pl&, Floor[n/pll]
kitevo[100, 5]
24
Az n szam pozitiv osztéinak listajat Divisors[n] 4llitja eld, tehdt n
(pozitiv) osztéinak szamat példdul igy hatdrozhatjuk meg:

di[n_] := Length[Divisors[n]]
Ugyanerre a célra egy masik megoldas:

d2[n_] := Apply[Times, Transpose[FactorInteger[n]][[2]]1+1]
A harmadik megoldast pedig

d3[n_] := DivisorSigma[0, n]

adja, ugyanis DivisorSigmal[k, n] az n természetes szdm pozitiv oszt6i
k-adik hatvanyainak Osszege. A pozitiv oszték Osszege tehat Divisor-—
Sigmal[1l, n].

A Moebius-féle i fliggvény 0 értéket vesz fel azokon az n szémokon, ame-
lyek oszthatdk egy 1-nél nagyobb szdm négyzetével, azokon a szdmokon
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pedig, amelyek négyzetmentesek, értéke (—1)*, ahol k az n szam torzsté-
nyezGinek széma. (Specidlisan tehat p(1) = 1.) Egyszertien alkalmazhaté
ez a fliggvény a négyzetmentesség vizsgalatara:

négyzetmentesi[n_] := MoebiusMu[n] != 0

(A Mathematiciban az ilyen fliggvényeket szokds egysorosként emliteni,
bar itt a rovidség oka nem valamilyen mély programozdsi ismeret, hanem
valamilyen matematikai allitds.) A négyzetmentesség ellenérzésére egy ter-
mészetesebbnek tiin6 definiciét igy kaphatunk:

negyzetmentes2[n_]:=
Max[Transpose[FactorInteger[n][[2]]] < 2] /5 n > O

Végiil megemlitjiik, hogy a NumberTheory‘NumberTheoryFunctions®
csomagban készen is megtaldlhaté a SquareFree fliggvény.

Itt jegyezzilk meg, hogy az analizis Newton—Leibniz-féle alaptételének
szdmelméleti megfeleléje a Moebius-féle megforditasi (inverzids) formula,
amely szerint, ha

¥neN g(n) =) f(d),

d|ln

akkor
¥neN f(n) =) u(d)g(n/d).
d|n

(Ekkor azt mondjuk, hogy a g fliggvény f dsszegzési fiiggvénye.)

Az Euler-féle ¢ figguény megadja a 1,2,...,n sorozat n-hez relativ prim
elemeinek szamat minden pozitiv egész n szam esetére. Ertékeit az Eu-
lerPhi bels6 fliggvény szamolja ki.

Széamos tovabbi hasznos szamelméleti fiiggvény taldlhaté a

NumberTheory ‘*NumberTheoryFunctions

programcsomagban, példaul:

ChineseRemainderTheorem PrimitiveRoots
ClassList SqrtMod
ClassNumber SquareFreel]

QuadraticRepresentation

Ezek némelyikével még fogunk talalkozni.



316 3. Fejezetek a matematikabol

3.9.6. Kongruenciak
¢ Els6foki kongruenciak

Az ax =1 (mod m) alakd kongruencidkat mar megoldottuk, a megoldést
PowerMod[a, -1, m] adja. A% ax —i;: by = c lineéris kétvaltozds diophan-
toszi egyenlet egy megoldésat {ar, as} adja, ha

ExtendedGCD[a, b]
{d, {r, s}?}

Mivel az ax = b (mod m) elséfoki egyismeretlenes kongruencia azt je-
lenti, hogy létezik olyan y € Z, amellyel ax — b = my, vagyis ax — my = b,
ezért az ilyen kongruenciak megoldasat visszavezettiik az el6z6 feladatra.

¢ Els6foki kongruenciarendszerek (szimultdn kongruencidk)

A NumberTheory‘NumberTheoryFunctions' konyvtarban talalhaté az
a kiils6 fliggvény (ChineseRemainderTheorem), amely megadja azt a leg-
kisebb szdmot, amelynek egy adott lista elemeivel vett osztdsi maradéka
megegyezik egy masik adott lista elemeivel. Ha az elsO lista elemei relativ
primek, akkor ilyen szdm biztosan létezik. Haszndlatat a kovetkezd kozis-
mert feladaton mutatjuk be.

Karcsi Mikulds-zacskokat toltott meg didval. Ha mindegyik zacskoba
9 darabot tett, akkor az utolséba csak 8 darab keriilt, ha mindegyikbe 8
szemet tett, akkor az utolséba 7 szem jutott, ha hetet tett egy-egy zacskéba,
akkor az utolséba 6 darab keriilt, amikor hatosdval osztotta szét a didkat,
akkor az utolséba 5 maradt. Hany darab didja volt Karcsinak, ha 600-nal
kevesebb diét szént az ajandékozasra? (Ez a feladat el szokott hangzani
sorbadllitott 6lomkatondkkal és kiilonféleképpen iiltetett gyerekekkel is.)

<<NumberTheory*NumberTheoryFunctions"
ChineseRemainderTheorem[{6, 7, 8}, {7, 8, 9}]

503

Mivel
Mod[503, {6, 7, 8, 9}]
{5, 6, 7, 8}

ezért 503 tényleg j6 megoldas.
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e Magasabb foku kongruenciiak, binom kongruenciak

Ezek megoldhaték egy véges algoritmussal: be kell helyettesitentink egy
mod m teljes maradékrendszer elemeit a kongruencia bal oldalan allé poli-
nomba. Vannak egyszerisitési mddszerek, példaul binom kongruencidk meg-
oldésara. (Binom kongruencianak az az® = b (mod m) alaki kongruenciat
nevezzilk. — Amint mar emlitettiik, a b = 1 specidlis eset megoldasat Po-
werMod megadja.) Az édltaldnos eset latszélag nagyon egyszertien kezelhetd:
a Solve fliggvénynek megadhatjuk egyenletként a modulus értékét, vagy
a Mode->Modular opcié-beallitassal elérhetjiik, hogy a program maga ke-
ressen alkalmas modulust, amely mellett van az egyenletnek megoldésa:

Solve[{5+11x+17xa2+7xa3+16x44+x45==0, Modulus==19}, x]

{{Modulus -> 19, x -> -18}, {Modulus -> 19, x —> -16},
{Modulus -> 19, x -> -12}, {Modulus -> 19, x -> -7},
{Modulus -> 19, x -> -1}}

Solve[xa2 + 1 == 0, xa3 + 1 == 0, x, Mode -> Modularl]
{{Modulus -> 2, x -> -1}}

Léassunk egy példat ellendrzéssel egytitt:

flx_, y_] = xa3 + 4x + 17;
Solve[f[x, y] == D[f[x, y]l, x] == 0, x, Mode -> Modular]

{{Modulus -> 8059, x -> 1001}}

{f[xs Y], D[f[xs y]s x]11}y /. 4
{{1003007022, 3006007}}

Mod[%, 8059]
{{0, 0}}

e Kvadratikus reciprocitas

A mésodfoki kongruencidk vizsgalatdhoz hasznalatos Jacobi-féle (%) szim-
bolumot JacobiSymbol [m,n] szdmolja ki. Amikor n paratlan primszam,
akkor értéke a Legendre-féle szimbdlumra specializalodik.
A kvadratikus reciprocitési tétel szerint, ha p és ¢ paratlan primszamok,
akkor
P p-lg_-1
=)= 2 2.

g
q P
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El6szor oldjunk meg kétféleképpen egy kvadratikus kongruenciat:
Solve[{xa2 == 3, Modulus == 11}, x]
{{Modulus -> 11, x -> -6}, {Modulus -> 11, x -> -5}}
Val6ban:

Mod[642, 11]
3

Mod[542, 11]
3
A misik megoldési méd:
<<NumberTheory*NumberTheoryFunctions"
SqrtMod[3, 11]
5

Ha a modulus nem primszam, akkor a Solve fliggvény nem talalja meg
a megoldast:
Solve[{xa2 == 3, Modulus == 1143}, x]

Roots::modp: Value of option Modulus -> 1331
should be a prime number.

2
{ToRules[Modulus == 1331 && Roots[x == 3,
X, Modulus -> 133111}

A kiils§ SqrtMod fiiggvény ilyenkor is bevélik:

SqrtMod[3, 11a3]
578

Most tanulméanyozzuk a Legendre-szimbdlumot:

Mod[ (Range[5]1-1) 42, 5]
{0, 1, 4, 4, 1}

JacobiSymbol[Range[5]-1, 5]
{0, 1, -1, -1, 1}
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3.9.7. Tovabbi fejezetek

Végezetiil néhany tovabbi szamelméleti érdekességre hivjuk fel a figyelmet.

e A Collatz-fiiggvény

A Collatz-féle fliggvénnyel — amelynek értéke az 1 helyen 1, paros helyen
az argumentum fele, paratlan helyen pedig az argumentum héromszorosa
plusz 1 — is kisérletezhetiink, ugyanis tobb helyen is megtalalhatjuk. Az
Examples‘Collatz' programcsomagban taldljuk a Collatz valamint a
TotalStoppingTime fiiggvényt, a ProgrammingExamples‘Collatz"
csomagban pedig a Collatz, FindMaxima és a StoppingTime fiigg-
vényt.

¢ Ramanujan

A NumberTheory‘Ramanujan' programcsomagot teljes egészében Rama-
nujan munkassaga indukalta. Ebben a kovetkez6 fliggvényeket talaljuk:

RamanujanTau RamanujanTauTheta
RamanujanTauDirichletSeries RamanujanTauZ
RamanujanTauGeneratingFunction

e Szamparticiok

A szédmelmélet és a diszkrét matematika nehezen szétvalaszthaté teriiletek,
ezért nem meglepd, hogy az elobbi irant érdeklodék szamos hasznos és
érdekes dolgot fognak taldlni a DiscreteMath programcsomag kiilonb6z6
konyvtaraiban, példaul a ‘Combinatorica‘ elnevezésiiben:

Compositions PartitionQ
FerrersDiagram Partitions
LongestIncreasingSubsequence RandomTableaux

NumberOfTableaux Tableaux
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3.9.8. Gyakorlatok és feladatok

1.

Hatérozzuk meg az Avogadro-féle allandé karakterisztikdjat és man-
tisszajat:
<<Miscellaneous‘PhysicalUnits"‘;
MantissaExponent [AvogadroConstant Molel
{0.6022136699999999, 24}

Hatarozzuk meg az n-edik szamjegyét annak a szammnak, amelyet tgy
kapunk, hogy egymas mellé leirjuk a természetes szamokat:

£[1]1 = {1};

f[n_] := Flatten[Append[f[n-1], IntegerDigits[n]l]]
hin_] := £[n][[n]l]

Timing[h[50]]

{1.483 Second, 3}

k[1] = {1};

k[n_] := k[n]=Flatten[Append[k[n-1], IntegerDigits[nl]];
1[n_] := 1[n]l=k[n][[nl]

Timing[1[50]]

{0.824 Second, 3}

(A masodik fiiggvény nagyobb szdmokra gyorsabban szamol.)

. frjunk olyan alak nevi fiiggvényt, amely a FactorInteger utasités

eredményét a szokdasos formaban adja meg, tehat példaul

alak[FactorInteger[24]]

3
2 -3

Hasonlitsuk 6ssze az oszték szamat szamold harom fliggvény gyorsasagat.

Hatarozzuk meg az x pozitiv valds szamhoz azokat a legkisebb p és ¢
pozitiv egész szamokat, amelyekre a p/q tort e-nal kisebb hibédval kozeliti
az r szamot:

Rationalize[N[Pil, 10A-#]1& /@ Range[0, 8]
22 22 365 355 355 355 104348 104348

{3’ _’ — A A A A 3
7 7 113° 113" 113" 113" 332156 33215

> B B B >
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6.

10.

11.

Hény szamjegyet irunk le, ha a pozitiv egészeket 1-t6l 1996-ig bezarodlag
felirjuk 10-es szamrendszerben?
Utmutatds. Nyilvan altalanosabb feladatot old meg az alabbi fiiggvény.

glk_, b_] := Sum[Length[IntegerDigits[i, bl]l, i, k]
gl#, 101&% /@ {9, 99, 1996}

{9, 189, 6877}

Tegylik fel, hogy adott egy szam b-alapu szamjegyeinek listaja. Allitsuk
el§ a szam tizes szamrendszerbeli alakjat!
Utmutatds. J. Adams egysorosa:

digitsToNumber[lista_, b_] := Fold[#1xb+#2&, 0, listal;
digitsToNumber[{1, 3, 5, 2}, 7]

527

2 < b < 10 esetén értelmes bemend adatokra miikodik. Milyen ellen6r-
zésre lenne sziikség? Hogyan lehetne kiterjeszteni 10 < b < 36 esetére?

frjunk olyan fiiggvényt, amely el6éllitja az = € [0, 1) tizes szdmrendszer-
beli szam faktoridlisos szamrendszerbeli alakjanak elsé néhény jegyét.
Az x szédm eléallitasa faktoridlisos szamrendszerben ([81]):

(e o]

_ An 2
x—z(n!)z 0<a, <n"—1.
n=2

frjunk olyan fiiggvényt, amely el6éllitja az = € [0, 1) tizes szdmrendszer-
beli szam Cantor-féle felbontasat. (Tekintsiik pozitiv egészek egy ¢, > 2
n € {1,2,...} sorozatat. Az x szam Cantor-féle felbontdsa [66]:

[e.e]
r=Y /(g2 qn) 0<an <gn—1)
n=1

frjunk kiilon fiiggvényt a héttel valé oszthatosag ellendrzésére:

multipleOfSevenQ[n_Integer] := Mod[n, 7]==

Allapitsuk meg egy pozitiv egészekbdl allo lista elemeirdl, hogy pdronként
relativ primek-e.

Egy lehetséges megoldas:
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12.

13.

14.

15.

<<DiscreteMathematics'Combinatorica‘

parok[lista_] := KSubset[lista, 2]
lis = {4, 6, 9};
Max @@ (GCD @@ parok[lis]) > 1

True

Tanulsagos a feladatot megoldani hagyoméanyos programozasi stilusban
is, feltételekkel és ciklusokkal, majd az eredmény gyorsasigit nagy lis-
takra Osszevetni az itt adott megoldéssal.

Hasonlitsuk 6ssze a GCD bels6 fliggvény gyorsasagat az alabbiakban de-
finiédlt, az euklideszi algoritmusra épiilé egysoroséval (J. Adams):

lnko[a_, b_] := If[b==0, a, lnko[b, Mod[a, bl1]1];
1nko[12, 42]
6

(Lényegében ez a megoldas szerepel a programozési tankonyvekben is a
rekurziv algoritmus mintapélddjaként. )

Alkalmazzuk az 0sszes Factorral kezd6dé és nem Integerrel folytatédo
nevi fliggvényt a

t=Expand[2 (1+x)a2 (2+x) (8+x)]

polinomra!

Legyen az f fliggvény Osszegzési fiiggvénye g¢. Ellenorizziik az alabbi
fliggvénypdarokra az inverziés formulat n néhany értékére.
a) HaVn f(n) =1, akkor Vn g(n) =d(n).
b) Ha Vn f(n) =n, akkor Vn g(n) = o(n).
c) HaVn f(n) = p(n), akkor Vn  g(n) = 41y, ahol 6, a
Kronecker-féle szimbdélumot jeloli.

frjunk olyan fiiggvényt, amely a GCD fiiggvény felhasznélasaval szamitja
ki az FEuler-féle ¢ fliggvény értékét.
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16. Ellenorizziik az Euler—Fermat-féle tételt, amely szerint

Mod[asEulerPhil[n], n]
1

minden olyan a szamra, amely relativ prim n-hez.
17. Oldjuk meg a 1762 = 118 (mod 206) kongruenciat.

18. Hanyféleképpen allithatd el az n pozitiv egész szam két négyzetszam
osszegeként, ha az el6jelekre és a sorrendre is tekintettel vagyunk?
Utmutatds. J. Adams egysoros megoldasa:

sum0fSquares[n_] := If[EvenQ[n], sumOfSquares[n/2],
If[Ian==-I, 0, 4Plus @@ Im[IaDivisors[n]l1]1];

sumOfSquares /@ {1, 2, 3, 4, 5}

19. Hanyféleképpen allithaté elé az 50 pozitiv egész szam két négyzetszam
osszegeként, ha az elGjelekre és a sorrendre nem vagyunk tekintettel?
Utmutatds. Lépésenként folépitiink egy egysorost (A MathUser alapjan.):

Divisors[50, GaussianIntegers->Truel]

{1, 1 +I,1+21I,1+3I,1+71I,2,2+1I,2+4T1I,
3+I1,3+41,4+21,4+31I,5,5+5T1I,
5+10I,5+ 151, 6+81I,7+1I,8+6TI,

10, 10 + 5 I, 10 + 20 I, 156 + 5 I, 20 + 10 I,
25, 25 + 25 I, 50}

Select[Divisors[50, GaussianIntegers->True],
Abs [#]+2==50&]

{1+71I,5+51I,7+1I}

Map[{Re[#], Im[#]1}%,
Select[Divisors[50, GaussianIntegers->True],
Abs[#]42==50&]1]

{{1, 73, {5, 5}, {7, 1}}

Union[Map[Sort[{Re[#], Im[#]1}]1%,
Select[Divisors[50, GaussianIntegers->Truel,
Abs[#]42==50&11]

{1, 73, {5, 5}}
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Sum0fTwoSquares[n_] := Union[Map[Sort[{Re[#], Im[#]1}]1%,
Select[Divisors[n, GaussianIntegers->True],
Abs[#]42==n&]1];

TableForm[Table[If [Sum0fTwoSquares[nl=!={ },
{n, Sum0fTwoSquares[n]}], {n, 100, 150}]1]

20. Hatarozzuk meg azon tagok szorzatianak a maximumadt, amelyeket egy
adott n pozitiv egész szam pozitiv egészek Osszegére valé felbontasakor
kapunk.

Utmutatds. (Nem a felbontast adjuk meg.)

<<DiscretelMath'Combinatorica*
tjpiln_] := Max[Map[Apply[Times, #]&, Partitions[n]]]
tjp1l /e {2, 4, 8, 16}

{2, 4, 18, 324}

Tomorebben:

tjp2[n_] := Max[(Times @@ #&) /@ Partitions[n]]

{2, 4, 18, 324}

21. (Armstrong-féle szdmok.) Hatdrozzuk meg azokat a haromjegyli szdmo-
kat, amelyeknek a jegyeit kobre emelve és 0sszeadva eredményiil magat
a szamot kapjuk.
Utmutatds. Proceduralis nyelvekhez ill6 megoldast adunk:

Do[Do[Do[
If[100x+10y+z==x43+ya3+z2+3, Print[x, y, z]],
{z, 0, 9}1, {Ys 0, 931, {x, 0, 9}]

000
001
153
370
371
407

Oldjuk meg a feladatot négyjegyli szamokkal és negyedik hatvanyokkal és
igy tovabb. Ezutan altalanositsuk a feladatot arra az esetre, amikor tetszo-
leges alapu szamrendszerben felirt szamokrdl van szo.
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3.10. Valészintliségszamitas

A valbsziniiségszamitds Kolmogorov-féle felépitése halmazelméleti eszko-
zoket haszndl. Ezekkel kapcsolatos tovabbi példakat a 3.1.2. szakaszban
megadottakon tdil nem adunk. A diszkrét valésziniiségi mezéknél fellépd
problémak leszamlaldssal, kombinatorikai ismeretekkel oldhaték meg; erre
mutatunk majd néhany példat. A valdsziniségszdmitds é€s az analizis hatdr-
teriiletein (a valészintiségi valtozok jellemz6i, valdszintiiségi véltozok fiigg-
vényeinek jellemzoi, peremeloszlasok kiszamitasa, generatorfiggvények, ka-
rakterisztikus fiiggvények stb.) lehet taldn a legjobban alkalmazni a Math-
ematicdt; ezekre fogunk els6sorban koncentralni. fgy tehat itt fogjuk tar-
gyalni tobb szempontbdl is a

Statistics‘ContinuousDistributions® és a
Statistics‘DiscreteDistributions®

programcsomag fiiggvényeit is.

Véletlentdl fiiggo jelenségek és idébeli folyamatok szimuldldsa: ez olyan
teriilet, amely szamitogép nélkiil nem is tanulmanyozhaté. Meg fogjuk mu-
tatni, hogyan generalhatok adott (ismert vagy feltételekkel meghatarozott)
eloszlasu véletlen szamok (ha sziikséges — mint példdul 1j statisztikai méd-
szerek tanulményozdsandl —, reprodukdlhaté médon). Egyszeriibb, diszk-
rét és folytonos idejii Markov-folyamatokat is fogunk tanulményozni, illetve
megmutatjuk azt is, hogy linearis algebrai és grafelméleti modszereket ho-
gyan lehet ezek leirasandl igénybe venni.

3.10.1. Klasszikus valdsziniiségi mezok

A leszamlélasi feladatokhoz felhasznalhaté fiiggvényeket a diszkrét mate-
matikardl szolé 3.6. szakaszban mar folsoroltuk. Ezek a magon kiviil els6-
sorban az aldbbi programcsomagokban talalhatdk:

DiscreteMath'CombinatorialFunctions®
DiscreteMath'CombinatorialSimplification®
DiscreteMath'Combinatorica‘
DiscreteMath‘Permutations®
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Lassunk néhany példat. Mi annak a valdszinlisége, hogy egy, az 1,2,3,4
szamokbol alkotott négyjegyli szam egyetlen jegye sincs a helyén?

<<DiscreteMath'CombinatorialFunctions"
Subfactoriall[4]/4!

3/8
Kilenc vendég rendel egy-egy tételt, Osszesen kettd iiveg sort, négy siite-

ményt és harom kavét. Mi annak a valdszintlisége, hogy a feledékeny pincér
helyesen osztja szét, amit hozott?

1/Multinomiall[2, 3, 4] // N[#, 2]&
0.00079

Mennyi annak a valészinlisége, hogy két, egymastol fliiggetlentil kitoltott
lottdszelvény koziil legalabb az egyik négytaldlatos?

P = Binomial[5, 4] Binomial[85, 1]/Binomial[90, 5]
N[2 p - pa2, 2]
0.000019
1000 villanykorte kozil egyenld valészintiséggel lehet 0, 1,..., 5 darab
selejtes. Ha mar 100 kortét megvizsgaltunk az 1000-bol, és jonak talaltuk

mindet, mi annak a valdszinlisége, hogy mind az 1000 j67
Alkalmazzuk Bayes-tételét a kovetkez6 szereposztassal. Legyen

o A az az esemény, hogy 100 kortét megvizsgaltunk, és mind jé volt;
e C; az az esemény, hogy az 1000 kozott ¢ darab hibas van.

Feltevéseink szerint P(C;) =p (i =0,1,...,5), és a P(Cp|A) valdszinilisé-
get kell kiszamolnunk a

P(A|Co)P(Co)

5
> P(A|C;)P(Cy)
1=0

P(ColA) =

képlet alapjan. Legyen ¢; := P(A|C;).

qli_] := Binomial[1000 - i, 100]/Binomial[1000, 100]
ered = 1.0*p/(Sum[p*q[il, {i, 0, 5}1)
0.213485

A klasszikus valészintliségeloszlasok legtobbje megtalalhaté a

Statistics‘DiscreteDistributions®
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programcsomag fliggvényei kozott:

BernoulliDistribution
BinomialDistribution
DiscreteUniformDistribution
GeometricDistribution
HypergeometricDistribution
NegativeBinomialDistribution
PoissonDistribution
Hivjuk be ezt a programcsomagot és valasszunk egy binomidlis eloszlést:

<<Statistics‘DiscreteDistributions‘
belo = BinomialDistribution[34, 0.3];
Mean[belo]

10.2
A medidnt kétféleképpen is eléallithatjuk:
{Quantile[belo, 0.5], Median[belo]}
{10.2, 10.2}
Ezek az eloszlasok szimbolikusan is hasznalhatok:
{Mean[#], PDF[#, k]}&[BinomialDistribution[n, p]l]
{n p, If[0 <= k <= n,
k n-k
If [IntegerQ[k], Binomiall[n, k] p (1-p) , 0], 011}

3.10.2. Generatorfiiggvények

Diszkrét eloszlasok szamos jellemzéje kiszamithaté generatorfliiggvényiikbdl
vagy momentumgenerald (esetleg: kumuldansgenerald) fiiggvényiikbél. Ezek
kezeléséhez els6sorban a

DiscreteMath‘RSolve"

programcsomag fiiggvényeit alkalmazhatjuk, amelyeket méar a 3.4.2. és a
3.6.2. szakaszban is hasznaltunk.
Egy binomialis eloszlascsalad generatorfliggvénye igy kaphaté meg:

Factor[PowerSum[PDF[BinomialDistribution[17, p]l, kI,
{z, k}1]

17
1-p+p2
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Hatéarozzuk meg masféle moédon a Poisson-eloszlds generatorfiiggvényét:

poissongen[z_, lambda_] = Simplify[
PowerSum[lambdasn Exp[-lambdal/n!, {z, n, 0}]
Elambda (-1 + 2)

Ismeretes, hogy eldgazd folyamatok esetén, amennyiben G a generator-
fliggvénye az utdédok eloszlasanak, akkor az n-edik nemzedék eloszlasanak
a generatorfiiggvényét G onmagaval vett n-szeres kompoziciéja adja. Ha
tehat az utddok eloszlasa Poisson-eloszlas, akkor az 6todik nemzedék elosz-
lasdnak generatorfiiggvényét példaul igy kaphatjuk meg:

Nest[poissongen, poissongen, 4];

A folyamat kihaldsanak valdszintiségét pedig a G(z) = z egyenlet kiseb-
bik gyoke adja (z; := 1 ugyanis mindig gyok). Legyen a fenti folyamatban
a Poisson-eloszlas paramétere (vagyis az utédok vérhaté szdma) 2, ekkor
ezt kapjuk:

FindRoot [poissongen[z, 2] == z, {z, 0}]
{z -> 0.203188}

Megemlitjiik még, hogy egy eloszlas kumuldnsgenerdtor-fiiggvénye éppen
az eloszlasnak mint sorozatnak az exponencialis generatorfiiggvénye.
3.10.3. Tetszoleges valosziniiségi valtozdok

Felsoroljuk a szakasz tobb pontjdban és a matematikai statisztikardl szélé
3.11. szakaszban is hasznalt, eloszldasokat el6allité fliggvényeket:

BetaDistribution LaplaceDistribution
CauchyDistribution LogNormalDistribution
ChiSquareDistribution LogisticDistribution
ExponentialDistribution RayleighDistribution
ExtremeValueDistribution  StudentTDistribution
FRatioDistribution UniformDistribution
GammaDistribution WeibullDistribution
NormalDistribution

Az eloszldsok jellemz6 paramétereit megado fiiggvényeket a matematikai
statisztikarol szold, kovetkezd szakaszban soroljuk fel.

A T-eloszlast igen sokszor haszndljdk — kiilonésen a matematikai sta-
tisztikdban —, mert két paraméterének valtoztatasaval szinte barmilyen —
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példaul adatokbdl becsiilt — eloszlas jél kozelithetd. Megjegyzendd, hogy
specialis eseteként addodik az exponencidlis eloszlas:

<<Statistics‘ContinuousDistributions‘
{PDF[GammaDistribution[1, 1/lambdal, x],
PDF [ExponentialDistribution[lambdal, x]}

lambda lambda
lambda x> lambda x
E E

{Mean[GammaDistribution[1, 1/lambdall,
Variance [GammaDistribution[1, 1/lambdall}
-2
——, lambda }
lambda

A Weibull-eloszlds alkatrészek élettartaméanak eloszlasara hasznélatos,
mivel az exponencidlis eloszlas olyan altaldanositasa, amelynek két paramé-
tere van, s ezaltal finomabb illesztést tesz lehetévé:

CDF[WeibullDistribution[c, alfa, x]]
X

alfa]

A lognormalis eloszlas gyakran fordul el apritdsi feladatoknadl.

A leggyakrabban el6fordulé abszolut folytonos eloszlasok a Pearson-féle
eloszlascsaladba tartoznak, azaz logaritmikus derivaltjuk raciondlis fligg-
vény. Ezt most csak a normalis eloszlasra mutatjuk meg, a tobbi eloszlas
(egyszerre végrehajtandd!) vizsgdlatdt az Olvaséra hagyjuk:

1 - Expl-c

normalis[x_] = PDF[NormalDistribution[m, sigmal, x];
Simplify[normalis’[x]/normalis[x]]
m- x
. 2
sigma

Allapitsuk meg, hogy az A, a,b paraméterek milyen értékeinél lesz stirii-
ségfliggvény az

A
—— T R
T +— 1+a(:c—b)2 (:CE )
fliggvény:
Solve[Integrate[aa/(1 + a (x-b)a2),
{x, -Infinity, Infinity}] == 1, aal
S
(fan > Sxtlaly,
Pi

A program csak a szamoldsban segitett, a diszkussziéban természetesen
nem. A pontos vdlasz: b tetszleges valés szdm, a pozitiv szam, A = \/a/7.
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Kovetkez6 kérdésiink hasonlé: eloszlasfiiggvény-e az
x —exp(—exp(—z)) z€R
fliggvény? Meg kell vizsgalnunk, hogy
e monoton névé-e,

e balrdl folytonos-e,
e hatarértéke —oo-ben nulla-e és +oo-ben 1-e?

Az igenld vélaszt aldtdmasztjak a kovetkezé szamolasok:

fglx_1 = Exp[-Exp[-x11;
{Limit[£g[x], x -> -Infinity],
Limit[fg[x], x -> Infinityl}

{0, 1}
fg’ [x]

-E - X

Ismeretes, hogy ha a £ valdsziniiségi valtozo sirtiségfiiggvénye f, U pe-
dig szigorian monoton fiiggvény, akkor az U o £ valésziniliségi valtozo g
stirliségfiiggvénye g = (f/U’) o U~L. Legyen példaul ¢ adott param pa-
raméterli exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozo, és hatarozzuk meg
négyzetgyokének stirliségfiiggvényét:

gyoksfv[y_] = PowerExpand[
PDF[ExponentialDistribution[param], ys2] *
(D[Sqrtlx], x] /. x => ya2)]

2 param y

2
aram

3.10.4. Karakterisztikus fiiggvények

Konnyen kiszamithatjuk egy eloszlas karakterisztikus fliggvényét:

CharacteristicFunction[CauchyDistribution[0, 1], t]

E-(t Sign[t])

Az itt hasznalt CharacteristicFunction fiiggvény szintén a
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‘ Statistics‘ContinuousDistributions®

programcsomagban talalhaté.

A centrédlis momentumok és a karakterisztikus fliggvény derivaltjai ko-
zOtti néhany Osszefiiggést igy illusztralhatunk a standard normalis eloszlas
példajan:

dist = NormalDistribution[0, 1]

cm[n_] := D[CharacteristicFunction[dist, t], {t, n}] /.
t->0

Table[cm[nl, {n, 1, 4}]

{Mean[dist], Variance[dist], Skewness[dist],

Kurtosis[dist]}
{0, 1, 0, 3}
{0’ 1’ 0’ 3}

3.10.5. Hatareloszlas-tételek

A Moivre-Laplace-tétel szerint a binomiélis eloszlds jol kozelithetd vele
azonos varhaté értékii és szérasi normalis eloszlassal. Illusztraljuk ezt egy
példan. Elészor dbrézoljuk a (10,0.5) paraméterii binomidlis eloszlast:

bino = BinomialDistribution[10, 0.5];

binom[x_] := PDF[bino, x]

bin = ListPlot[Transpose[{Range[0, 10],

Table[binom[x], {x, 0, 10}1}1,
PlotStyle -> AbsolutePointSize[2]]

Most attériink a kozelitd normalis eloszlas abrazolasara:

{atlag, szoras} = {Mean[binol, Sqrt[Variance[bino]l};
nor = NormalDistribution[atlag, szoras];
kozell[x_] := PDF[nor, x]
koz = Plot[kozellx], {x, 0, 10},
PlotStyle -> {Thickness[0.003]}]

Tekintsiik meg egyiitt a két dbrat:

Show[bin, koz]
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3.10.6. Véletlenszam-generalas

Ennél a témakornél elsésorban két belsé fliggvényre van sziikséglink, ezek:
Random és SeedRandom.

Kezdjiikk egy megjegyzéssel. Azt gondolnank, hogy az x — x kifejezés
értéke mindig nulla. Ha azonban x egy valdszintliségi valtozo értéke, akkor
ez nem igaz:

x := Random[ ]
X-x

-0.319965

Ha viszont azonnali értékadéssal szamitjuk ki x értékét, akkor nem szamo-
16dik djra minden hasznalatnal:

y = Random[ 1]

0.799367
y-r
0.

A ]0,1] intervallumban egyenletes eloszldsi véletlen szamokbdl &allé 3
elemfi listat igy kaphatunk:

Table[Random[ 1, {3}]
{0.5886454, 0.567327, 0.970526}

Ha a generalt valds tipust [0, 1]-beli véletlen szdmokat 25 jegy pontossiggal
akarjuk megkapni, akkor ezt irhatjuk:

Table[Random[Real, {0, 1}, 251, {3}1;

A véletlenszam-generator természetesen itt is determinisztikus algorit-
must haszndl. Az eredmények reprodukdlhatdk lesznek (erre sziikségiink le-
het példdul akkor, ha egy statisztikai mddszert akarunk ellenérizni), ha
generalds elétt meghivjuk a SeedRandom fiiggvényt azonos (egész) argu-
mentummal. Ezt most a komplex sik —1 — ¢ és 1 4+ 7 pontok mint atelle-
nes csucsok altal meghatarozott négyzetébol egyenletes eloszlas szerint vett
mintdn mutatjuk meg:

SeedRandom[142857]
Table[Random[Complex, {-1-I, 1+I}, 3], {2}]

{-11. + 1. I, -6.37 + 0.795 I}
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SeedRandom[142857]
Table[Random[Complex, {-1-I, 1+I}, 3], {2}]

{-11. + 1. I, -6.37 + 0.795 I}

Szabdlyos pénzérmével végzett pénzfeldobasok egy 17 elemii sorozatat
példaul az alabbi moédon szimulalhatjuk:

Table[If[Random[Integer]==0,"F","1"], {17}]
{F’ F’ I’ F’ I’ F’ F’ F’ F’ F’ F’ I’ F’ I’ I’ F’ F}

Egyenletes eloszldsu véletlen szamokat arra is szokds hasznélni, hogy
segitségiikkel valamely sokdimenzids tér egységkockajan definialt fiiggvény
hatdrozott integrdljat szamitjuk ki olyan moédon, hogy megszamoljuk, az
egységkockabdl véletleniil valasztott pontok hédnyad része esik a megadott
fliggvény grafikonja ald. El6szor kiszamitjuk az integral pontos értékét:

4 Integratel[1l, {x, 0, 1}, {y, 0, Sqrt[1 - xa2]}]
Pi
Egy proceduralis stilusd sorsolé modult készitiink:

gln_]1 := Module[{k}, jo = 0;
Do[If[xa2 + ya2 < 1, jo++, jol, k, nl;
Print[N[4 jo/n]]]

g[1000]

3.196

Elegénsabb (és gyorsabb) megoldéds ugyanerre a feladatra:

gggln_] := N[Length[Select[4 Count[Table[
{Random[ ], Random[ 1}, {n}], #142 + #242 < 1&]] / n
Table[ggg[nl, {n, 1, 1001, 100}]

4., 3.08911, 3.28358, 3.20266, 3.19202, 2.99401, 3.09484
3.17832, 3.14107, 3.10766, 3.0969

Ez a példa természetesen csak egyszerli illusztracié; ahhoz, hogy példaul
parcialis differencidlegyenleteket tudjunk megoldani Monte—Carlo-médszer-
rel, jéval bonyolultabb algoritmusra van sziikségiink, lasd ehhez a megfele-
16 szakirodalmat. Az ilyen egyszerii példakat, ahol az integral értéke mas
médszerrel egyszeriien kiszdmithatd, éppen a véletlenszam-generator ellen-
Orzésére szokas felhasznélni.

Felmeriil az a kérdés, hogy a generdlt szamok fiiggetleneknek, illetve
egyenletes eloszldsuaknak tekinthetok-e. Ezekre a kérdésekre a matematikai
statisztika mddszereivel kaphatunk valaszt.
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TetszOleges eloszlasu véletlenszamokat kétféle moédon generdlhatunk. Az
egyik lehetdség: a Random[elo] olyan véletlenszamot ad, amelynek elosz-
ldsa a megadott elo eloszlds. A mésik (gyakran alkalmazott) lehetdség:
egyenletes eloszlasi véletlenszamokra alkalmazzuk elo eloszlasfiiggvényé-
nek inverzét. Ez utébbi eljardshoz rendelkezésiinkre allnak a

‘ Statistics'‘InverseStatisticalFunctions®

programcsomag fliggvényei:

InverseBetaRegularized InverseErfc
InverseErf InverseGammaRegularized

Standard normalis eloszlasu véletlenszamokat tehéat igy generalhatunk:
standard = NormalDistribution[0, 1]
Table[Random[standard], {6}];
Exponencialis eloszlastak generdlasara is alkalmazhatjuk a fenti mod-
szert:
expol = ExponentialDistribution[1]
Table[Random[expo1l], {5}]1;
Tédmaszkodhatunk arra a tényre is, hogy az exponencidlis eloszlas a I'-
eloszlas specidlis esete:
expo2 = GammaDistribution[1, 1]
Table[Random[expo2], {5}]1;
Most alkalmazzuk a masodikként leirt modszert:
<<Statistics‘InverseStatisticalFunctions"

tabla = Table[Random[ 1, {5}]1;
Map[InverseBetaRegularized[0, #, 1, 1]&, tablal

{0.618788, 0.797721, 0.44583, 0.482795, 0.483111}

3.10.7. Markov-lancok

Diszkrét idejti, diszkrét allapotterti Markov-lancok kezelésére a linearis al-
gebra (3.9. szakasz) és a grafelmélet (3.6. szakasz) eszkOzeit szokds hasz-
nalni. Egy egyszerl példat mutatunk.
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Legyen egy Markov-lanc dtmenetvaldszinliségi matrixa

1/2 1/2 0
p=[1/3 0 2/3
1 0 0

és rajzoljuk meg a lanc grafjat:

Pi = {{1/29 1/29 0}9 {1/39 o, 2/3}9 {19 0, 0}}
Select[Flatten[Table[{i, j}, {i, 3}, {j, 3}1, 11,
((p1[[#1, #2]11 > 0&) @@ #&)]

{1, 1}, {1, 2}, {2, 1}, {2, 3}, {3, 1}}
ShowGraph[FromOrderedPairs[%], Directed]

Hatarozzuk meg az egyes allapotok valdsziniiségét az 6todik idépontban,
ha a rendszert az elsé allapotbdl inditottuk:

MatrixPower[p1, 5].{1, 0, 0}
149 259 79

> B

288° 432° 144

Szamitsuk ki a lanc hatareloszlasat:

Limit [MatrixPower[pl, n], n->Infinity]
6 2 3 6 2 3 6

H{—=, 1’ — {=, TR —H {=.

2 3}}
11 11 11 11 11 > 11

11

(Ismeretes, hogy azonos, a staciondrius eloszldsbdl &llé sorokat kapunk.)

3.10.8. Folytonos idejii Markov-folyamatok

A (skaldris) tiszta ugré Markov-folyamatok koziil a sziiletési-haldlozasi ti-
pustak staciondrius eloszlasa igen gyakran explicite megoldhaté differen-
ciaegyenletnek tesz eleget. Tekintsiik példdul azt a folyamatot, amelynek
infinitézimélis atmenetvaldsziniiségei:

n—n+1 kinh+o(h)
n—n—1 kon(n—1)h+ o(h).

Ekkor a (p,) stacionérius eloszlasra vonatkozé
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0="Fki(n—1)pn_1+ka(n+ )nppt1 — (kan + ken(n — 1))p,

egyenlet (amint ez teljes indukciéval lathatd) egyenértékii a kovetkezdvel:

kipn = ka(n + 1)pna.
Oldjuk meg ezt az egyenletet:

<<DiscreteMath‘RSolve"‘
RSolve[kl p[n] == k2 (n+1) p[n+1], p[nl, nl]
n

(kl) [o]
o p

k2

{{phn] > ——1}}

n!

Lathatd, hogy ez, a feltételek figyelembevételével, éppen Poisson-eloszlas:

<<Algebra‘'SymbolicSum*
Solve[Sum[%[[1, 1, 211, {n, O, Infinity}] == 1, p[0]];

YA
n
(E)
{{p[n] -> k2 3}
pin K1
k2 )

Folytonos idejti, folytonos allapotterti folyamatok koziil tekintsiink most
egy olyat, amelynek az abszolut eloszlasfiiggvénye

Fat) = ——exp CW) _

2o (t) 20(t)?

Az m és a o fliggvény alkalmas megvalasztasaval tanulmanyozhatjuk a va-
16szintliségi striiségfiiggvény szétkenddését. Ebbol kideriil, hogy a folyamat
a legnagyobb valdszinliséggel a varhaté értékhez kozel tartozkodik, de az is
jol lathatd, hogy az id6 multaval egyre pontatlanabb jéslasokat tehetiink
csak az értékére, mivel szérdsa végtelenhez tart. Ez a viselkedés tipikusnak
tekintheto:

m[t_] : = Sin[t]

sigma[t_] := Sqrt[t]

flt_, x_] := Exp[-(x - m[t]1)42/(2 (sigmalt])a2)]
/(Sqrt[2 Pil sigmalt])
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Plot3D[f[t, x], {t, 0.001, 4Pi + 0.001}, {x, -1.5, 1.5}
PlotPoints -> 30]

3.10.9. Gyakorlatok és feladatok

1. Hatédrozzuk meg az m varhaté értékii o szérasu normalis eloszlas siri-
ségfliiggvényének inflexiés pontjait. Mi annak a valészintlisége, hogy az
adott striségfiiggvényli valdszinliségi valtozé értéke a két inflexidés pont
abszcisszaja kozé esik?

2. Milyen m értékekre lesz az

2 2

_e—m)” _(z+m)

1 (x —m)
e 2 +e 2 (x €R)

f(zx) = W

stirtiségfiiggvénynek két maximuma?

3. Szimulaljuk a Galton-deszka miikodését.
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3.11. Matematikai statisztika

A statisztikai programcsomagok altaldban jé numerikus eljarasokat tartal-
maznak, de nem j6l programozhatdék, nem interaktivak, grafikai képességeik
gyengék, szimbolikus szamitasokat nem lehet veliik végezni és az 1j mdod-
szereket nehéz beléjiik illeszteni. A Mathematica tehat akkor lehet igazan
segitségiinkre, ha a problémak megolddsa soran az emlitett akadalyokba {it-
koziink. Az aldbbiakban amellett, hogy bemutatjuk a szokdsos mdédszerek
alkalmazdsanak maédjat, els6sorban arra 6sszpontositunk, hogy megmutas-
suk a Mathematica elényeit a fentiekben vazolt koriilmények kozott.

Itt is felhivjuk a figyelmet arra, hogy a MathLink segitségével C nyel-
ven megirt fliggvényt folhasznalhatunk a Mathematicdban. A MathLink
for Excel pedig arra ad moédot, hogy az Excel tablazatkezelovel begytijtott
adatokra az Frcelen beliil hasznalhassuk a Mathematica fiiggvényeit. (Az
Ezcel dltal elkészitett adatalloményokat minden el6késziilet nélkil be tud-
juk olvasni.)

3.11.1. Az adatok el6készitése

A tulajdonképpeni statisztikai elemzés elkezdése el6tt dltalaban tobbféle
elOkésziiletre van sziikség.

e Adatbevitel

A statisztikai adatfeldolgozdsnal tobbnyire sok adattal van dolgunk, ame-
lyeket kiils6 dllomanyokban tarolunk, ahova azok esetleg més programokbdl
vagy méréberendezésbil keriiltek. Alloméanykezelésr6l mar masutt (2.4.1.
szakasz) esett szd, itt most csak a hidnyzé adatok statisztikai szempontbol
érdekes esetének kezelését mutatjuk meg.

Az adatokat igen gyakran szoveges dlloméanyba gytjtjik. Egy sorba kertil
egy egyed Osszes adata, ezt nevezik altalaban rekordnak; egymés alatt he-
lyezkednek el az azonos jelentésti (kiilonbozé egyedekre vonatkoz6) mezdk.

Ha a bemeno allomanyban hidnyzo adatok vannak, amit megtekintéskor
is lathatunk:

! 'bemeno

2.1 77 51
2.2 49
1.9 80



3.11. Matematikai statisztika 339

akkor a beolvasaskor a kovetkezdképpen jarhatunk el. Elszor megnyitunk
iras céljabdl egy bemend dramot:

befele = OpenRead['"bemeno"];

Ezutan rekordonként beolvassuk a tablazatot, figyelve a kihagyott értékeket
(Ez azért fog sikerrel jarni, mert az adatokat tabuldtor karakter valasztja
el egymastdl.):

ReadList[befele, Word, RecordLists =-> True,
NullWords -> True]l // ToExpression

{{2.1, 77, 51}, {2.2, Null, 49}, {1.9, 80, Null}}

Végiil pedig lezarjuk a bemend aramot:

Close[bemeno];

e Az adatok rendezgetése

El6fordulhat, hogy az adatokbdl bizonyosakat akarunk csak haszndlni, il-
letve hogy mér beolvasas utan azonnal el akarunk késziteni néhany elemi
statisztikat. Ehhez nydjtanak segitséget a (linedris algebra feladataihoz is
hasznos)

‘ Statistics‘DataManipulation®

programcsomag fliggvényei:

BooleanSelect DropNonNumericColumn
Column Frequencies
ColumnDrop LengthWhile
ColumnJoin QuantileForm
ColumnTake RowJoin
CumulativeSums TakeWhile
DropNonNumeric

Ezek némelyikére — mint azt a nevek is elaruljak — azért van sziikség,
mert a matrixokat a program olyan listaként kezeli, amelynek elemei a
sorokat tartalmazé listdk. A statisztikdban (és az adatbdzis-kezelésben)
viszont tObbnyire egy matrix sorai jellemeznek egy egyedet, amint fontebb
emlitettiik, a vizsgalandé valdszintiiségi vektorvaltozd egy koordinatajanak
értékei tehat egy oszlopban helyezkednek el.
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Néhany egyszeril példat mutatunk a fentiek koziil az adatmanipulacios
fliggvények alkalmazasara:

<<Statistics‘DatalManipulation®
adat = {{8-9 3}9 {b9 6}9 {cs 4}9 {d9 i}9 {e9 5}9 {fs 4}};
oszlop2 = Column[adat, 2]

{3, 6, 4, 1, 5, 4}

ujadat = DropNonNumeric[oszlop2]
{3, 6, 4, 5, 4}

TakeWhile[oszlop2, NumberQ]
{3, 6, 4}

e Abrazolas

Statisztikai céli szamitasok megkezdése el6tt szinte mindig ajanlatos az
adatokat kiilonféle moédokon abrazolni, hogy valamilyen el6zetes elképzelé-
slink legyen arrdl, milyen szamitast érdemes végezniink. Ilyenkor a *List*
fliggvények valamelyike lehet a segitségiinkre:

adat = {{0.1, 0.4}, {0.3, 0.9}, {0.4, 1.0}, {0.7, 1.3}
{1.0, 1.3}, {1.2, 1.1}, {1.3, 0.8}, {1.3, 0.3}};
ListPlot[adat, PlotStyle -> AbsolutePointSize[2]]
elso = ListPlot[adat,
PlotRange -> {0, 1.5},
PlotJoined -> True,
AxesOrigin -> {.8, .4},
AxesLabel -> {"szele", "hossza"}]

Most az adathoz egy kis zajt adunk. Ugy képzeljiik, hogy az els6 koordinédta
pontosan beallitott, a masodik pedig a szdmunkra érdekes, mért mennyiség:

veladat = Mapl[
{#[[11], #[[2]] + Random[Real, {-0.5, 0.5}1}&, adat];
masodik = ListPlot[veladat, PlotJoined -> True,
PlotStyle -> Dashing[{0.02, 0.02}]1]

Javasoljuk az Olvasonak, hogy nézze meg egyiitt a két abrat:

Show[elso, masodik, AxesLabel -> {"ido", "ertek"},
AxesOrigin -> {0, 1}, PlotRange -> {{0, 1.8}, {0, 1.8}},
PlotLabel -> "Osszehasonlitas"]
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Vektorvaltozok alkalmazaséra is lassunk példakat. Kezdjik ugy a vizsga-
latot, hogy a koordinatak Osszefliggéseit paronként abrazoljuk:

vektoradat = Table[{x, Random[ 1, -xa2, xa3},
{x, 0, 1, 0.05}]1;

Milyen viszonyban van egymassal az els6 két koordinata?

ListPlot[(Take[#, 2]1&) /@ vektoradat, Frame -> True,
PlotStyle -> {AbsolutePointSize[2], RGBColor[0, 1, 0]}]

Benyomasunk valdszintlileg az lesz, hogy a méasodik fiiggetlen az els6tdl, ezt
figgetlenséguizsgdlattal akar ellenérizhetnénk is.

Most elkészitjiik a hasonlé abrékat az 6sszes koordinataparra, de az abrat
nem jelenitjiik meg azonnal, amit a DisplayFunction opcié értékének
alkalmas megvélasztasaval ériink el:

sokrajz =
Table[ListPlot [Map [{#[[i]l], #[[j1]1}%, vektoradat],
Frame -> True, FrameTicks -> None, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {AbsolutPointSize[2],
RGBColor[i/(i+j), 0, j/(i+j)1},
DisplayFunction -> Identityl, {i, 4}, {j, 4}]

Megnézziik egyszerre az abrékat:

Show[GraphicsArray[sokrajz],
DisplayFunction :> $DisplayFunction]

Az 4tl6s elemek természetesen érdektelenek.
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3.11.2. Statisztikak

A leggyakrabban hasznalt statisztikai fliggvények vagy statisztikdk kisza-
mitasdhoz haszndlhatunk néhany belso fliggvényt:

Complement Select
Count Sort
Intersection Take
Max Union
Min

Tovabbi gazdag vélasztékot kindl a

Statistics‘DescriptiveStatistics®

programcsomag, amelyben az alabbi fiiggvények talalhatok:

CentralMoment PearsonSkewness?2
DispersionReport Quantile
GeometricMean QuartileDeviation
HarmonicMean Quartiles
InterpolatedQuantile QuartileSkewness
InterquartileRange RootMeanSquare
Kurtosis SampleRange
KurtosisExcess ShapeReport
LocationReport Skewness

Mean StandardDeviation
MeanDeviation TrimmedMean
Median Variance
MedianDeviation VarianceMLE

Mode VarianceOfSampleMean
PearsonSkewnessi

A Statistics‘DataManipulation‘ programcsomagban is talalha-
tunk még néhany hasznos fliggvényt:

CumulativeSums QuantileForm
Frequencies

Megjegyzendo, hogy a kiilonb6z6 programcsomagokban azonos néven
szereplo fliggvények nem teljesen azonos médon miikodnek.
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Léssunk néhany példat. Egy minta atlagat a Mean fliggvény szamolja ki:

adat = {1.3, 2.4, 5.2, 3.6, 2.4, 0.4}
Needs["Statistics‘DescriptiveStatistics"]

Mean[adat]
2.55

Vektorvaltozékra ez csak értelemszerti modositdssal alkalmazhaté. A fenti
vektoradat sorai egy valdsziniiségi vektorvaltozéra vonatkozo minta egyes
elemei:

Map[Mean, Transposel[vektoradat]]
0.5, 0.50373, -0.341667, 0.2625

A Fkiugro adatoktdl igy szabadulhatunk meg:

kiugro =
{1.7, 1.8, 1.5, 1.6, 1.9, 23.9, 1.6, 1.6, 1.7, 1.2}
TrimmedMean[kiugro, 0.3]

1.65

(A terjedelem 0,3 részét mind a két oldalon levagtuk a mintdbdl.) Gyakran
hasznalt mintajellemzok a centrdlis momentumok: ha értékiik kozel van
a megfelel6 elméleti értékhez, akkor érdemes alaposabban megvizsgalni az
adott minta eloszlasat:

CentralMoment [
{1.7, 1.8, 1.5, 1.6, 1.9, 1.6, 1.6, 1.7, 1.2}, 3]

-0.00545953

Az eloszlas alakjanak szamos jellemzdéjét egyszerre megkaphatjuk igy:

{DispersionReport[#], LocationReport[#],
ShapeReport [#]1}&[kiugro]

{Variance -> 49.665, StandardDeviation -> 7.04734,
SampleRange -> 22.7, MeanDeviation -> 4.01,
MedianDeviation -> 0.1, QuartileDeviation -> 0.1},

{Mean -> 3.85, HarmonicMean -> 1.76206, Median -> 1.65},

{Skewness -> 2.27381, QuartileSkewness -> 0.5,
KurtosisExcess -> 3.56113}}

Mivel az eredmény transzforméciés szabalyok Osszessége, ezért egyes része-
ire a szokdsos mdédon hivatkozhatunk:

ferde = Skewness /. %

2.27381
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A fenti eredményiil kapott transzforméciés szabélyok bal oldalan &allé
azonositék onalléan is hasznalhatok fiiggvényekként:

Skewness [kiugro]

2.27381

A kovetkezOkben siiridséghisztogramot készitlink. Behivjuk az adatgene-
ralashoz és az abrazolashoz sziikséges csomagokat:

Map[Needs,
{"Statistics‘ContinuousDistributions‘",
"Statistics‘DataManipulation'",

"Graphics'Graphics‘"}]
Adatokat generalunk:

adat = Union[
Table [Random[NormalDistribution[-1, 111, {20}1,
Table[Random[NormalDistribution[1, 111, {20}11;

Elkészitjiik a rendezett mintdt, majd ezek felhasznédlasdval meghatarozzuk,
hogy a terjedelem egyes részintervallumaiba az adatok koziil mennyi esik.
Megjegyzendd, hogy a Range fiiggvény nem allitja el a minta terjedelmét,
erre a SampleRange vald:

rendezett = Sort[adat];
osztalyokszama = 8;
i = First[rendezett];
a = Last[rendezett];
h = SampleRange[adat]/osztalyokszama;
gyak = BinCounts[adat, {i, a, h}]

{3, 3, 4, 11, 7, 2, 5, 4}

(A rendezett minta elsé elemét a BinCounts fiiggvény figyelmen kiviil
hagyta.) Ez a részeredmény természetesen esetenként ettdl eltérhet az ak-
tudlisan el6forduld véletlenszamok miatt:

BarChart [Transpose[{gyak, Range[i + h/2, a, h]1}]1]

(Figyeljiik meg, hogyan véltozik az abra, ha nyolc osztépont helyett tobbet
vagy kevesebbet vesziink.) ,, Osszekotjiik” a pontokat interpolaciéval:

halmaz = Union[adat];
surfv = Interpolation[Transpose[{halmaz, Mapl[
Count [adat, x_ /3
(#-h/2) < x < (#+h/2)]1/(h*Length[adat])&, halmaz]}]];
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{tol, ig} = surfv[[1]];
Plot[surfv[x], {x, tol, ig}, Ticks -> {{-2,-1,1,2}, {.1, .4}}]

Q4D'
0.10
-20 -10 10 20
3.11.3. Becslések
Megmutatjuk — elsésorban folytonos eloszlasokon —, hogy hogyan lehet

paramétereikre pontbecsiéseket konstrualni a leggyakoribb mddszerek alap-
jan. Ezutan attériink az intervallumbecslések, vagy masképpen megbizha-
tosdgi (konfidencia-) intervallumok megszerkesztésére.

e A legnagyobb valésziniiség (maximum likelihood) elve

Mutatunk egy példat arra, hogy hogyan szerkeszthetiink becslést a legna-
gyobb valdszintiiség elve alapjan.

Fiiggetlen, nulla varhaté értéki normalis eloszldsi koordinatakkal bird
pont tévolsdga az orig6tdl Rayleigh-eloszlast. Ha (egyetlen pozitiv) para-
méterét o-val jeldljiik, akkor stirtiségfiiggvényének értéke az = € R™ helyen

x
Reprodukalhaté médon — errdl gondoskodik a SeedRandom fiiggvény —
sorsolunk ilyen pontokat:

SeedRandom[100] ;
adatok = Table[Random[RayleighDistribution[2.0]], {20}]

Meg szeretnénk szerkeszteni a log-likelihood fiiggvényt, ehhez sziikségiink
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van arra, hogy a Log fliggvény rendelkezzék a valés szamoknal megszokott
tulajdonsagokkal:

Unprotect[Log];

Logla_ b_] := Logl[al + Log[bl;
Logla_ab_]: = b Loglal;
Protect[Log]l;

maxval[sigma_] = Apply[Plus, Map[
Log[PDF[RayleighDistribution[sigmal, #]1&, adatok]l]

78
16.4297-
sigma
A Mathematicdiban haladottabbak inkabb igy szamolnak:

- 40 Log[sigmal

maxval[sigma_] = Plus @@ ((
Log[PDF[RayleighDistribution[sigmal, #]1]&) /@ adatok)

Durvan szdlva azt a o paraméterértéket szeretnénk elfogadni, amelynél az
adott minta bekdvetkezésének a valdsziniisége maximalis. A szdmolés el6tt
abrazoljuk a likelihood-fiiggvényt:

Plot[maxval[sigmal, {sigma, 1.0, 7.0}]
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A derivaltat nulldval tessziik egyenlévé, ehhez a derivéaltat szimbolikusan
szamoljuk. A kapott egyenleteket mar numerikusan oldjuk meg:

NSolve[D[maxval[sigmal, sigmal == 0, sigmal
{{sigma -> -1.78056}, {sigma -> 1.78056}}

Természetesen a pozitiv értéket valasztjuk. Vajon a kapott pontok koziil
az értelmes masodikban a méasodik derivalt negativ-e, vagyis tényleg maxi-
mumhoz jutottunk?
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D[maxval[sigmal, {sigma, 2}]1 /. %[[2]]
-25.23359660282691

Az utolsé el6tti 1épésben hasznalhatjuk a FindMinimum fiiggvényt is; erre
ra is kényszeriiliink, amikor a derivaltat nem tudjuk szimbolikusan megha-
tarozni. Masrészt ehhez a szamolashoz fol tudunk hasznalni egy, az abrarol
leolvashatd, jo kezdeti becslést:

FindMinimum[-maxval[sigma], {sigma, 2.0}]
{30.038, {sigma -> 1.780563}}

Tanulsagos megvizsgalni, hogy a becslés a minta elemszamanak novelé-
sével hogyan javul.

e Becslés a momentumok mddszere alapjan

A momentumok médszere alapjén ugy becsiilhetiink paramétereket, hogy
egyenlové tessziik az elméleti és az adatokbdl becsiilt momentumokat, majd
ezeket az egyenlGségeket megoldjuk az eloszlds ismeretlen paramétereire.
Alkalmazzuk a mddszert a fenti feladat megoldaséra:

Solve[Mean[RayleighDistribution[sigma]] == Mean[adatok],
sigma]
{{sigma -> 1.767684646314304}}

Lathato, hogy a kapott becslés elég jél megegyezik az el6zovel. Ezzel a
médszerrel gyorsabban jutunk eredményhez, mig a legnagyobb valészinti-
ség elve alapjan meghatdrozott paramétereknek statisztikai szempontbol
bizonyitottan joé tulajdonsdgaik vannak.

e A legkisebb négyzetek mddszere

Ennek alapjan a paramétereket tigy valasztjuk meg, hogy a beldliik szamolt,
valamint a mért fliggvényértékek négyzetes eltérése a lehetd legkisebb le-
gyen. Errol a mdédszerrdl a regressziorol szolo résznél fogunk részletesebben
szélni. (Itt is megprébédlkozhatnank azzal, hogy a — valamilyen 6nkényes
felosztassal szamolt — empirikus striségfliggvény és az elméleti silirliség-
fliggvény négyzetes eltérését minimalizaljuk, de a stirliségfiiggvények becs-
lésére ennél sokkal jobb mddszerek vannak.)
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e Megbizhatésagi intervallumok

Sok eszkoz all rendelkezésiinkre megbizhatdsagi intervallumok szerkeszté-
sére:

<<Statistics‘ConfidenceIntervals‘
adatl = {2.1, 1.2, 3.5, 4.3, 4.1, 2.8, 1.9, 2.5, 3.8}

A Student-féle t-eloszlas alapjan 95%-os szintli megbizhatdsagi intervallu-
mot kaphatunk a varhatoé értékre:
MeanCI[adati]
{1.72263, 2.91737%}
A tovabbi feltételek és valtoztatdsi lehetéségek innen lathatdk, éppugy,
ahogyan az is, miként kell normalis eloszlast feltételezve elkésziteni a meg-
bizhatésagi intervallumot:
Options[MeanCI]
{ConfidencelLevel -> 0.95, KnownStandardDeviation -> None,
KnownVariance -> None}
Természetesen igy is ugyanazt kapjuk:
StudentTCI[Mean[adat1], StandardError0fSampleMean[adatil],
Length[adat1] - 1]
{1.72263, 2.91737%}
Az utolsé paraméter a szabadsdgfok.
Két populécié varhatéd értékének a kiilonbségére is kaphatunk meghiz-
hatdséagi intervallumot

e ismert szérasokat hasznalva a normalis eloszlas,
e egyenld, de ismeretlen szérasokat feltételezve a t-eloszlas,
e becsiilt szorasokat feltételezve pedig a Welch-féle eloszlas

alapjan:
adat2 = {1.1, 4.4, 2.2, 3.3, 4.4, 2.2, 1.1, 2.2, 3.3}
MeanDifferenceCI[adatl, adat2, EqualVariances -> True]
{-1.3841, 0.64632}
Ha nem feltételezhetjiik, hogy azonosak a szérasok, akkor természetesen
nagyobb intervallumot kapunk:
MeanDifferenceCI[adatl, adat2]
{-1.42443, 0.686655}
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Kidertil, hogy a megbizhatésagi szint is valtoztathato:
Options[MeanDifferenceCI]

Egy populdcié szérasnégyzetére a y2-eloszlas alapjan kaphatunk meg-
bizhatésagi intervallumot:

VarianceCI[adat1]

{0.32992, 2.32411}

VarianceCI[adat2]

{0.705401, 5.6745}

Két szérasnégyzet hanyadosara 90%-os megbizhatdsagi intervallumot igy
kaphatunk:

VarianceRatioCI[adatl, adat2, ConfidenceLevel -> 0.9]

{0.113119, 1.45662}

Ha olyan intervallumot kereslink, amelyre nagyobb annak a valészintisége,
hogy tartalmazza a szorasnégyzetek hanyadosat, akkor az természetesen
nagyobb lesz:

VarianceRatioCI[adatl, adat2, ConfidenceLevel -> 0.95]

{0.103512, 1.85008%}

Ha valamilyen ismert eloszlasu statisztikdra akarunk megbizhatésagi inter-
vallumot szerkeszteni, akkor elébb alkalmazzuk az eredeti adatokra vala-
melyik lefrd statisztikai fliggvényt, majd az aldbbi fiiggvények koziil vélo-
gathatunk: NormalCI, StudentTCI, ChiSquareCI, FRatioCI.

3.11.4. Hipotézisvizsgalat

A matematikai statisztika tipikus feladata az, amelynél azt akarjuk eldon-
teni, hogy valamely feltevés (hipotézis) a mérési adatoknak ellentmond-e
vagy nem. Altaldban azt vizsgéljuk tehat, hogy ha sokszor végeznénk el a
méréseinket, az esetek hanyad részében kapnank az adott esethez hasonlo
jellegli eredményeket a tett hipotézis mellett. Ha az esetek nagy részében
ilyen tipusu eredményt kapunk, akkor azt mondjuk, hogy adataink nem
mondanak ellent a tett hipotézisnek, mig ha valészintlitlen az eredmény,
akkor a hipotézist elvetjiik.
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Kiilon programcsomag all rendelkezésiinkre hipotézisvizsgdlat céljara,
ennek neve:

Statistics‘HypothesisTest®

Fontosabb fliggvényei:

ChiSquarePValue NormalPValue
FRatioPValue StudentTPValue
MeanDifferenceTest VarianceRatioTest
MeanTest VarianceTest

Kétoldali ellenhipotézissel szemben ellendrizni szeretnénk, hogy két min-
ta azonos szérasunak tekintheto-e:

<<Statistics‘HypothesisTests"
VarianceRatioTest[adatl, adat2, 1,

TwoSided -> True, FullReport -> True]
{FullReport ->

Ratio TestStat NumDF DenDF,

0.451024 0.451024 9 8

FRatioDistribution, TwoSidedPValue -> 0.257104}

Megkaptuk tehat a szérasnégyzetek aranyat, a proba alapjaul szolgald
statisztikat (ez éppen az ardny), a szamlalé és a nevezd szabadségi fokét,
azt, hogy milyen eloszlast haszndl a program a probahoz, végiil azt a valo-
szinliséget, amilyen szinten a két szordsnégyzet megegyezésének hipotézisét,
a nullhipotézist, el kell vetniink. Vagyis az esetek mintegy 25,7 %-éban sza-
mithatunk arra, hogy ilyen szérasnégyzetaranyt kapunk, annak ellenére,
hogy a két szérasnégyzet megegyezik.

Természetesen ugyanarra az eredményre jutunk, ha a szérasnégyzeteket,
valamint a szamlél6 és a nevez6 szabadsigfokat magunk szolgaltatjuk:

FRatioPValue[Variance[adat1]/Variance[adat2],
Length[adat1l] - 1, Length[adat2] - 1,
TwoSided -> Truel

TwoSidedPValue -> 0.257104

3.11.5. Korrelacié- és regresszidanalizis. Szorasanalizis.

Valészintiségi valtozdk kozotti Osszefiiggések elemzésére szolgal a cimben
emlitett teriilet.
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e Linearis regresszid

Ha csak linedris paraméterbecsiést akarunk végezni a legkisebb négyzetek
mobdszere alapjan (azaz feltételezziik, hogy az illesztendd fliggvény paramé-
tereiben linedris, és nem akarjuk az eredményeket kiilonosebb statisztikai
elemzésnek aldvetni), akkor elegendd ennyit frnunk:

adat = {{0.211, 150}, {0.248, 189}, {0.351, 253},
{0.182, 142}, {0.091, 97}, {0.167, 124},
{0.232, 172}, {0.055, 90}, {0.284, 209},
{0.138, 107}};

Fit[adat, {1, x, xa2}, x]

2
70.9638 + 196.053 x + 965.336 x
Ez a feladat tehat a Fit bels6 fliggvénnyel megoldhaté.

e Szdrasanalizis

Moéd van azonban arra is, hogy részletesebb elemzést: szordsanalizist végez-
ziink. Ehhez (valamint az ezzel rokon kisérlettervezéshez) a

Statistics‘LinearRegression®

programcsomag alabbi fliggvényei hasznalhatdk:

DesignMatrix Regress
DesignedRegress

Vegyiik el6 még egyszer a fenti példat:

<<Statistics‘LinearRegression"
Regress[adat, 1, x, x42, x]
ParameterTable ->
Estimate SE TStat PValue,
1 70.9638 10.7948 6.5739 0.000311792

x 196.053 115.029 1.70437 0.132087
2
X 965.336 280.95 3.43597 0.0108966

RSquared -> 0.985311, AdjustedRSqured -> 0.98111114,
EstimatedVariance -> 52.429,
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ANOVATable ->

DoF SoS MeanSS FRatio PValue
Model 2 24617.1 12308.5 234.766 O

Error 7 367.003 52.429

Total 9 24984 .1

A téblazat néhany elemének jelentése nyilvanvald, a tébbiek jelentését ille-
toen a matematikai statisztika tankonyveire utalunk. A Regress fiiggvény
szamos opcidja kozil kiemeljik a Weights nevit, amellyel a sulyozéast al-
lithatjuk be statisztikai modelliinknek megfelelGen.

A DesignedRegress és a DesignMatrix fliggvény kisérlettervezéshez
hasznalhato.

Amennyiben az illesztend6 fiiggvény még paramétereiben sem linearis, a

‘ Statistics‘NonlinearFit' \

programcsomag NonlinearFit fiiggvénye lehet segitségiinkre. Illesszlink
x — a+bxr+e® alaki fiiggvényt el6z6 adatainkra (A futédsi eredményeknek
csak az utolso 1épését kozoljik.):

NonlinearFit[adat, a + b x + Exp[c x], x,
{{a, 70}, {b, 100}, {c, 3}3},
ShowProgress -> True, AccuracyGoal -> 5,
PrecisionGoal -> 5]

Iteration:13 ChiSquared:577.2309320244032 Parameters:
{53.395, 442.14, 11.0429}
{a -> 53.395, b -> 442.14, c -> 11.0429}

3.11.6. Idosorok

Id6ben valtozd véletlen folyamatok koziil a legegyszeriibb, legattekinthe-
t6bb szerkezetiiek taldn a diszkrét idejli, stacionarius iddsorok. Elméletiiket
illetéen a [82] cikkgyljteményre utalunk, alkalmazasukra Csaki P. példdjat
[82, 79-83. oldal] mutatjuk meg. A Drosophila melanogaster torzs albu-
szabalyok miatt egy elsOrendii autoregressziv folyamat realizacidéjanak te-
kinthet6 1/2 autoregresszids egyiitthatéval és 5 varhaté értékkel:
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drosophila = {

4.761,
5.196,
4.484,
6.859,
5.279,
4.879,
5.327,
4.832,
4,297,
2.851,
6.922,
5.704,

5.302,
4.677,
6.196,
6.446,
6.043,
4.801,
5.601,
6.116,
2.529,
3.989,
7.046,
4.975,

5.361,
4.063,
5.042,
6.597,
5.987,
3.636,
3.488,
5.500,
1.016,
4.871,
5.678,
4.291,

3.582,
5.171,
5.940,
5.276,
5.227,
4.341,
3.245,
4.857,
3.316,
3.794,
4.747,
2.188,

6.008,
4.767,
6.984,
6.027,
5.102,
5.850,
3.271,
4.525,
4.276,
5.719,
5.273,
4.004};

Levonjuk a varhato értéket, hogy egy nulla varhaté értékl folyamatot kap-

junk:

drophil = drosophila - 5;

Abrézoljuk a mért értékeket:

abil
ab2

PlotStyle -> AbsolutePointSize[2]]
ab3 = Plot[5, {gen, 1, 60},

PlotStyle -> Thickness[0.01]]
Show[abl, ab2, ab3]

ListPlot[drosophila, PlotJoined -> Truel
ListPlot[drosophila,
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t = Length[drosophilal

60
Meghataroztuk a nemzedékek szamat. Szeretnénk meghatarozni a legfon-
tosabb jellemzoket:

<<Statistics‘DescriptiveStatistics"

#[drosophilal& /@ {Mean, Variance, VarianceMLE}

{4.89887, 1.48025, 1.45558%}

Az utébbi a korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet. Most kiszamitjuk az em-
pirikus autokovariancia-fiiggvényt:

c = Table[1/t Sum[
(drophil[[i]] - Mean[drophil])=*
(drophil[[i+k]] - Mean[drophill), {i, 1, t - k}], {k, 0, 8}]

{1.45558, 0.859109, 0.44711, 0.28646, 0.140774,
0.0508499, 0.011371, -0.0191493, -0.163013}

Ebbol az empirikus autokorrelacids fiiggvény egyszertien adddik:
r = c/cl[[111;
Abrézoljuk is ezt a fliggvényt.

autol = ListPlot[Transpose[Range[0, 8], r],
PlotJoined -> True, PlotStyle -> Thickness[0.008]]
auto2 = ListPlot[Transpose[Range[0, 8], rl],
PlotStyle -> AbsolutePointSize[3]]
Show[autol, auto2]

0.810
0.60
0.40

0.20

20 4 6 &
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Kovetkezzék az autokorreldcidés matrix:

autokorrmatrix = Tablel[
Table[RotateRight [Take[r, k], j1, {j, 0, k-1}1,
{k, 1, 8}]

Most szamitsuk ki a parcidlis autokorrelacids fiiggvényt:

parautokor = Table[
Det [Append[Drop[autokorrmatrix[[k]], -1]1,
Rest[Take[r, k + 11111/
Det [autokorrmatrix[[k]]1], {k, 1, 8}]

{0.590216, -0.0632035, 0.047947, -0.0349174,
-0.00855083, -0.0023358, -0.0101465, -0.0922125}

A mintabdl becsiilt els6 parcidlis autokorreldcié értéke 0,59, a nagyobb in-
dextieké beleesik a nulla koriili megbizhatésagi intervallumba, azaz nem tér
el szignifikdnsan a nullatol.

A Yule-Walker-egyenletek esetiinkben igy irhatdk fel:

egylp_] := Append[Tablel[
c[[k+1]] == Sum[a[i] c[[k+1-il11, {i, 1, k}1,

{k, 1, P}],
c[[1]] == Sum[a[il c[[i+11], {i, 1, p}] + varl
egy[1]

{0.859109 == 1.45558 a[1],
1.45558 == var + 0.859109 a[1]}

Most pedig néhany p értékre megoldjuk az egyenleteket:

Solvelegy[1], {al[1], var}]
{al1] -> 0.590216, var -> 0.948524}

Solvelegy[2], {al1l, a[2], var}]
{al1] -> 0.590216, a[2] -> -0.0411863,
var -> 0.966939}

Solvel[egy[3], {a[1l, al[2], a[3], var}]
{al1] -> 0.590216, a[2] -> -0.0411863,
a[3] -> 0.039814, var -> 0.955533}

A példa f6 tanulsiga, hogy a matematikai képleteket szinte valtoztatds
nélkiil beirhattuk a programba.

A legkézenfekvobb, amit egy véletlen hibaval terhelt mérési sorozattal
tehetiink, hogy simitjuk. Ez a Statistics‘MovingAverage' program-
csomag MovingAverage fliggvényével végezhetd, akar szimbolikusan is:
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adat = {a, b, ¢, d , e, f};
MovingAverage[adat, 2]
atb+c b+c+d c+d+e dte+f
3 7 38’ 3 7 3
Vektorértékii sorozatokra a MovingAverage fiiggvény ugyanigy hasznal-
haté. Az adatokat ugy kell elhelyezniink, hogy az egy idéponthoz tartozé

értékek az adatmatrix oszlopait alkossak.

3.11.7. Osszetett feladatok, 1j médszerek

Néhény olyan Gsszetett feladatot sorolunk fel, amelyeknek a megoldasa meg-
taldlhaté valamelyik programcsomagban vagy idézett cikkben. Tukey ered-
ményei alapjan nemparaméteres simitdsra vonatkozé eljarasokat tartalma-
z6 programcsomagot ir le [88, 331. oldal]. Ugyanott megad egy genetikai
algoritmust a tézsdén szerezheté haszon maximalizdlasara.

Martin fejlettebb mddszereket leiré cikkében [55] bemutatja a stisiiség-
fliggvények Edgeworth-féle sorfejtését, ahol jél hasznalhat6 a Series fligg-
vény a sziikséges szimbolikus szdmolasok elvégzéséhez. Megmutatja, hogy
hogyan lehet finomitani a nemlinedris paraméterbecsiés eredményeként ka-
pott paraméteregyiittest, és hogy miként kell értékelni az eredményeket. Is-
mertet egy programot a gorbiileten alapulé diagnosztikara is, amely Bates
és Watts egy 1980-as cikkén alapul. Ezutan targyal robosztus becsléseket,
a median fogalmanak (nemtrividlis) kétdimenzids altaldnositasat, valamint
egy modszert, amely adatok térbeli elhelyezkedését vizsgdlja statisztikai
szempontbdl, igy akar a térinformatikahoz torténd statisztikai hozzajaru-
lasnak is tekinthetd.

3.11.8. Gyakorlatok és feladatok

1. Abrézoljuk az u-préoba erdfiiggvényét a paraméter és a mintaelemszam
fliggvényében.

2. Irjunk fiiggvényt, amellyel a Sarkadi-préba [85, 137. oldal] alapjdn adott
mintarél eldonthetd, hogy valamely minta normalis eloszladsbél szarmazoé-
nak tekinthet6-e, ha sem a szorédst, sem a varhaté értéket nem ismerjik.

3. Dontsiik el véletlenitett (randomized) préba alapjan, hogy egy k és egy
[ elemli minta koziil melyik a "nagyobb”.



4. A Mathematica
programozasarol

Megemlitettiik mar azt, hogy a Mathematica magasszintli programozasi
nyelvnek is tekinthetd. Az el6z6 fejezetben szamos példat lattunk arra, hogy
a belso és a kiils6 fiiggvények Osszekapcsolasaval hogyan definidlhatunk 1j
eljarast, azaz hogyan irhatunk programot. Ebben a fejezetben azt szeret-
nénk kihangsilyozni, hogy a Mathematica haszndlhaté kiilonbozo stilusu
programok készitésére.

e Irhatunk programokat a hagyomdanyos procedurdlis (vagy imperativ)
programozasi nyelvek (Basic, C, FORTRAN, Pascal) stilusdban, szek-
venciakat, eljarasokat, ciklusokat, blokkokat és feltételes utasitasokat
hasznalva.

e Utdnozhatjuk a logikai vagy szabélyalapi nyelvek (PROLOG) logiké-
jat, transzformdaciés szabalyok megadasaval és mintdzatok illesztésé-
vel.

e Funkciondlis programozasi nyelvek (APL, LISP, LOGO, Miranda) sti-
lusaban is irhatunk programokat fiiggvényekkel, operatorokkal, rekur-
zi6val és a programszerkezetet befolydsolé miiveletekkel. (A funkcio-
nalissal majdnem azonos jelentésti a listakezeld.)

e Objektum-orientdlt programozasi nyelvek (C++, SIMULA, SMALL-
TALK, Actor, a Turbo Pascal 5.5 utdni valtozatai) eszkozeit (oszta-
lyok, polimorfizmus, 6roklédés) is alkalmazhatjuk.

Az els6é harom programozasi stilust beépitett belsd és kiils6 fiiggvények
tamogatjak. Ha objektum-orientdlt stilusban szeretnénk programjainkat
megirni, akkor ehhez a MathSource-on a 0200-293 és a 0205-186 szdm
alatt taldlhaté kiegészitéseket hasznélhatjuk, vagy a [29] konyv 9. fejezeté-
re tdmaszkodhatunk.

A példaként emlitett programnyelvek altaldban nem képviselik tisztan
valamelyik programozasi stilust, hanem egyik vagy masik stilus jellegzetes-
ségei dominalnak benniik. Bar a Mathematicardl azt mondtuk, hogy ebben
mindegyik stilus teljes egészében megvaldsithatd, ez lényegét tekintve (t&bb
szerz$ szerint) funkciondlis programozdsi nyelv. Ezt a médszert éppen ma-
tematikai feladatok hatékony megoldaséra fejlesztették ki [8], hiszen
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folosleges részeikre szedni a matematikai objektumokat, csak azért,
hogy azutan djra osszerakjuk oket.

(Lasd [29], 8. fejezet.)

Kiilonbo6zo stilusban megirt eljarasok kiértékeléséhez sziikséges idotarta-
mok lényegesen kiilonbozék lehetnek, adott feladat megoldaséhoz a legha-
tékonyabb stiluselemek kivalasztasa sokszor nem egyszerii feladat. Ehhez
a programcsomagok széveges dllomanyainak tanulmanyozasa adhat segitsé-
get. Az Examples és a ProgrammingExamples alkonyvtarakban talalhato
rovid programcsomagokbdl sokat merithet az érdekl6dd Olvasé. R. Maeder
[51] konyvébél 1épésrol 1épésre tanulhatjuk meg nagyobb programok frasa-
nak fortélyait. J. W. Gray [29] konyve pedig kiilonbozé stilusi programok
irdsara mutat be szamos példdt. A MathSource-rél megszerezhet$ dokumen-
tumok (példaul a 0203-904, 0203-926, 0205-748 szam alattiak) is szdmos
hasznos informéciét tartalmaznak a Mathematica programozasaval kapcso-
latosan.

A programozasnadl is nagy jelent6sége van annak, hogy szimbdélumokat is
tudunk kezelni, nem csak szamokat.

A megirt programok tobbféleképpen futtathatok: begépelés utan azon-
nal (hiszen a Mathematica alapvet6en értelmez6 médban, masképpen inter-
aktivan miikodik), dllomanybdl kotegelt tizemmddban, valamint a megirt
programrészeket elraktarozhatjuk barmikor felhasznalhaté programcsoma-
gokban is. Mdéd van arra is, hogy a Mathematica nyelvén és més nyelven
megirt programjainkat 6sszeépitsiik a MathLink program felhasznalasaval.

Oktatasi szempontbdl kiilonos jelentosége van annak, hogy a Mathema-
ticdn beliill mindegyik programozasi stilus teljes egészében bemutathaté.

4.1. Programnyelvi elemek

Az alabbiakban felsoroljuk a Mathematicdnak mint programozasi nyelvnek
az elemeit:

karakterkészlet,

alapszavak,

adattipusok (fiizérek, szdmok, szimb6lumok; adatellendrzés),
adatszerkezetek (kifejezés, lista, fiiggvény, tomb),
transzformacios szabalyok, mintazatok,

adatszerkezetek atalakitdsai (értékadds, listamiiveletek),
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e programszerkezetek (szekvencia, eldgazds, ciklus; blokk, modul, prog-
ramesomag),

e nyomkovetés (FullForm, On, 0ff, Short, Trace, TraceForm),

e iizenetek (Check, Message).

Ezek egy részével a 2. fejezetben maér foglalkoztunk. A tovdbbiakban
csak az eddig nem targyalt elemekrdl szélunk.

e Szekvencia

Péld4ul a Pascal nyelvben szerepld Osszetett utasitasnak felel meg a Math-
ematicdban a szekvencia fogalma. Ha arra van sziikségiink, hogy egymas
utan végrehajtandd utasitassorozatot egyetlen utasitasnak tekintsiink, ak-
kor az utasitdsokat egymadastol pontosvesszével valasztjuk el, és gobmbolyl
zérojelek kozé tessziik:

(utl; ut2; ut3l3)
Ez rovid alakja a
Sequence[utl, ut2, ut3]

kifejezésnek. (A ; egyébként a CompoundExpression fiiggvény rovid, infix
alakja.)

e Elagazas

Szamos eszkoz all rendelkezéstinkre alternativak kezelésére. El6fordul, hogy
eqy logikai kifejezés értékétdl szeretnénk fiiggévé tenni, hogy harom kifeje-
zés koziil melyiket értékelje ki a program. Erre szolgdl a legegyszeriibb a
feltételes utasitas:

If[feltetel, haigaz, hahamis, egyiksem]

Ha a feltetel értéke igaz (True), akkor a haigaz utasitds, ha a fel-
tetel értéke hamis (False), akkor a hahamis utasitéds, ha pedig a fel-
tetel értéke nem szamithaté ki (példdul azért, mert a benne szerepld val-
tozok nem kaptak értéket), akkor az egyiksem utasitds hajtédik végre. A
fiiggvény utolsé vagy utolsé két argumentuma (értelemszerti hatdsokkal)
elhagyhaté:

If[x < y, Quit[ 1, 4, 8]
8
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x =56; y = 63
If[x <y, 3, 4, 8]
3

Ha tobbiranyu eldgazassal van dolgunk, akkor is hasznalhatjuk az If fiigg-
vényt, de ebben az esetben bonyolult kifejezésekhez jutunk. Ez elkeriilhetd,
ha a

Which[tesztl, utl, teszt2, ut2, ...]

konstrukciot alkalmazzuk. Ekkor az els6 olyan utasitas hajtédik végre, ame-
lyik el6tt igaz értéket felvevd logikai kifejezés all. Példaul:

fl[a_] := Which[a == 1, a, EvenQ[al, a/2, True, 3a + 1]
£ /e {5, 1, 24}

{16, 1, 12}

EvenQ értéke pontosan akkor True, amikor argumentuma péaros. — A fen-
ti £ fliggvény a Collatz-féle probléma (vagy 3a + 1 probléma) vizsgélatédnal
hasznédlhaté; lasd még az Examples és a ProgrammingExamples (egy-
méstol kiillonbozé!) Collatz nevii prgoramcsomagjat.

Ha egy (nem feltétleniil logikai) kifejezés értékétdl akarunk fiiggévé tenni
egy kifejezést, akkor hasznéljuk a Switch fliggvényt:

\ Switch[kif, ertekl, utl, ertek2, ut2, ...] \

Oldjuk meg az el6bbi feladatot ezzel a konstrukciéval is:

ffla_] := Switch[a,
1, 1,
2 Quotient[a, 2], Quotient[a, 2],
_y 3a + 1]

£f /e {6, 1, 24}

{16, 1, 12}

Lathatd, hogy az _ jelet itt is tetszOleges kifejezés jelolésére hasznaltuk.

El6fordul az is, hogy egy dltaldnositott listabdl szeretnénk kivalasztani az
els6 néhany olyat, amely kielégit egy bizonyos kritériumot (logikai értékeket
felvevé fiiggvényt). Ilyenkor ezt irjuk:

Select[altlista, krit, elsonehany]
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Példaul:
Select[{3, 4, 5, 2, x, xA2, x43}, NumberQ, 2]
{3, 4}

Ha viszont egy (altalanositott) lista adott mintdzatnak megfelel$ elemeit
akarjuk kivalasztani, akkor a

Cases[altlista, mintazat]

utasitasra van sziikségiink:
Cases[{3, -4, 5, -2}, x_ /; x<0]
{-4, -2}
Cases[3 + (-4)*Sin[5 x]axa(-2), x_ /3 x<0]
{-4, -2}

Az adott mintdzatnak megfelel$ listaelemek szamanak meghatarozasara
két példa:

Count[{3, 4, x, xa2, xa3}, xa_]
2
Count[{3, 4, x, xa2, xa3}, xa_.]
3

Itt a

Count[altlista, mintazat]

szerkezetet haszndltuk, és a masodik esetben utaltunk a kitevé alapértel-
mezésbeli értékére.

e Ciklus

A szokésos ciklusutasitdasok mindegyike hasznalhaté a Mathematicdban. A
legegyszerlibb koziiliik talan a Do. Lassunk egy példat:

Lla_] := N[Loglall

Do[Print["a=", a, " L[al=", L[all, {a, 1, 3}]
a=1 L[a]=0

a=2 L[a]=0.693147

a=3 L[a]l=1.09861
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Lathato, hogy a ciklus torzsét jelenté utasitds all elol, masodikként pedig
a ciklusvaltozét, kezd6- és zardértékét tartalmazo listat kell irnunk.

A For és a While egyarant eldlteszteld, dltaldnos alakjuk:

For[start, teszt, novekmeny, torzs]
While[teszt, torzs]

Probaljuk ki példaul a kovetkezd két parancsot:

For[i = 1; t = x, 1a2<10, i++, t = ta2 + i; Print[t]]
| 2
+
* 2
2+ (1 + 2)
b4
2
2

2
3+2+ 1 +x)

Ugyeljiink a kiilonféle irasjelekre!

n = 17;

While[(n = Floor[n/2]) != 0, Print[n]]
8

4

2

1

Bar az értékadas és a feltételvizsgalat Gsszekapcsoldsa tomor irasmédot tesz
lehetévé, mégis ezek a modszerek a Mathematicdban altaldban kevésbé ha-

tékonyan miikédnek, mint a funkciondlis stilust tdmogato

FixedPoint Nest
FixedPointList NestList
Fold Table
FoldList

fliggvények. Ezt illusztraljak a kovetkezd példak. Elséként meghatarozzuk

a Cos flggvény fixpontjat:
cos[x_] := N[Cos[x1]
FixedPoint[cos, 1]

0.739085
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Masodikra szimuldlunk egy szimmetrikus véletlen bolyongdst:

bolyongas[n_] :=
FoldList[Plus, 0, Table[Random[ 1-1/2, {n}1]
ListPlot[bolyongas[30], PlotJoined -> True]

Harmadikként bemutatjuk Novak megoldasat a Gram—Schmidt-féle orto-
gonalizdlasra, amely a LinearAlgebra‘0Orthogonalization' csomag-
jédban is szerepel. A példa részletes elemzését az Olvaséra hagyjuk.

vetites[vi_, v2_] := (v1 . v2) v2/(v2 .v2)
listaravetites[vl_, vektorlista_] :=

Plus @@ (vetites[vl, #]& /@ vektorlista)
GramSchmidt [matrix_] :=

Fold[Join[#1, {#2 - listaravetites[#2, #1]1}1%,

{ }, matrix]

e Lokalis valtozok hasznalata

A With, a Module és a Block bels fliggvények lehetévé teszik lokdlis
allandodk és lokalis nevii, illetve lokalis értékil valtozok hasznélatat. Ezek a
konstrukcidk a strukturalt nyelvekben megszokott blokkoknak felelnek meg.
Lokélis valtozokat haszndlhatunk a Block és a Module szerkezetben.

A modul hasznélatat az indokolhatja, hogy

e ne iitkozzenek a wdltozok;
e egyszer kiszamolt értéket tobbszor akarunk hasznalni;
e novelni akarjuk a program attekinthetoségét.

A kettd kozil altaldban a Module részesitendd elényben. Ha viszont
interaktiv szamolasokra késziliink, akkor ajanlatosabb a Block haszndlata.
Ezzel elkeriilhetjiik a véltozonevek litkozését.

Tekintsiik az alabbi utasitassorozatot:

m = ia2

2

i

Block[{i = a}, i + m]
2

a+ a

Module[{i = a}, i + m]

2
a+ i
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Lathato, hogy az elsé esetben a blokk i lokalis valtozdja az i + m kifejezés
kiértékelésében végig szerepet jatszik. A modul kiértékelésénél a lokalis val-
tozdéra vonatkozo értékadas csak a kiértékelendd i + m kifejezésben explici-
te szereplo helyre vonatkozik. Ezért mondjuk azt, hogy az els6 szerkezetben
lokalis értékii, mig a mésodikban lokélis nevi valtozé szerepel.

A Module fliggvénynek két argumentuma van. Az els6é a lokalis valto-
zok listaja, amelyben esetleg kezdeti értékadds is szerepel. A masodik ar-
gumentum (4ltaldban Osszetett) kifejezés. Az eredmény az utolsé utasités
végeredménye. Figyeljiink arra, hogy a ; jel er6sebb, mint a , jel, eltéréen
a legtobb més nyelvben megszokottaktol.

A kovetkezO példaban lokalis dllando szerepel, azaz olyan azonositd,
amelyhez egyetlen egyszer rendeliink hozzd valamilyen értéket (Ezért azt
mondhatjuk, hogy a With konstrukcié a Module konstrukciénak specialis
esete: mintha csak a kezdeti értékadas hajtédnék végre.):

t =17
17

wlx_] := With[{t = x + 1}, t + ta3]
wlal

1+a+ (1 +a)

t
17

Tehat a program kiilonbséget tett t két kiilonbozo eléforduldsa kozott,
a globalis t értékét megtartotta.

Programjainkban hasznalhatjuk a mas nyelvekben megszokott megsza-
kitdsokat és visszatéréseket is:

Break Label
Catch Return
Check Throw
Continue

Goto

4.2. Gyorsasag, gyorsitas

Ebben a szakaszban azzal fogunk foglalkozni, hogy milyen gyorsan szamol
ki valamit a Mathematica, és hogy ez a szdmolasi id6 milyen mdodszerekkel
roviditheto.
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4.2.1. Tipikus miiveletek idoigénye

Miel6tt ratérnénk a programok gyorsitasanak mddszereire, érdemes tajéko-
zO0déasul néhany idéadatot megnézniink. Ezek értékelésénél figyelembe kell
venni, hogy nemcsak a Mathematica aktudlisan haszndlt valtozatanak sza-
matdl és az adott gép konfiguraciéjatdl fiiggenek, hanem még attdl is, hogy
az adott alkalmon belill az adott miivelet mikor, milyen elé6zmények utan
keriilt sorra.

A tablazat bemutatasa el6tt, annak megértéséhez és reprodukaldsihoz
némi segitséget adunk.

Ha meg akarjuk tudni, hogy mennyi ideig dolgozik a kdzponti egység az
(a + bz)™ polinom kifejtésén, akkor a kovetkezot kell befrnunk:

Timing[Expand[(a + b x)a700]1]

Ennek hatésara visszakapjuk a miivelet elvégzéséhez sziikséges idGtarta-
mot masodpercben és az eredményt. Az idétartam nulldnak mutatkozik,
ha kisebb egy minimélis értéknél, ami rendszerint a méasodperc hatvanad-
vagy szazadrésze. Amikor a gép teljesitéképességét vizsgaljuk, eléfordul-
hat, hogy magdra a szamitasi eredményre nincs is sziikségiink. Ekkor az
eredmény képernyore vald kiirdsat az utasitds utan tett pontosvesszével
akadalyozzuk meg:

Timing[Expand[(a + b x)a700];]

Matrixok invertaldsanak idéigényét a kiillénosen rosszul kondicionalt Hil-
bert-féle matrixok (amelyek i-edik sordaban és j-edik oszlopaban az 1/(i+j)
szam &ll) példdjan tanulmanyoztuk.

A tablazatban a ,, (3x+4y+52)%0 szorzatta” kifejezés annak a roviditése,
hogy el6bb kifejtjlik az adott polinomot, majd megvizsgédljuk, hogy mennyi
id6 alatt alakitja az Osszeget szorzattd a program. Ekkor tehat két egymas
utani mivelet egyiittes elvégzéséhez sziikséges id6 az, amit mériink. Ehhez
a kovetkezoket irjuk be:

Timing[Factor[Expand[(3x + 4y + 5z)420]];]

Fibonaccisg a rekurzidval a kévetkezd pontban definidlt Fibonacci-soro-
zat 20-adik tagjat jelenti.

A megadott faktorizdlandé szémok pedig olyan nagy szamok, amelyek-
nek legkisebb primtényezdjiik is nagy, ezeket szokds gépek gyorsasaganak
ellenérzésére hasznalni.

A méréseket IBM PC tipusu gépeken végeztiik; egy-egy adatot kozliink:
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Feladat Id6tartam (sec)

Gép L Gép II.

486 3865X

50 MHz 20 MHz

8 MB 10 MB

11ttt 0.879 13.566
(a + bx)t00 0.164 2.472
(a + bz)>% 0.934 13.787
(a + bx)T0 1.373 18.894
(a + bx)1000 2.032 25.43
(a + bar)2000 4.944 59.594
(1/G 435 —1))5.s 0.604 2.087
(1/G 47— 1)) 10x10 0.659 9.777

(1/(i +§ — 1)) 50x20 8.128 143.19

(1/(i + § — 1) z0x30 54.156 856.171

(3z + 4y + 52)'° szorzatta 2.636 19.553

(3z + 4y + 52)?° szorzatta 7.58 114.904

(37 + 4y + 52)%0 szorzatté 27.792 396.119
Fibonacciqg 0.055 0.494
Fibonaccisg 0.055 0.824
Fibonaccigs —1.1279910—13 0.22
Fibonaccisg 0.109 1.098

FactorInteger[257 — 1] 10.82 140.333
FactorInteger[229% — 1] Nem bontja f61 Nem bontja 6l

Ha azt gyanitjuk, hogy valaminek a kiszamolasa sok id6t fog igénybe
venni, akkor érdemes a kovetkezOképpen eljarni. Készitiink egy olyan fligg-
vényt, amelyben a feladat mérete az egyetlen valtozo, és kiilonb6z6 méretek
esetén a Timing fiiggvény felhasznédldsaval megmérjiik, hogy a feladat vég-
rehajtasanak idoétartama hogyan fiigg a mérettdl. Sajnos, bar ez nem meg-
lepo, az érdekes esetekben azt fogjuk tapasztalni, hogy a végrehajtasi id6 a
méretnek exponencidlis fliggvénye. Az elézetes kisérletezésbe fektetett mun-
ka ekkor sem volt folosleges, mert extrapolaciéval megbecsiilhetjiik, hogy
az igazi méret mellett feladatunk elfogadhaté idén beliil megoldhaté-e.

Kiilonosen sokdig tart az dbrdk és hangok elballitasa; ilyen példat nem
szerepeltettiink a tablazatban.
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4.2.2. Gyorsitas emlékezo fiiggvényekkel

Ha a szokdsos médon, a SetDelayed (réviden: :=) utasitds felhaszna-
lasaval adunk meg egy fiiggvényt, akkor annak értékét minden meghivas
alkalmaval kiszamolja a program. El6fordul viszont, hogy egy fiiggvény-
nek egy adott helyen folvett értékét sokszor akarjuk folhasznalni. Ekkor
a Mathematica raveheté arra, hogy megjegyezze a mar egyszer kiszdmolt
értéket. Ez a technika kiilondsen jol hasznalhaté rekurziv médon definialt
fliggvényeknél:

fibgyors[x_] :=

fibgyors[x] = fibgyors[x - 1] + fibgyors[x - 2]
fibgyors[0] = fibgyors[1] = 1;
Timing[fibgyors[12]]

{0.329 Second, 233}

Ha most kiadjuk a ?fibgyors kérdést, akkor a védlasz mutatja, hogy va-
l6ban, az argumentum 12 értékéig a program megjegyezte a kiszdmitott
fliggvényértékeket. Ha még egyszer megkérdezziik a 12. tagot, sokkal gyor-
sabban kapunk valaszt:

Timing[fibgyors[12]]

{0. Second, 233}

A fenti megoldast Gray igen taldléan dinamikus programozdisnak nevezi.

4.2.3. Gyorsitas a Compile fliggvénnyel

Tetszoleges argumentumra definialjuk a gg fiiggvény-t az alabbi mddon:

gglx_] := x Sin[x]

vagyis argumentuma lehet valés vagy komplex szdm, lista, kifejezés stb.
Ha nem kell az Osszes lehetéségre folkésziilni, hanem feltehetd, hogy az
argumentum csak gépi pontossigi szam (vagy logikai érték) lehet, akkor a
kiértékelés jelentésen meggyorsithatd. A gyorsitas kiillondsen akkor jelentés,
ha a fliggvény értékét szdmold képletben sok egyszeri (példaul aritmetikai)
miivelet van:

g = Function[x, x Sin[x]]

Function[x, x Sin[x]]
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gC = Compile [x, x Sin[x]1]
CompiledFunction[{x}, x Sin[x], -CompiledCode-]
Készitsiink most egy-egy tablazatot mindkét fliggvénybdl:

Timing[Table[g[x], {x, 0., 1., 0.01}]1;]
{1.044 Second, Null}

Timing[Table[gC[x], {x, 0., 1., 0.01}]1;]
{0.714 Second, Null}

Nézziink meg egy masik példat is:
1PC = Compile[x, Evaluate[LegendreP[10, x]]]

2 4
CompiledFugction[{x},8(—63 + 34?% x - 30030 x +
90090 x - 109395x + 46189x )/256, -CompiledCode-]

Timing[Table[LegendreP[10, x], {x, 0., 1., 0.01}];]
{4.285 Second, Null}

Timing[Table[1PC[10, x], {x, 0., 1., 0.01}];]
{0.934 Second, Null}

Ezzel szemben, ha olyan fiiggvénnyel van dolgunk, amilyen példaul a Bes-
selK vagy az Eigenvalues, akkor nem tapasztalunk jelentds gyorsitast,
mivel a szamolési id6 nagy része a Mathematica bels6 algoritmusainak vég-
rehajtasaval telik, amire a forditds (forditsuk igy a compilation sz6t) nincs
hatéassal.

Most arra mutatunk egy példat, hogy hogyan gyorsithaté meg az dbrd-
zolds a Compile utasitas felhasznaldsaval. Az aldbbi fiiggvényt szeretnénk
abréazolni:

matyo[t_] = Abs[1 +
Ea(-I (7 Pi/12 + Pi Cos[t])) +
Ea(-I (7 Pi/6 + 2 Pi Cos[t]))]1;
Timing[PolarPlot [matyo[t], {t, -Pi, Pi},
Plotrange -> Al11]]

{583.743 Second, Graphics}

Ez igen sokdig tartott. A definidlt fiiggvény tul sokat tud: argumentuma
lehet valds szam, egész szam, szimbolikus kifejezés stb. Nekiink viszont a
rajzolashoz elegendd egy olyan fliggvény, amely csak valésakra van értel-
mezve (A Compile fliggvény rendelkezik a Ho1dA1l attribitummal, ezért
kell alkalmaznunk az Evaluate fiiggvényt.):
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matyoC = Compile[{{t, _Reall}}, Evaluate[matyo[t]]1];
Timing[PolarPlot [matyoC[phi], {phi, -Pi, Pi},
PlotRange -> A11]]

{4.449 Second, Graphics}

Most rajzoljunk Mandelbrot-halmazt:

mandelbrotC = Compile[{x, y, 1lim}, Module[{z, ct = 0},
z = x + I y; While[Abs[z] < 2.0 && ct <=lim,
z =2za2 + (x + I y); ++ct]; ctll;
DensityPlot[-mandelbrotC[x,y,50], {x,-2.,1.}, {y,-1.5,1.5},
PlotPoints -> 50, Mesh -> Falsel

Végil megemlitjiik, hogy szdmos beépitett fliggvény rendelkezik a Com—
piled opciéval, amelynek ilyenkor az alapértelmezés szerinti értéke True.
Egyébként amikor csak lehetséges, beépitett fiiggvényt érdemes haszndl-
nunk, mert a legtobb esetben igy kaphatjuk meg a leggyorsabb megoldést.

4.2.4. Gyorsitas listamiiveletekkel

Az alabbiakban egy lista minden eleméhez t&bbféle médon hozzd fogjuk
adni az 1 szamot. Kideriil majd, hogy a miivelet id6igénye jelentésen filigg
attol, hogy mennyire hasznéljuk ki a Mathematica lehetoségeit:

lista = Table[Random[Integer, {1, 10}1, {1000}];
Timing[ujlistal = {};
For[i = 1, i < Length[listal, i++,
AppendTo[ujlistal, listal[i]] + 111]
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{70.304 Second, Null}
Miésodik megoldasként a Table utasitassal hozunk létre egy 1j listat:
Timing[ujlista2 = Table[listal[[i]] + 1,
{i, 1, Length[listal}];]
{6.92 Second, Null}

Még gyorsabban jutunk célhoz, ha nem hivatkozunk az egyes elemekre,
hanem alkalmazzuk a Map fliggvényt:
Timing[f[x_] = x + 1; ujlista3 = Map[f, lista];]
{4.394 Second, Null}
Mivel a Plus fliggvény listara alkalmazhat6 (rendelkezik a Listable att-
ribitummal), ezért a legegyszertibb (és leggyorsabb) megoldést igy kapjuk:
Timing[ujlista4d = lista + 1;]
{2.252 Second, Null}
Természetesen mindig ugyanazt az eredményt kaptuk:
ujlistal == ujlista2 == ujlista3 == ujlista4d

True

Végiil még egy (kezdetben ijesztének hatd) példat emlitiink. A Math-
ematica bizonyos beépitett fiiggvényei kozott is vannak , egyenlé6bbek” (Az
alabbi szamolasokat nem ugyanolyan gépen végeztiik, mint a fontebbieket,
ezért csak az egymas kozotti aranyokra érdemes figyelni, illetve azokra az
id6adatokra, amelyeket az Olvasé sajit gépén kapott.):

Timing[Table[is2, {i, 1000}];]
{0.15 Second, Null}

Timing[Range [1000]42;]
{0.0833333 Second, Null}

Timing[#42& /@ Range[1000];]
{0.06666667 Second, Null}

Ezek szerint tehdt az el6z6 példaban a lista el6allitasanak célszerii
médja a kovetkezo:

lista = Random[Integer, {1, 10}]1& /@ Range[1000]

Vizsgédljuk meg, hogy a mért idéadatok aldtamasztjdk-e a fenti feltételezést!
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4.3. Tanacsok programok készitéséhez

Bar a Mathematica magja és programcsomagjai 6sszesen tobb, mint kétezer
bels6 és kiilsé fliggvényt tartalmaznak, a felhaszndlé gyakran talalkozik
olyan feladattal, amelyet nem tud egyetlen fliggvény segitségével megoldani.
A tovabbiakban az ilyen esetekhez szeretnénk tanacsokat adni.

Egy procedurdlis nyelven megirt program minden nehézség nélkil atir-
hat6 a Mathematica programnyelvére. J. W. Gray [29] konyvében a 8.4.
szakaszban mutat példékat C és Pascal nyelvii programok kozvetlen atira-
sdra. A szerz6 ugyanitt azt is megmutatja, hogy a Mathematica funkciondlis
stiluselemeit felhasznalva hogyan lehet a feladatot jéval révidebben megol-
dani.

Itt ismét kiemeljiik azt, hogy a feladatokat altalaban kiilonb6zé stiluse-
lemeket hasznélva is megoldhatjuk. A kiértékeléshez sziikséges idétartamok
azonban lényegesen kiillonbozok lehetnek; tapasztalatunk az, hogy altalaban
a funkciondlis stilusu irdasmédot tamogatja a legjobban a program.

Amikor gépidGigényes feladatunk van, akkor érdemes szem elOtt tartani
a gyorsitasardl fentebb mondottakat.

Adunk négy kiilénboz6 megoldast Novak [60] alapjén a faktoriélis kisza-
mitaséara:

proceduralis[x_] := Module[{gyujto, index},
If[Not[IntegerQ[x] && Positive[x]],
Return["Hibas bemenet"]1];
gyujto = 1; index = 13
While[index <= x, gyujto = gyujto*index;
index = index + 1;]; Return[gyujto]]
proba = {1, 2, 3, 4, -5, 9.2};
proceduralis /@ proba

{1, 2, 6, 24, Hibas bemenet, Hibas bemenet}

funkcionalis[x_] := If[x <= 1, Return[1],
Return[x funkcionalis[x - 1]1]1]

funkcionalis /@ proba

{1, 2, 6, 24, 1, 621344.}

szabalyos[1] := 1;
szabalyos[x_Integer?Positive] := x szabalyos[x - 1]
szabalyos /@ proba

{1, 2, 6, 24, szabalyos[-5], szabalyos[9.2]}
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fofunkci[x_Integer?Positive] := Times @@ Range[x]
fofunkci /@ proba

{1, 2, 6, 24, fofunkci[-5], fofunkcil9.2]}

Hasonlitsuk 6ssze az idéeredményeket!

Timing[proceduralis /@ Range[100];]
{17.852 Second, Null}

Timing[funkcionalis /@ Range[100];]
{17.026 Second, Null}

Timing[szabalyos /@ Range[100];]
{15.434 Second, Null}

Timing[fofunkci /@ Range[100];]
{1.428 Second, Null}

Ez elég meggy6z06 lehet! Fontoljuk meg azonban azt is, hogy milyen vélaszt
varunk, ha a bemenet nem pozitiv egész szam. Ugyeljink arra is, hogy
a csabitéan tOmor és elegans funkcionalis stilusi programokat is el kell
latnunk ellenorzésekkel és védelemmel.

4.4. Sajat programcsomagok készitése

Ha hosszabb ideig és gyakran hasznaljuk a Mathematicdt, akkor felmertil-
het benniink az igény sajat programcsomagok készitésére. Ennek egyik célja
az lehet, hogy a sajat magunk &ltal definialt gyakran hasznalt fliggvénye-
ket ugyanugy szeretnénk hasznalni, mint a Mathematica kiils6 fiiggvényeit,
masik célja pedig az lehet, hogy alkotasainkat kozkincesé szeretnénk tenni
példéaul a MathSource-on, vagy valamelyik folyéiraton, példaul a Mathe-
matica Journalon keresztiil. Ebben az esetben a fent leirtakbdl levonhato
tanulsagokon kiviil a leghasznosabb, ha valamelyik programcsomagot ta-
nulmanyozzuk. Kiilon felhivjuk a figyelmet az

Examples ProgrammingExamples

konyvtarakban talalhaté csomagokra. A masik jol haszndlhaté manké pedig
az emlitett 1jsdg szerzoi utasitdsai, ahol tovabbi formai és tartalmi tandcsok
talalhatok.



5. Matematikan kivuli
alkalmazasok

Miér az eddigiekbdl is kitiinhetett, hogy a Mathematica program a mate-
matikan kiviil is szdmos tertleten alkalmazhaté. Ebben a fejezetben azt
kivanjuk attekinteni és néhany példaval illusztralni, hogy melyek azok a
bels6 és kiils6 fliggvények, amelyek ilyen célokra kozvetleniil alkalmazha-
tok. A legtipikusabb és leggyakoribb (nem til mélyen szanté) felhasznéldsi
lehetbség a fizika, foldrajz és kémia teriiletén ugy adddik, hogy kézikonyvek
és tablazatok helyett a megfelel6 programcsomagokbdl olvassuk ki a sziik-
séges adatokat. Igazi, komplex alkalmazdsokat itt nem adunk, ezekrdl egy
gondolatébreszté bevezetd konyv: [18].

Megemlitjiik, hogy a Mathematica (kézenfekvd) természet- és miisza-
ki tudoményos alkalmazasain kiviil kézgazdasdgi alkalmazésairdl [84] vagy
dontéstamogaté rendszerekkel kapcsolatos felhasznélasairdl [43] sz6l6 konyv
is jelent mar meg.

5.1. Uzleti grafika

A tablazatkezelOkhoz vagy a hagyomdanyos programozasi nyelvek wjabb,
mindennel felszerelt valtozatahoz szokott felhaszndlé elvarja, hogy rendel-
kezésére dlljanak azok a grafikai eszkozok, amelyekkel az tizleti és a politikai
életben megszokott dbrak elkészitheték. A Mathematica készit6i a

Graphics‘Graphics®

programcsomag jelentGs részét ennek a feladatnak a megoldasara szentelték.
Az aldbbi fiiggvényekre gondolunk:

BarChart PieChart
GeneralizedBarChart StackedBarChart
PercentileBarChart
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A Graphics‘Graphics3D' programcsomag tartalmazza a kovetkezo,
hasonlé céllal készitett fliggvényeket:

BarChart3D StackGraphics

A felsorolt fliggvények szdmos opciéval rendelkeznek. A lehet&ségek il-
lusztraldasara lassunk néhany példat:

<<Graphics‘Graphics*
DisplayTogetherArray[
PieChart[{0.2, 0.3, 0.1}, PieLabels -> {"En", "Te", "0"}1,
PieChart[{0.2, 0.3, 0.1}, PieExploded -> All,
PlotLabel -> "Mi"],
PieChart[{0.2, 0.3, 0.1}, PieExploded -> {{3, 0.2}},
PieStyle ->
{GrayLevel[0.3], GrayLevel[0.8], GrayLevel[0.6]1}1]

oc™

Tortadiagramokat tehat akar a Mathematicdval is elkészithetiink. Kétdi-
menziés oszlopdiagramot szolgdltatnak az alabbi utasitasok:

BarChart[{5, 3, 2, -2, 2, 6}, BarStyle ->
(Which[#>4, RGBColor[0, 1, O], #<O0, RGBColor[1i, O, O],
True, RGBColor[1i, 1, 0]1%), GridLines -> Automatic]l

PercentileBarChart[{1, 3, -4, 5, 3.5, 3}, {-3, 2, 5, 3},
BarStyle-> {RGBColor[0, 1, 0], RBGColor[1, 1, 0]}
BarOrientation -> Horizontal, Axes -> False, Frame -> Truel

Haromdimenziés oszlopdiagramot igy készithetiink:

<<Graphics‘Graphics3D*
BarChart3D[{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}, Boxed -> False,
Axes -> False, FaceGrids -> All, PlotRange -> All]
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A kovetkezd utasitas eredménye pedig azt mutatja, hogy fiiggvények egy
diszkrét paramétertol fliggd sorozata hogyan abrazolhatd célszertien:

hozam = Table[
Plot[1000/kamat (1 + kamat/100)aido, {ido, 1, 10},
DisplayFunction -> Identity], {kamat, 10, 35, 5}]
Show[StackGraphics[hozam]]

5.2. Hang

A matematikai programcsomagok kozott sem gyakori, hogy egy program-
ban hanggal kapcsolatos fiiggvények is vannak (proceduralis nyelvekben —
Pascal, BASIC — inkdbb). A magban a kévetkez6 fiiggvényeket talaljuk:

Play SampledSoundList
SampledSoundFunction Sound

A Miscellaneous‘Audio‘ programcsomag fliggvényei:

AmplitudeModulation ReadSoundfile
FrequencyModulation Waveform,
ListWaveform
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tovabba a Miscellaneous‘Music' csomag fliggvényei:

CentsToHertz Scale
HertzToCents

a hang finomabb mddositasat és zenei hatdsok elérését segitik. (A hangse-
bességgel — Speed0fSound — mint fizikai allandéval masutt — a

Miscellaneous‘PhysicalConstants’

programcsomagban — taldlkozunk.)

Ahhoz, hogy a kiillénb6z6 hangokat lejatszhassuk, kell, hogy a szamité-
gépben alkalmas hangkdrtya legyen.

Els6 példaként gépeljiik be a kdvetkezoket:

Play[Sin[300 t + 2 Sin[400 t1], {t, 0, 2}]

Kettés eredményt kapunk: megkapjuk a lejatszando fiiggvény képét, vala-
mint azt a hangjelenséget, amelynek amplitidéjat a Play fliggvény elsé
argumentuma irja le. Kovetkezzék egy félelmetesebb, Osszetett hanghatdst
mutaté példa:

Play[Sin[(Sin[t»4] Sin[Sqrt[t + 10] t]) t] =*
Sin[Sqrt[t + 6]144] Sin[2000 t], {t, 0, 20}]

Ha tdjra meg szeretnénk hallgatni, akkor kattintsunk kétszer a képet tartal-
mazé cellanak arra a részére, ahol a kicsi hangszoré lathato.

Kétszolami zene eléallitasahoz kételemi listat kell megadnunk a Play
fliggvény argumentumaul.
Adott alakid hanghullamokat igy dllithatunk elé:

<<Miscellaneous‘'Audio‘

sqr440 = Waveform[Square, 440, 0.2, Overtones -> 8]

{-Sound-}
(A négyzetalakon kiviil még néhany tovabbi is valaszthaté: Triangle,
Sinusoid, Sawtooth.) Amit kaptunk, az egy hangobjektum (hasonld,
mint az dbrazolasnél szokdsosan el6allé Graphics objektum), megszélal-
tatni is hasonléan lehet, mint a grafikus objektumokat megtekinteni:

Show[sqr440]

{-Sound-}

Sajat magunk is alkothatunk egy , hangszert”:
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hangszer = {{1, 1}, {1.1, 0.1}, {1.2, 0.9},
{1.3, 0.2}, {1.4, 0.8}, {1.5, 0.3}, {1.6, 0.7},
{1.7, 0.4}, {1.8, 0.6}, {1.9, 0.5}}

Hozzunk létre egy hat hangbdl allé kromatikus hangsort a fenti alaku
hangokbdl a 440-es rezgéssszamu hangbdl kiindulva:
sequence = Table[ListWaveform[hangszer, 440 2a(x/12), 0.2]]
// Show
{-Sound-}
Amplitudé- és frekvenciamodulaciét is alkalmazhatunk:
{s1, s2, s3} = {Waveform[Sawtooth, 880, 2],
AmplitudeModulation[440, 5300, 1, 5],

FrequencyModulation[660, {{300, 400}, {600, 200}}, 3,
Type -> Parallell} // Show

Graphics
Kovetkezzék egy dur skala:

<<Miscellaneous‘Music"'
Scale[JustMajor, 440, 3] // Show

-Sound-

Valaszthatunk pitagoraszi, temperalt stb. skélat is.
Most egy tiszta kvintet fogunk hallani:

Play[Sin[2 Pi Aflat4 t] + Sin[2 Pi Eflatb5 t], {t, 0, 0.2}]
-Sound-

Természetesen a Mathematica lehetéségeinek folhasznalasaval — nem kevés
munkaval — zenét is szerezhetlink, akar megadott stilusban.

5.3. Ido

Az alabbi belsé fiiggvények a datum és az idépont megadédséhoz és kiilon-
b6z6 atszamitasokhoz hasznalhatdk:

AbsoluteTime TimeZone
Date ToDate
FromDate
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A Miscellaneous‘Calendar® programcsomag fliggvényei a naptarak-
kal kapcsolatos szamolasokhoz hasznalhatok:

CalendarChange EasterSunday

DayOfWeek EasterSundayGreekOrthodox
DaysBetween JewishNewYear

DaysPlus

A (mindenféle) szamitdsok elvégzéséhez sziikséges idétartammal kapcso-
latosak a

Pause $TimeUnit
SessionTime TimeUsed
TimeConstrained Timing

bels6 fliggvények és a 2.4.2. pontban mar targyalt Utilities‘*ShowTime"
programcsomag.

A mai ddtumot — ahogyan azt a szamitogép opericids rendszere meg-

adja — igy kaphatjuk meg:

Date[ ]

{1995, 12, 10, 19, 32, 33}
Az id6zénéat a TimeZone filiggvény szolgaltatja. A Japanban hasznélt ido
a +9-es zonanak felel meg, ezért az ottani idé:

Date[9]

{1995, 12, 11, 1, 34, 42}
Szeretnénk megtudni, hogy hany masodperc telt el 1900. janudr elseje 6ta,
a Mathematica mostani inditasa ota, és hogy a mostani alkalommal mennyi
id6t dolgozott a kozponti egység (CPU):

{AbsoluteTime[ ], SessionTime[ ], TimeUsed[ 1}

{3124160301, 456.78, 23.5}

Kérdezziik meg ugyanezt 10 masodperc vérakozds utén, vagyis Pause [10]
kiadasdval, és figyeljiik meg, hogy a kdzponti egység a sziinet kozben nem
dolgozott.

Az abszolut id6bél szokasos alakd datumot a ToDate fliggvény ad, az
ellenkez6 iranyu atalakitas a FromDate fliggvény feladata.
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A Miscellaneous'‘Units"' programcsomagban az id6 legkiilonbozébb
mértékegységei taldlhatok meg. Néhany példa:

Fortnight SiderealSecond
Millenium TropicalYear

S ha nem lenne elég, akkor ijat is definidlhatunk:

millecentennium := 1.1 Millenium

5.4. Fizika (mértékegységek)

A fizikédban el6fordulé mértékegységek koziil nehéz olyat megnevezni, a-
melyik ne lenne hasznalhato, ezért megelégsziink csupan a mértékegységek
csoportjainak felsorolasaval:

az eré egységei teriiletegységek

a tavolsag reciprokanak anyagmennyiség
egységei gravitaciés gyorsulds

térfogategységek magneses egységek

viszkozitasegységek egységszorzok

fényenergia- és nyomasegységek
intenzitasegységek energiaegységek

a sugarzas egységei frekvenciaegység

szogek sebességegység

a teljesitmény egységei

Mindezek — az atalakitdsaikhoz hasznalhatd

Convert MKS
ConvertTemperature SI
CGS

fliggvényekkel egylitt — a

Miscellaneous‘Units®

programcsomagban talalhatdk.
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Léssunk példat arra, hogyan lehet az egyes mértékegységeket a kiillonb6zo
rendszerekben megkapni:

<<Miscellaneous‘Units"
{ces[#], MKS[#], SI[#]}&[Minal

{429.234 Gram, 0.429234 Kilogram, 0.429234 Kilogram}

{ces[#], MKS[#], SI[#]1}&/e{Pound, Yard, Inch}

{{453.592 Gram, 0.45359237 Kilogram, 0.45359237 Kilogram},
{91.44 Centimeter, 0.9144 Meter, 0.9144 Meter},
{2.54 Centimeter, 0.0254 Meter, 0.0254 Meter}

Convert[Mina, Pound]
0.9463 Pound

Kiilon fiiggvény kell a homérséklet egységeinek atszamitasahoz, mert ott a
kapcsolatok altalaban nem homogén linearisak:

ConvertTemperature[100, Fahrenheit, #]& /@
{Celsius, Rankine, Reaumur}

{37.7778, 559.67, ConvertTemperature[310.928, Kelvin, Reaumur]}

A Réaumur-féle skélat tehdt nem ismeri a program.

Tartalma miatt nem meglepd, hogy néhany kémiaiként besorolt fiigg-
vényt, amelyek a Miscellaneous'‘ChemicalElements' csomagba tar-
toznak, is itt aduk meg:

Density MeltingPoint
HeatOfFusion StableIsotopes
HeatOfVaporisation ThermalConductivity

Tekintsiik a kévetkezo példékat:

HeatOfFusion[Nitrogen]
0.72 Joule Kilo
Mole

Density[Nitrogen]
Density: :temp:
Returned density is for Nitrogen at 21 Kelvin.

1026. Kilogram

Meter
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A Miscellaneous‘PhysicalConstants' programcsomag sokféle fi-
zikai (és néhdny kés6bb megemlitendd kémiai) allandét tartalmaz:

AccelerationDueToGravity IcePoint
AgeOfUniverse MagneticFluxQuantum
AvogadroConstant MolarGasConstant
BohrRadius MolarVolume
BoltzmannConstant PlanckConstant

ClassicalElectronRadius
EarthMass

PlanckConstantReduced
PlanckMass

EarthRadius ProtonMass
ElectronCharge RydbergConstant
ElectronComptonWavelength SolarConstant
ElectronGFactor SolarRadius
ElectronMagneticMoment Speed0fLight
ElectronMass Speed0fSound
FaradayConstant StefanConstant
FineStructureConstant ThomsonCrossSection
GravitationalConstant WeakMixingAngle

HubbleConstant

Fejezziik ki a Fold tomegét, a Planck-féle tomeget és a proton tomegét
az elektron tomegével:

<<Miscellaneous‘PhysicalConstants"
{EarthMass, PlanckMass, ProtonMass}/ElectronlMass

54 22
{6.56026 10 , 2.38952 10 , 1836.15}

Az utolsé szam feltehetéleg mindenkinek ismerds.

5.5. Foldrajz (térképek)

A geografia valtozni nem szlind tudasanyaganak egy részét is megtalaljuk
a Mathematicdban — az éppen aktualis allapotnak megfeleléen. A varo-
sokra vonatkozo adatokat a Miscellaneous‘CityData‘ programcsomag
alabbi fiigvényeivel allithajuk elé:

CityData
CityDistance

CityPopulation
$CityFields
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Kiilonb6z6 mdédokon megadott térképeket talalunk a

Miscellaneous‘WorldPlot*®

programcsomagban, amelynek fiiggvényeit az alabbiakban adjuk meg:

ToMinutes WorldGraphics
WorldData WorldPlot

Az orszagok kozott megtalalhatjuk (ilyen csoportositdsban) Eszak-Ame-
rika, Eurdpa, Dél-Amerika, Oceénia (ebbe beleértik Ausztralidt), Azsia,
Kozel-Kelet és Afrika orszagait. Els6sorban ide tartoznak a Miscellane-
ous‘PhysicalConstants' csomag bizonyos allandéi:

AccelerationDueToGravity EarthMass
AgeOfUniverse

Végiil megemlitjiik még a Miscellaneous'Geodesy' programcsoma-
got, mint rokon vonatkozasut.
Hatéarozzuk meg Budapest északi szélességét és keleti hosszisagat:

<<Miscellaneous‘'CityData‘
CityData["Budapest"]
{{CityPosition, {{47, 30}, {19, 5}}}}

Mennyi Budapest és Boston tavolsaga?

CityDistance["Budapest", "Boston"]
6707.98

A mértékegységrol nem esik sz6. Az aldbbiak szerint valdszini, hogy mér-
fold:

CityDistance["Budapest", #1& /@
{"Vienna", "Prague", "Warsaw"}

{217.773, 445.438, 545.69}

Abrézolas céljabdl kivalaszthatunk foldrészeket és orszagokat is. A sokféle
lehetdség illusztralasara itt csak az aldbbi példdkat kozoljiik:

<<Miscellaneous‘'WorldPlot"'
arnyek[orszag_] := Switch[orszag, "Nigeria", GrayLevel[0.],
"South Africa", GrayLevel[0.9], _, GrayLevel[0.4]1]
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WorldPlot[{Africa, arnyek}, WorldProjection -> Sinusoidall

/

Kiilonbozo stilusa vilagtérképeket igy készithetiink:

WorldPlot[{World, RandomGrays}]

WorldPlot[{World, RandomGrays}, WorldRotation -> {90, 0, 0},
WorldRange -> {{0, 90}, {-180, 180}},
WorldProjection -> LamberAzimuthall

5.6. Kémia (elemek)

Jél tanulmanyozhatdk a kémiai elemek a

Miscellaneous‘ChemicalElements®

programcsomag fiiggvényeivel:

Abbreviation BoilingPoint
AtomicNumber Density
AtomicWeight ElectronConfiguration
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ElectronConfigurationFormat MeltingPoint

Elements ThermalConductivity
HeatOfFusion StableIsotopes
HeatOfVaporisation

Szeretnénk megtudni néhany fontos adatot a hidrogénrol, a kaliumrdl és
a natriumrol:

<<Miscellaneous'ChemicalElements"

{AtomicWeight[#], HeatOfFusion[#], Density[#],
ThermalConductivity[#], ElectronConfigurationFormat[#]}& /@
{Hydrogen, Potassium, Sodium}

Density: :temp:
Returned density is for Hydrogen at 11 Kelvin.
ThermalConductivity::form:
Returned thermal conductivity is for the gaseous
form of Hydrogen.

0.12 Joule Kilo 76. Kilogram 0.1815 Watt

{{1.00794, s s ) P
Mole 3 Kelvin Meter

Meter

1
1s 7,
2.4 Joule Kilo 862. Kilogram 102.4 Watt

{{39.0983, s s - s
Mole 3 Kelvin Meter

Meter

2 2 6 2 6 1
1s 2s 2p 3s 3p 4s 1},
2.64 Joule Kilo 971. Kilogram 141. Watt

Mole ’ 3 ’ Kelvin Meter’
Meter

{{22.98977,

2 2 6 1
1s 2s 2p 3s 1}}
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