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Kivonat

Elemziink néhény kémiai rekcidhéalézatot, és megmutatjuk, hogy
minden megoldas konvergél valamely egyenstlyi helyzethez. A kinetikarol
feltételezhets, hogy monoton, de egyébként tetszGleges. Ha a diffazid
hatasat figyelembe vessziik, a kovetkeztetések valtozatlanok maradnak.
Vizsgalatunk legfontosabb eszkdzei a monoton dinamikai rendszerek
elméletébdl szarmaznak. Ennek az elméletnek néhany jellegzetességét
fogjuk attekinteni, és egy olyan specidlis vonzassal kapcsolatos ered-
mény 6nallé bizonyitasat adjuk, amit a f6 eredményiink bizonyitasahoz
is hasznalunk.

1. Bevezetés

A kémiai reakciok dinamikai viselkedésének elméleti tanulmanyozasaban a
kutatas egy eredményes és nagyon hatékony idészaka az utolsé néhany év-
tized. Ennek a folytonos figyelemnek egy sajatos oka lehet az, hogy jelenleg
nem all rendelkezésre olyan egységes elmélet, amely tetsz6leges topologiaja
reakciohalozatokra és tetszéleges kinetikara vonatkozna. De ha vagy a topologiaban,
vagy a kinetikdban megszoritasokat tesziink, akkor meglehetésen altalanos
eredményeket lehet kapni. Példaul, az a jelentGs munka, ami ma Feinberg—
Horn—Jackson-elméletnek ismert, [11,19] — és [7,29] a legijabb eredmény, — a
reakcio sebességet korlatozza a kinetikai tomeghatasra, de egészen altalanos
topologiat is figyelembe vesz. A tOomeghatés tipusa kinetika feltételezése
lehet6vé teszi Ljapunov-fliggvény konstrualasat, ami altal levonhatjuk azt a
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kovetkeztetést, hogy a megoldasok konvergalnak. Méasrészrél korlatozhatd a
halézat topologidja, de feloldhato a tomeghatas tipusa kinetika feltételezése.
Egy ilyen enyhités feltételezi, hogy ezek monoton fiiggvények (a reakcio

t st

tanulméanyoztak:

Ai+Ay, =B =By,=..B,

amiben csak az els6 reakci6lépés bimolekularis, és a tébbi monomolekularis.
Abban a cikkben megmutattak, hogy ennek a héalézatnak a megoldasai egy
bizonyos monotonitasi tulajdonsaggal rendelkeznek, olyan értelemben, amit
kés6bb megmagyarazunk. Ezzel rokon otletet talalunk [30]-ban, ahol elmag-
yarazzak, hogy bizonyos reakciohéléozatokat hogyan kell transzformalni ugy-
nevezett kooperativ rendszerekké (ezeket is targyaljuk késGbb).

Ebben a cikkben célunk, hogy megmutassuk, hogy hogyan lehet globalis
tra — amely tartalmazza és altalanositja a fenti héalozatot, arra az esetre,
amikor a kinetika monoton, de egyébként tetszleges. Tovabba, az ered-
ményeink érvényesek maradnak, ha figyelembe vessziik a diffizio hatasait is,
ily modon [23| eredményeit altalanositjuk, amik a A;+A; = B megfordithato
reakciora vonatkoznak.

Hogy tisztan lassuk, a monotonitas miért jatszhat szerepet a kémiai reak-
ciokkal kapcsolatban, at fogjuk tekinteni a monoton rendszerek fogalméat és
kiemeliink néhanyat ezek tulajdonsagaibol. Két évtizeddel ezelGtt M. W.
Hirsch kezdte el kiépiteni a monoton rendszerek elméletét a [12, 13, 14, 15, 16]
cikksorozatban; de lasd még H. L. Smith kivalo dsszefoglalojat [27] is. Al-
talanossagban a monoton dinamikai rendszer egy ® folytonos félfolyam az X
metrikus téren, amely gy van ellatva egy < kompatibilis parcialis rendezés-
sel, hogy a folyam meg6rzi a parcidlis rendezést:

Vr,y € Xix 2y = Pu(x) 2 Pi(y), Vvt € Ry (1)
Tekintsiik a kévetkezd differencidlegyenlet-rendszert:

#(t) = f(z(t)) (x(t) € R"),

ahol f € C! olyan vektormezd, amelyikrsl feltételezziik, hogy elére nézve
teljes. Azaz a teljes megoldés értelmezési tartomanyanak szuprémuma —+oo.
(Habéar az alabbiak akéar az 4llapottérre, akar a vektormezd simasagara vonatkozo
sokkal gyengébb kikitések mellett is érvényesek.)

Azonnal felmeriil a kérdés, hogy ez mikor general monoton dinamikai
rendszert, valamilyen nem trividlis rendezésre nézve. FErre a kérdésre ne-
héz megtalalni a valaszt. Habar amikor adott egy parcialis rendezés, és azt



kérdezziik, hogy a rendszer monoton-e valamely K C R™ kup 4altal generalt
parcialis rendezésre nézve, ilyen esetekben van modszer a monotonitas el-
lendrzésére. (Azt mondjuk, hogy K C R™ kip, ha K olyan nem iires, zart
halmaz, amelyre K + K ¢ K, R, K C K és K[)(—K) = {0} teljestil.) A
kovetkezékben attekintiink néhény ilyen tesztet.

A legismertebb példa valoszintileg az, amikor f kooperativ, ami azt jelen-
ti, hogy az f’ Jacobi-méatrix f6atlojan kiviili elemek nemnegativak. Jol is-
mert, hogy ebben az esetben az i(t) = f(x(t)) rendszer altal generalt folyam
monoton, mivel megérzi a szokasos komponensenkénti rendezést R"”-ben, lasd
példaul a 3.1.1. tételt és a 3.1.1. megjegyzést [27]-ben. Precizebben: ezt a
rendezést az R’} ortans kap generalja R"-ben:

rysy—vecRi.

Ez altalanosithato azokra az esetekre, amikor a parcialis rendezést R™ barme-
lyik O orténs kiipja generélja. Ilyenkor a rendezést a kovetkezSképpen definialjuk:

r=poysy—zec O. (2)

A monotonitas ellenérzésére ebben az esetben egy egyszert grafikai ellenérzés
all rendelkezésre, lasd |27, 49. oldal|. Ez annak ellenérzését jelenti, hogy a
rendszer incidenciagrafja nem tartalmaz-e negativ paritasa hurkot. (A rend-
szer incidenciagrafja n pontb6l all, mindegyik az allapotvektor egy kom-
ponensét reprezentalja, és elGjeles élek kotik Ossze a pontokat: a j-edik
csomoépontbol az i-edikbe mutato élhez a 0;f; parcidlis derivalt fiiggvény
elgjelét rendeljiik hozzd. Ez természetesen megkoveteli, hogy a derivalt ne
valtoztasson elGjelet, és legaldbb egy pontban kiilonbozzék nullatol. Egy
hurok paritasa egyszertien a hurkot alkot6 éleken 1évé elGjelek szorzata; en-
nél a tesztnél a hurokéleket figyelmen kiviil hagyjuk.)

Ha a parcialis rendezést egy tetszéleges K C R™ kup generalja ((2)-ben
egyszertien helyettesitsiik O-t K-val), akkor is ellendrizhet§ a monotonités,
habar a teszt tobbé mar nem grafikus [17, 30, 2.

A legfontosabb ok, amiért a monoton rendszereket olyan kiterjedten tanul-
ményozzak, valosziniileg az, hogy sokat tudhatunk meg az aszimptotikus
viselkedésiikr6l. Kozelit6leg azt mondhatjuk, hogy a legtébb megoldas kon-
vergédl az egyensulyok halmazahoz. De ebben az Osszefiiggésben két kérdést
érdemes megemliteni. ElGszor is, a legtobb meglévs konvergenciakritérium
erGsebb monotonitasi feltételt kovetel meg, mint (1). Jellemzden feltételezik,
hogy a félfolyam erdsen rendezéstartd, lasd |27, 2. oldal|, vagy (esetlegesen)
erdsen monoton — amibdl kévetkezik a kordbbi — lasd ugyanazon hivatkozas
3. oldalat a pontos definiciokért. Ennek a feltételnek az ellenérzése a gyakor-
latban gyakran nem tul konnyt, vagy ami még rosszabb: lehet, hogy a rend-



szer monoton, de mégsem tesz eleget ezeknek az erésebb feltételeknek. Ma-
sodszor, ezeknek az eredményeknek a bizonyitasa nem trividlis, és alapvets
eszkdzoket igényel a monoton rendszerek elméletébdl.

Ezekhez képest kivételes partikularis esetet tudtunk kezelni [20]-ban, ahol
egy az R"-ben kooperativ, egyetlen egyenstllyal bir6 rendszer globalis asz-
imptotikus stabilitasat vizsgaltuk. Annak a bizonyitasnak a gondolatmenetét
altalanositjuk a B Fiiggelékben egyetlen egyenstllyal rendelkez6 monoton
folytonos félfolyamokra. Ez az eredmény hasznos lehet végtelen dimenzios
rendszerekre is (amilyenek a késleltetett egyenletek). Azonkiviil az itt adott
bizonyitas onmagaban teljes.

Egy példan megmutatjuk, hogy egy partikularis kémiai rekcié minden
megoldasa konvergal egy egyenstlyhoz. A monoton rendszerek elméletének
alkalmazasaira tovabbi példak taldlhatoak a kemosztat modellekre vonatkozo
irodalomban [28]. Példaul, egy valtozé hozamiu modell monoton rendszerré
transzforméalhato gy, hogy a rendezés nem a szokasos komponensenkénti ren-
dezés R™-en. [10]-ben egy hasonlo, de tobbféle taplalékot tartalmazd modell
analiziséhez is kiaknazzuk ezt a transzforméciot.

A monoton dinamikai rendszereket tijabban kiterjesztettiik monoton I/0
rendszerekké [2]-ben, hogy megkonnyitsiik az ilyen részrendszerekbdl allo
rendszerek tanulmanyozasat (kaszkadok, visszacsatolas). Utalunk [4, 3, 5,
6, 8, 9]-re, amikben ennek az elméletnek tovabbfejlesztése és alkalmazasai
talalhatok, a molekularis biolégia, az ckologia és a kémiai reakciohdlozatok
teriiletérsl vett példakkal.

2. Egy kémiai reakci6

Tekintsiik a kovetkezé reakciot:

Ci= .= C_1= (C;= i+l = e — Cn+1,

ahol minden C; komplex kiilonb6z6 kémiai anyagfajtak silyozott Osszege a
kovetkezdként:

n;
k=1

valamilyen pozitiv af egészekre.

Ezeknek a héalozatoknak néhény specidlis esetét tanulmanyoztuk [5]-ben
(ahol minden komplex pontosan egy anyagfajtat tartalmaz, és a halozatban
minden komlex kiilonb6z6) és [21]-ben (ahol C; = X; + X, két anyagfa-
jtabol, és minden rakovetkez6 komplex pontosan egy anyagfajtabol all, min-



den komplex a hélozatban kiilonbo6z6, és a kinetikus tomeghatas torvényét
feltételezik).

Ebben a cikkben feltételezziik, hogy legalabb egy komplex nem trivialis,
azaz létezik legalabb egy n; > 1. Azt is feltessziik, hogy minden anyagfajta
pontosan egy komplex része, vagyis XF # X; minden k,[l-re, hat # j. A C;
komplexhez tarsitott koncentraciovektort z; = (z} )T jeloli, a hozzé

by I
tarsitott sztochiometriai vektort pedig a; = (a}, ....,a}")". Alkalmazni fogjuk

még a teljes koncentraciovektort, ami x = (z{,....,z,,,)", ahol z € RY, és

N az bsszes n; osszege: N := > " ln,.

Az Gsszes reakciosebességrdl feltételezziik, hogy monoton, folytonosan dif-
ferencialhato fliggvénye a reaktans anyagfajtdk koncentraciojanak. Ez 0, ha
egy anyagfajta hidnyzik, és pozitiv, ha az O6sszes reaktians anyagfajta jelen
van. A C; = (1 reakcidlépés eléremutatd sebességét R; jeloli, a hatramu-
tato sebesség R_;. Formalisan, minden ¢ = 1, ..., n-re a cikk tovabbi részében
feltételezziik, hogy:

1. R :RY - R,

3. Vo; € int(R)  Ry(w;) >0 és (Ry(x))T € int(R})

és hasonloan az R_; visszafelé halado reakcio sebességére. (Vegyiik észre,
hogy az R_; sebesség ;11 € OR"" esetén van definidlva.)
Ismert példa a kinetikus tomeghatds torvénye, ahol a reakcié sebessége
Ri(z;) = k1'% (25)% valamilyen k; > 0 mellett kielégiti a feltételeket.
Definialjuk a reakcié sebességének vektorat a kovetkezdképp:

R(f) = (Rl(fl), R_l(l'g), Rn(l'n), R_n(l‘n+1))T

és a halozat sztochiometrial matrixat:

—a; +a; O 0 o 0
+ay —as —ag +as
S =
0 .. Ha, —a, —a, +a,
0 - 0 0 “H+api1 —api

Ezzel a koncentraciokra vonatkozo differencidlegyenlet:

i(t) = SR(x(t)). (3)



A szokasos érvelés mutatja, hogy a (3) rendszer pozitiv, azaz az RY nem-
negativ ortans pozitiv invarians halmaz. Megjegyezziik, hogy ez a rendszer
nem monoton RY egyetlen ortansa Altal generélt rendezésre sem. Ez a (3)
rendszer incidenciagrafjanak vizsgélatabol lathato, amely tartalmaz negativ
paritasi hurkot. Valoban, tekintsiink egy olyan hurkot, amelyiket egyrészt
két olyan csomo alkot, amelyek azonos komplexben talalhato anyagfajtaknak
felelnek meg, és masrészt egy harmadik, amelyik a szomszédos komplexben
(ez egy olyan komplex, amelyik az els6bdl egyetlen reakciolépéssel elérhetd)
talalhatd anyagfajtanak felel meg. Vilagos, hogy az ilyen csomo6 negativ par-
itast. F6 eredményiink a kovetkezd:

1. Tétel. A (3) rendszer minden megolddsa egyensilyi ponthoz konvergdl.

A kovetkezs vizsgalatunkban feltételezziik, hogy van legalabb egy olyan
komplex, amelynek 6sszes alkotd anyagfajtaja nullatol kiilonbo6z6 kezdeti kon-
centracioval van jelen:

Ji : 25(0) > 0, Vk=1,..,n,. (4)

Ha ugyanis (4) nem allna fenn, akkor egyetlen egy reakcié sem menne végbe.
Megjegyezziik, hogy az ilyen kezdeti koncentraciok olyan egyensilynak felel-
nek meg, amelyekre az 1. tétel trividlisan teljesiil, igy az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltételezhetjiik (4)-et.

Minden olyan C; komplexhez, amelyre n; > 1, létezik n;, — 1 fiiggetlen
linearis els6 integral.

Val6ban: gk
o <ﬁ_a_§) =0 Vk=2,..n (5)
(3) megoldasai mentén, és igy kapjuk:
o (t) = BFal(t) +af  VE=2,..n; (6)
valamilyen of € R (ami fiigg a kezdeti feltételektsl) és BF := Z—II > 0

szamokkal. Valoban, az altalanossadg megszoritasa nélkiil feltételezfletjiik,
hogy:
af >0, Vk=2,..n,.
Ahhoz, hogy ezt belassuk, vegyiik észre, hogy — esetleg az anyagfajtdknak
az egyes komplexeken beliili atcimkézése utdn — fennall, hogy:

27 (0) _ i(0)
2 Tl

Vk = 2, ey Ny

a; a;



amibdl allitdsunk kézvetleniil kdvetkezik.
(6) miatt elegends minden C; komplexben az x}elsé anyagfajta koncen-
tracivjanak a dinamikajat tekinteni. Minden i-re definialjuk:

Yi ‘= l”@lﬂ’z(?/z) = Ri(yiaﬂgyi"i'a?v ---vﬁ?iyi—i‘@?i)ﬂ’—i(yiﬂ) = R—i(yi+17ﬁi2+1yi+1+04¢2+1, )

Megjegyezziik, hogy minden r; fiiggvény folytonosan differencialhaté a kovetkezé
tulajdonsagokkal:

Ry — Ry, ri(0) =0, 7)) >0 és ri(y) >0 Vy >0, és
hasonl6éan minden r_; -re is.

Legyen y := (Y1, .o, Ynt1) T, 7(Y) := (r1(W1), 71 (¥2), ooy Tn () "= (Y1) "
és legyen:

—a} +a; 0 0 . 0
t+a) —ad —a) +adb ... 0
S = : . . ,
0 ... +a. —a} —al +al
0o ... 0 0 +ap,, —a,

igy a kovetkez6 rendszerhez jutunk:

g(t) = Sr(y(1)), (7)

ahol y € R\ {0}, (megjegyezve, hogy (4) miatt a 0-t kizarjuk).

Mivel y1 (t)/at +y2(t)/ad + ... + yny1(t) /ap,, = C valamilyen C' > 0 -1a a
megoldasok mentén, a dimenziot 1-gyel tudjuk csokkenteni, ha elhagyjuk az
Yna1 egyenletét, és ezutan n 0j valtozot vezetiink be:

J yi
(3
zj = K =1,...,n
- a;
=1
Az inverz transzformécio:
_ 1
= a1
_ 1 C
yj—aj(zj—zj_l), ]—2,...7n.

Ezeket az 1j koordinatakat alkalmazva kapjuk a redukalt rendszer egyenleteit:

2 = —ri(apz) +roa(az(z — 1))
Zy = —relap(zr — 26-1)) +roelap g (zepr —2)  k=2,...,n—1 (8)
Zn = —ra(ag(zn = 20-1)) + 7-n(a1(C = 22))

7



a kompakt, konvex
Q::{ZER”|O§21§22§~-§zn§(7}

allapottérrel. Nyilvanvalo, hogy a (8) rendszer kooperativ (és tridiagonalis).
Azaz 0;gi(z) > 0, ha g jeloli (8) jobb oldalat.

1. Lemma. Ha z* € Q a (8) rendszernek egyensilyi helyzete, akkor z* €
int(QQ). Tovdbbd, z* hiperbolikus és lokdlisan aszimptotikusan stabilis egyen-
sulyt helyzet.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy z* € 9 a (8) rendszer egyensulyi helyzete.
Ekkor, vagy 27 = 0, vagy z;, = C, vagy z; = z;,, valamely k € {1,...,n —
1} mellett. Felhasznélva, hogy minden r; és r_; fiiggvény csak 0-ban lehet
0, minden egyes esetben ellentmondasra jutunk azzal, hogy C' > 0. Ezzel
bebizonyitottuk az elsG részt.

A masodik részhez megjegyezziik, hogy a Jacobi-matrix egyensilyi helyzetben
a kovetkezd szerkezetii:

—a}l —ay  +ad} 0 o 0
+a}  —al—ad} +di o 0
J = ' . f
0 . —|—CLEZ:;§ —aEZ:g —a" el
0 oo +a?n_1) —a?n_l) —a,

ahol minden a > 0.

J diagonalisan dominélt, és az A fiiggelékben majd bebizonyitjuk, hogy
ebbdl kovetkezik, hogy Hurwitz-tipusi matrix.

Emlékezziink arra, hogy a B nxn -es matrixot diagonalisan domindnsnak
nevezziik, ha létezik n olyan d; > 0 szam, hogy

biid; + Z |bijld; <0, Vi=1--- n.
J#i

Egy kooperativ matrixnal, mint amilyen J, a fenti definiciobol elhagyhato
az abszolut érték. Kovetkezésképpen taldlnunk kell egy d vektort pozitiv ko-
ordinatékkal, hogy a Jd vektor minden koordindtaja negativ legyen. Vegyiik
észre, hogy J1 — ahol 1 olyan vektor, amelynek minden koordinataja 1 — els6
és utolso koordinataja negativ (—ays, illetve —a,,) és az Gsszes tobbi 0. Ez
azt sugallja, hogy d-t, mint az 1 vektor megfelel6 perturbaciojat keressiik.
A kovetkez6 rekurziv formulaval definidljuk az (n—1) szami €; paramétert:
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0< g < —-
ai; + aie

(i
0<€j < Ej-1 i6-1) , jJ=2,---,n—1
@j(j—1) T Gj(i+1)
Nyilvanval6, hogy €; < 1 minden j =1, --- ,n — 1 esetén. Legyen a d vektor

definicidja a kovetkezs:
di=1—¢;, i=1,---,n—1¢ésd, :=1.

Ezutan ellenérizni lehet, hogy a Jd vektor koordinatai negativak, ami
megmutatja, hogy J diagonélisan dominalt, és ebbdl kévetkezGen Hurwitz-
tipust matrix. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

2. Lemma. A (8) rendszernek létezik egyetlen globdlisan aszimptotikusan
stabilis eqyensilyi helyzete Q-ban.

Bizonyitds: Mivel Q kompakt, konvex, pozitivan invarians halmaza a (8)
rendszernek, tartalmaz legalabb egy egyensiilyi helyzetet. Az el6z6 lemma
alapjan minden egyensulyi helyzet int({2)-ban van.

A Brouwer-féle fokszam C? leképezésekre vonatkozo definicidja :

d(F,int(Q),0) = ) signdet J (z}),

ahol J(z}) a (8) rendszer Jacobi-matrixa az egyensilyi pontban, és a szum-
mézas végigfut az Osszes egyensilyi ponton. A (8) rendszerhez tartozo F
vektormez§ Brouwer-féle fokszama int(Q2)-ra és 0-ra nézve jol definiélt; jelol-
je d(F,int(Q2),0). Tovabba azt allitjuk, hogy:

d(F,int(Q),0) = (—1)"

Ahhoz, hogy ezt belassuk, valasszunk tetszélegesen egy & € int({2) pontot,
és tekintsiik (2-n a koévetkez6 vektormezét :

Nyilvanval6an:

Megmutatjuk, hogy F' és G homotép, és mivel a Brouwer-féle fokszam topologiku-
san invarians, ebbdl az allitdsunk koévetkezik. Legyen:

H(z,t) =tF(z)+ (1 — t)G(z).



Ekkor H folytonos 2 x [0, 1]-en, H(z,0) = G(z) és H(x,1) = F(x). Mar csak

azt kell bizonyitanunk, hogy H(z,t) # 0 minden = € 92 és minden ¢ € (0, 1)

esetén. In direkt, tegyiik fel, hogy létezik € 02 és t € (0, 1), amellyel:
F(3) = —¥G(:z:).

Ebbdl kovetkezik, hogy F Z-ben kifelé mutat (mig G(Z) vilagosan befelé

iranyul). De ez ellentmond annak, hogy € pozitivan invarians, és ez igy

bizonyitja allitdsunkat.

Az €l6z6 lemma alapjan tudjuk, hogy a (8) rendszer Jacobi-métrixa az
egyensilyi pontokban nem szinguléris, ennélfogva az egyensilyi pontok szé-
ma véges.

Az el6z6 lemméabdl adodik, hogy minden z egyenstlyi pont hiperbolikus
és lokalisan aszimptotikusan stabilis, azaz:

signdet J(x}) = (—1)"

és ebbdl kovetkezik, hogy csak egy egyensilyi pont lehet.

A globélis aszimptotikus stabilitas az 5. Lemmabol kdvetkezik, amit a B.
Fiiggelékben bizonyitunk be. Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez az eredmény
alkalmazhat6, vegyiik észre elGszor, hogy mivel 2 kompakt és pozitivan in-
varians halmaz, a (8) rendszer folytonos félfolyamot general. A 4. feltétel
vilagos €2 kompaktsdga miatt. A 2. feltétel kdvetkezik abbol a ténybél, hogy
a (8) rendszer kooperativ Q-n, és ezaltal monoton félfolyamot general egy
olyan rendezéssel, amit a szokasos R™ beli komponensenkénti rendezést ad.
A 3. feltételt most bizonyitottuk, és az 1. feltétel is teljesiil. (Bizonyitas:
tetsz6leges kompakt K C €2 esetén, minden ¢ = 1,--- ,n mellett, legyen
p; € K valamilyen maximdlis ¢ komponensd pont K-ban. Megjegyezziik,
hogy K-ban van ilyen p}, mivel az 7 -dik komponensre valé vetités folytonos
és K kompakt. Q racs, azaz sup(a,b) € €, ha a,b € . Kovetkezésképpen
p = sup;(p}) € Q, és konnyd latni, hogy sup(K) = p. Az inf(K) € Q allitas
hasonloan bizonyithato.)

1. Megjegyzés: A globalis aszimptotikus stabilitast bebizonyithattuk vol-
na Smillie [26], s6t Mierczynski [22] eredményeinek felhasznalasaval is. De
ezek megkdvetelik a folyam egy erdsebb monotonitasi tulajdonsaganak el-
lendrzését, amit itt most elkeriiltiink. A Smillie eredményeire tamaszkodé
bizonyitast arra az esetre, ahol minden komplex csak egy anyagfajtabol all,
lasd [5]-ben.

Az 1.Tétel bizonyitdsa: Kovetkezik a (3) rendszer (8) rendszerré valo reduk-
ciojabol és transzformaciojabol, a 2. Lemmaval 6sszekapcsolva.

1Ttt kihasznaltuk, hogy ©Q konvex, azaz p-konvex. Ez kivetkezik a [17] hivatkozas 3.1.1
Tételébdl és 3.1.1. Megjegyzésébdl.
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3. Diffuzi6 hozzavétele

A kozonséges differencidlegyenletet hasznald modellek, mint amilyet (3)-ban
szemléltiink, implicite felteszik, hogy a reakciok jol kevert kornyezetben men-
nek végbe. Bar ez ésszerii feltevés, amikor a difftizié a reakci6 idskélajahoz
viszonyitva gyors, nyilvanval6an érdeke a diffizio hatasat explicite belefoglal-
ni. Ez a (szemilinearis parabolikus néven is ismert) parcialis differenciale-
gyvenletekhez; a reakciodiffuzio-egyenletekhez vezet.

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan kell az eredményiinket olyan ese-
tre kiterjeszteni, amikor a diffizié benne van a modellben. Eredményiink —
az X1 + Xo = Xj reakcid specialis példaja esetén, a kinetikus tomeghatas
torvenyét feltételezve — atfedést mutat a [23]-as hivatkozassal. Az a cikk
a kémiai reakciok Feinberg—Horn—Jackson-fele (FHJ) elméletének kozonséges
differencidlegyenletrdl reakciodiffizio-problémékra valo kiterjesztésével foglalko-
zott (lasd példaul [11, 19, 29, 7| hivatkozast). (Lésd még a [24] hivatkozast,
mely diffiziot is tartalmazoé FHJ-rendszerekre vonatkozo konvergenciaered-
meényeket mutat be, hidnyos bizonyitassal.) A [24, 23] hivatkozasokban k6zolt
modszerek a Ljapunov-fiiggvényeket veszik alapul, és ebbdl kifolyolag kiilon-
boznek a mi megkozelitésiinktsl, amely lehetévé teszi reakciok egy masik os-
ztalydnak kezelését, és nem kell a kinetikus tomeghatés térvényére szoritkoz-
nunk. Masrészr6l, szamos olyan kémiai reakcié van, amelyik FHJ tipust, de
nem monoton, és ezért nem lehet a mi modszeriinkkel kezelni.

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a PDE mod-
ellre vonatkoz6 analog konvergenciaeredmények hogyan kovetkeznek az ODE-
kre vonatkozok egyszert kovetkezményeként. (A bizonyitas egy lehetséges
alternativija az lenne, hogy minden eredményt kezdettsl fogva a mono-
ton reakcio-diffuzio-rendszerek elméletének keretén bizonyitanank be, de az
ODE-kre valo redukcio joval egyszeriibb.) Altaldban, a tér és id6 (q,t) —
x(q, t) fiiggvényeire vonatkozd PDE-feladatokat tekintiink kezdeti feltételekkel
és Neumann-féle (zéré fluxust) peremfeltétellel, ahol a pont az id6 szerinti
derivaltat, x,, a normélis iranyu deriviltat jelenti, f monoton vektormezs, és
L a diffuzi6 parcialis differencidloperatora:

i(q,t) = (Lx)(q,t)+ fq,x(q,t)) t>0, qe@
z,(q,t) =0 t>0, qe€oq (9)

Az a kulesmegfigyelés, amit tenni akarunk, (alkalmas technikai feltételek mel-
lett), hogy a (9) rendszer minden megoldésa kovergal az egyértelmi homogén
egyensilyi helyzethez: x(q,t) — ¢, ha t — +oo, feltéve, hogy a probléméahoz
tarsitott 4 = f o  ODE minden megoldasa c-hez konvergal. Igy a ko-
rabban bizonyitott eredmények kiterjeszthetSk a diffazios esetre. (f mono-
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tonitasa elengedhetetlen — vessiik Ossze a difftizids instabilitas jelenségével,
amely a mintazatképzédés aktivator-inhibitor mechanizmuséaban meriil fel.)
Elgszor kifejtjiik a hatteret a [27] hivatkozas 7. fejezetébdl a monoton reakeio-
diffazio-rendszerekre vonatkozo eredményekre koncentralva, egyesitve azokat
a [1]-ben 1év6 technikai tényekkel.

A @ halmaz teret reprezentdl, korlatos, nyilt, Osszefiiggs részhalmaza az
RM euklideszi térnek, a (C* osztalyi) sima 0Q hatarral. Az f vektormezs
kétszer folytonosan differencialhaté. Jeldlje x, a g pontban a v(q) kiils6 nor-
malis egységvektor irAnyaban a 0@ halmaz ¢ pontjaban vett iranymenti de-
rivaltat. Valasszunk RV-nek egy X nem iires, zart részhalmazat, megszoritva,
a koncentracié6 megengedett értékeire, amilyen példaul a nemnegativ ortans
vagy az 1. Lemméaban hasznalt 2 kompakt és konvex allapottér, és tegyiik
fel, hogy X pozitivan invaridns az © = f o x kozonséges differencialegyenle-
tre vonatkozoan (az alabbiakban X-re két kiegészits feltevést is tesziink). A
kezdeti feltétel egy

Zo - Q — X

fiiggvény, ami kétszer folytonosan differencidlhato és kielégiti az (z9), = 0
peremfeltételt. A (9) rendszer megoldasin” értiink egy

= (z1,...,2,) :Qx(0,T) — X

fliggvényt, amire (9) fennall, és
%“’;", g“;’;, agjg;k Holder-folytonosak a @ x (0,7") halmazon minden i, j, k-ra,
és
gf;? ,x; folytonos a @ x (0,T) halmazon minden i, j-re.

Ezek a feltevések olyanok, mint az [1| hivatkozasban; [27]-ben viszont
Iz,

csak azt kovetelik meg, hogy B legyen folytonos a Q x (0,T) tartomanyon
J

(a Holder-folytonossagot is az enyhébb folytonossaggal helyettesitik), de a
kezdeti feltételekre kevesebb regularitasi feltételt tesznek.
Az L differencidloperator a kovetkezd alaku:

Lz = (Lizy, ..., Loxy,) ',

ahol minden i-re:

L; = Z a w(q)D; Dy, + Z aj,(q) Dy,
k=1 k=1
ap; = aj, € C2%(Q), valamint L egyenletesen elliptikus, azaz:

Ju >0, hogy ETAi(q)6 > pl€®| VEER", Vi=1,2,..n,
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ahol A;(q) = (a.(q)). Szamunkra az az eset a legfontosabb példa, mikor az
anyagfajtak diffuzioja figgetlen egymastol: a%; = d; > 0 és aj, = 0 minden
Jj # k-ra, azaz példaul L;x; = d;Ax;, ahol a A a Laplace operator.

Két kiegészits feltételt kell tenniink a megengedett allapotvektorok X
halmazara. Mar megkdveteltiik, hogy ez legyen invaridns az © = f o x di-
namikara nézve. Egy masodik feltétel, hogy invaridnsnak kellene lennie a dif-
ftziora nézve is, abban az értelemben, hogy az @ = Lz, 24(q,0) € X kezdeti
feltételd linearis probléma megoldasanak minden ¢ € () esetén teljesitenie
kell, hogy minden ¢ > 0, minden ¢ € @ mellett z(q,t) € X. Tételezziik
fel mostantol fogva, hogy vagy @ tetszéleges, nyilt, konvex halmaz, azonban
minden L; operator megegyezik, (példaul az anyagfajtak diffuzioja fiiggetlen,
és d; = d;, minden i, j indexre), vagy az L; operatorok tetszblegesek, azonban
a () halmaz azonos egy (a,b)  téglalappal”, ahol b—a € R} (lehetséges, hogy
a koordinatai kozott szerepel —oo, és b koordinatai kozott szerepel +oo is).

Mostantol feltételezziik, hogy adott egy rendezés R™-ben. Az utolso felté-
tel halofeltétel az X halmazon (lasd még a B Fiiggelékben): barmely S C K
kompakt részhalmazra, mind inf(S) mind sup(S) definidlva van, és X-hez
tartozik. Azt mondjuk, hogy a vektormezd kvdzi-monoton, (az X C R"-
n adott rendezésre nézve), ha & = f o x folyama monoton. Ha adott az
x és y X-beli értékeiket felvevé fiiggvény, akkor azt irjuk, hogy = < y, ha
x(q,t) = y(g,t) minden olyan (g, t) esetén, amely az értelmezési tartomanyuk
kozos eleme. A kovetkezd egy valtozata a [27] hivatkozas 3.4 Tételének. Ezt
specializaltuk a PDE esetre (a kézikonyvben altalanosabban parcialis differ-
encidlegyenldtlenségekre van megadva), és tetszéleges rendezésekre mondtuk
ki. (A konyvben az &llitas csak kooperativ rendszerekre vonatkozik, de ha-
sonlo bizonyitas érvényes tetszéleges rendezésre is, lasd a 142. oldalon.)

2. Tétel. Ha f kvdzi-monoton, és az y, z megolddsok a [0,T) intervallumon
vannak értelmezve, gy hogy y(-,0) < xo =< 2(-,0) Q-n, akkor a (9) rend-
szernek létezik egyetlen x megolddsa, és az értelmezve van legaldbb a [0,T)
intervallumon ésy <= <z a Q x [0,T)-n.

Megtettiik az elGkésziileteket arra, hogy kimondjuk kovetkeztetéseinket.
Az els§ megallapitasunk a kovetkezs:

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f kvdzi-monoton, és létezik € € X, hogy & = foux,
xg € X minden megolddsa t — +oo esetén &-hez konvergdl. FEkkor a (9)
rendszernek létetik egyetlen x(q,t) megolddsa, amely értelmezve van minden
t > 0-ra, és minden xo kezdeti feltételre létezik x(q,t) — & egyenletesen, ha
t — 400, q € QQ mellett.
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Bizonyitds: Az allitas bizonyitisahoz elGszor legyen vy :  Q — X olyan
fiiggvény, amely allando: megegyezik xo minimumaval és z: @ — X pedig
olyan fiiggvény, mely alland6: megegyezik ro maximumaval. Tovabba, megj-
egyezziik, hogy az & = fox,x(0) = y kezdetiérték-probléma y(f) megoldasa,
(mely minden ¢-re értelmezve van, és ¢ — 400 esetén &-hez konvergél) a (9)
rendszernek is megoldésa, egyszertien az y(q,t) := y(t) definicioval. Hason-
loan z-re, és a 2. Tétel esetéhez jutottunk. Alkalmazva ezt a 2. Tételt a [0,T)
novekvs, véges intervallumaira, z(q,t) egzisztenciadjat és unicitasat kapjuk
a [0,400) intervallumon. Tovabba, y(q,t) = z(q,t) = z(q,t), valamint
y(q,t) — £ és z(q,t) — £ (g-ban egyenletesen), ami a kovetkeztetést adja.

Sajnalatosan — barmilyen elegdns is a 3.Tétel, — ez nem elégséges On-
magaban, amikor az eredeti (3) rendszerrel foglalkozunk, mert ennek a rend-
szernek sok egyensilya van. Kiegészit6 feltételt kell tenniink, mégpedig azt,
hogy minden difftzios egyiitthatéo megegyezik.

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy f olyan, mint az 1.Tételben, és valamilyen d > 0-
ra Lix; = dAx; az dllapottér minden koordindtdjdara. Ekkor a (9) rendszer
minden megolddsa konvergdl a (homogén) staciondrius dllapothoz.

Bizonyitds: A bizonyitashoz hasznéljuk fel ugyanazt a koordinata-transzforméaciot,
mint kordbban. A PDE-re alkalmazva, ez a kovetkezs formajat eredményezi
az egyenletnek:

a = —nilaz) +ro(ay(z = 21)) +dAzn
Zy = —relap(zk — ze-1)) +rop(ap g (zep — 20) +dAz, k=2,...,n—1
Zn - _Tn(a}@(zn - Zn—l)) + T—n(arlz+1(c - Zn)) + dAZn

A 2.Lemma és a 3.Tétel Osszevetésébdl ismert, hogy ennek a rendsz-
ernek minden megoldasa konvergal egy (egyértelmi) homogén stacionérius
allapothoz. Igy az y; = x} véltozok szintén konvergalnak egy bizonyos sta-
cionarius allapothoz. Most bebizonyitjuk, hogy a tovabbi valtozok szintén
konvergalnak.

Emlékezziink vissza, hogy a kozonséges differencidlegyenletnek (amikor
nincs diffuzio) 1étezik n; — 1 fiiggetlen linearis elss integrélja, amint (5)-ben
megmutattuk:

Zu =0 YiVk=2 .. n,;,
ahol Z;, = z¥/aF — x} /a}. Ebb6l ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint (6)-ban:
af(t) = BFaf(t) + o Vi,Vk=2,..n;
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valamilyen of € R (ami a kezdeti feltételektdl fiigg) és B > 0 szamokkal.
Igy, amikor z! konvergens, ugyanezt a kivetkeztetést vonhatjuk le a tobbi
x¥ valtozora is. Amikor hozzavessziik a difftiziot, akkor ez az érvelés nem
érvényes. Az (5) egyenlet ehelyett:
Ziw=LZy ViVk=2,.. n,

alakava valik, ahol LZ = dAZ, azzal a Neumann-feltétellel, hogy a hatéar-
pontokban (Z;;), = 0. Ennek a PDE-nek minden megoldasa konstanshoz
konvergal, a kezdeti értékek az @ﬂ fQ Zix(q,0)dq atlagahoz, ahol |Q] Q-nak a
mértéke. (Vazlatos bizonyitas: Létezik a Neumann-Laplace-féle 6nadjungalt
operatornak \; sajatértékeibdl és a hozzajuk tartozo @; + = 1,2, ..., sajatvek-
toraibol allé olyan sorozat, amelynek tagjai megoldasai az L® + \® = 0,
@, = 0 problémanak. Ezekre fennall, hogy Ay = 0,®; =1, és \; > 0 minden
i > 1-re, valamint @; ortogonalis bazisa az L* térnek. Most vegyiink egy tet-
szé6leges folytonos és korlatos x kezdeti feltételt, és tekintsiik ezt az L? tér el-
emének, és fejtsiik ki a bazis szerint: x(q,0) = >_.°, b;®;(q), ekkor a Z=1LZ
rendszernek x(q,t) = > oo bie *'®P;(¢q) megoldasa az x(q,0) = >, b;P;(q)
kezdeti feltétellel, és ez L?-ben a b; elsé Fourier-egyiitthatohoz konvergal,
ami a megkovetelt 4tlag.) Osszefoglalva, mind x¥/a¥ — z!/a}, mind z} egy
szdmhoz konvergal, és ugyanigy minden x¥ is.

4. A Fiiggelék: A diagonalisan dominalt matrixok
Hurwitz-tipust matrixok

Ez egy jol ismert eredmény (lasd példaul [25]). Egy rovid, Gersgorin-tételére
alapozott bizonyitasat adjuk. ElGszor egy specidlis esetet vizsgalunk és utana
megmutatjuk, hogy ebbdél mindig levezethets az altalanos eset. Ha az A
méatrix diagonalisan dominalt a d; =1 (Vi = 1,..., n)szamokra nézve, azaz:

aii—i-Z\aij] <0, Vi=1,...,n
J#
akkor a Gersgorin-tételbdl kovetkezik, hogy A Hurwitz-tipusd méatrix.

Ha az A matrix diagonéalisan dominalt, olyan pozitiv d; szamok halmazara
nézve, amelynek nem mindegyike 1, akkor megmutatjuk, hogy az A méatrix
hasonl6 az A* matrixszal, ami diagonélisan dominalt ad; =1 (Vi=1,...,n)
esetén. Az eredmény ebbdl egyenesen kovetkezik.

Hogy bebizonyitsuk ezt az allitast, definidljuk a T diagondlis matrixot a
kovetkezd koordinatédkkal:
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Ezutan egy egyszerti szamoldssal megmutathato, hogy A* = TAT~! ugy,
hogy aj; = a;;d;/d; Vi, j = 1,..,n esetén. De masfel6l ebbdl kovetkezik,

hogy:
A + Z az;| = (dias; + Z |aij| d;)/d.
i i
Az n szamid mennyiség mindegyike negativ, az allitasunk bizonyitasa befe-
jez6dott.

5. B fiiggelék: Egy egyértelmii egyensiillyal biro
monoton folyamokra vonatkoz6 globalis at-
traktivitasi eredmény

Tekintsiik az X metrikus teret a d metrikaval, és tegyiik fel, hogy adott az X
téren egy =< parcialis rendezés. Feltételezziik, hogy a parcialis rendezés és az
X tér metrikus topologidja kompatibilis a kévetkez6 értelemben: ha x, — =
és y, — y konvergens sorozat X-ben, és ha x,, < y,, akkor x < y. Idénként
a szabélytalan z < A (valamilyen z € X és A C X mellett) frasmodot
alkalmazzuk, ami a V y € A-ra x < y &llitast jeloli. Alkalmazni fogjuk
az ismert rendezéselméleti fogalmakat: sup(A) jeloli a legkisebb felsd, illetve
inf(A) a legnagyobb alsé hatarat az A C X halmaznak, feltéve, hogy léteznek
ilyenek X-ben. Ha p,q € X és p < ¢, definialjuk a rendezés [p,q| := {z €
X|p =% = = ¢} intervallumat. Egy A C X halmazt a rendezésre nézve
konveznek neveziink, ha [p, q] C A minden olyan p,q € A pontpéarra, amelyre
P=q.

Az X halmazon vett @ folytonos félfolyam altal generalt dinamikaval fo-
gunk foglalkozni. Emlékezziink ra, hogy ez folytonos @ : Ry x X — X
leképezés, (P(z) = P(t,x)), amelyre &y = Id és @, o &, = &, minden
t,s € Ry mellett.

Az X térre és a @ leképezésre a kovetkezs feltételeket adjuk:

1. X minden C kompakt részhalmazara igaz, hogy inf(C),sup(C)e X.
2. @ monoton a < rendezésre nézve, azaz (1) fennall.
3. ®@-nek X-ben létezik az a egyértelmii egyensilyi pontja.

4. Minden x € X-re az O(x) := {®P:(x)|t € R, } palya lezartja kompakt
X-ben.

Az utolso, 4. feltétel magaban foglalja nevezetesen azt, hogy x w-hatarhalmaza
— jelolje ezt w(x) — nem iires, konvex, invarians halmaz, (ez azt jelenti, hogy
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&y (w(z)) = w(z) minden t € R, esetén) és limy_ o d(Py(x),w(x)) = 0
(ahol az © € X pont és az A C X halmaz tavolsdga a szokésos d(z, A) =
infcad(z,y)). Az 1-4 feltételekbd] kapjuk a kovetkezd allitast:

5. Tétel. Az a egyensilyi pont globdlisan attraktiv a @ leképezésre nézve.

Bizonyitds: Vegyiink egy x € X pontot, és tekintsiik w(z)-et. Ekkor
definialni tudjuk az:

m = inf(w(zx)) és az M := sup(w(x)) értékeket.
Azt allitjuk, hogy:

& (x) = m, VteR;. (10)

Ahhoz, hogy ezt belassuk, be fogjuk bizonyitani, hogy minden ¢ > 0-ra
@(m) < w(zx), amibdl (10) kovetkezni fog, ha w(z)-nek m a legnagyobb also
hatara.

Valasszunk egy ¢ > 0 idGpontot, és egy tetszbleges p € w(x) pontot.
Meg kell mutatnunk, hogy ®;(m) =< p. w(x) invariancidjabol kovetkezik,
hogy valamilyen g € w(z) esetén ®;(q) = p. Mivel ¢ € w(x) ezért m = g,
és ennélfogva a monotonitasbol kovetkezik, hogy @,(m) = &,(q) = p, tehat
ezzel bebizonyitottuk (10)-t.

A monotonitashol kévetkezik, hogy @;(m) csokkend, azaz 0 < t; < ty
esetén @y, (m) X &y (m). (Egyszertien (10)-re alkalmazzuk &y (m)-t, ahol
t=t— 1ty

Most azt allitjuk, hogy w(x) = {a}.? El6sz6r megmutatjuk, hogyha
p,q € w(m), ebbdl kovetkezik, hogy p = ¢-val. Valasszunk &, (m) — p
és @, (m) — q sorozatokat (ty,t; — +o00). Mivel @;(m) nemniévekvs, ezért
lehetséges, hogy talalunk minden ¢;-hoz valamilyen ;) > tp sorozatot,
hogy {tix)} egy részsorozatat alkotja {t;}-nek és &y, (m) = Dy (m). A
hatarértékek meghatarozésa utdn azt kapjuk, hogy ¢ < p. Hasonl6 érvelés-
sel megmutathatjuk, hogy p < ¢, kovetkezésképpen p = ¢. Ez azt mutatja,
hogy w(m) egyelemi. Az w-hatarhalmazok invariansak, és ebbdl kovetkezik,
hogy w(m)-nek tartalmaznia kell egy egyensulyt. Egyetlen a egyensilyi pont
létezik, és ebbdl kovetkezik, hogy w(m) = a, ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Hasonlo érveléssel belathato, hogy @,(M ) monoton névekedd, és igy w(M)

{a}.

2 A monoton rendszerek konvergencia kritériumabol kdzvetleniil kovetkezik ez az allitas
(|27] hivatkozas 1.2.1. Tétele), felhasznalva, hogy az a egyensily egyértelmd. Habér, itt
inkdbb 6néall6 révid bizonyitast adunk, anélkiil, hogy felhasznalnédnk a monoton rendszerek
elméletének eredményeit.
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Végiil, minden ¢ > 0-ra kapjuk, hogy:
&(m) 2 m Sw(x) XM (M),

és t — +oo hatarértéket véve w(z) = a, és ezzel bebizonyitottuk a tételt.

2. Megjegyzés: Ebben a megjegyzésben az elsé feltétel egy ellenGrzését
adjuk, abban az esetben, amikor az X allapottér egy részhalmaza a véges
dimenzids térnek.

Tegyiik fel, hogy az Y egy véges dimenziés normélt vektortér, és az X
allapottér részhalmaza az Y-nak. Feltételezziik, hogy < parcialis rendezés Y -
ban — és egyben X-ben —a K C Y kup altal generalt. Megjegyezziik, hogy a
K ktupot normdlisnak nevezziik, ha k > O-ra, x,y € Y, és 0 < x < y esetén
|z| < k|y|. Koénnyi belatni, hogyha K normalis, akkor minden rendezési
intervallum egy zart halmaz Y -ban.

A kovetkezd lemma megmutatja, hogy a K kup az Y wéges-dimenzidji
térben mindig normal.

3. Lemma. LegyenY véges-dimenzioju vektortér a K kiuppal, ésY -ban adva
eqy = parcidlis rendezés. Fkkor K normdlis.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy:
M :=sup{|z| | 0=z =Xz |z| =1}

véges, valos szam. Az éllitasunk kovetkezik abbol, hogy a normalitas defini-
cidjaban szerepl§ k-t M-nek valasztjuk. Valoéban, 0 < z < y,y # 0 esetén
(ezt feltételezhetjitk az Altalanossag megszoritasa nélkiil), kovetkezik, hogy
0=2z/lyl 2 y/lyl

De abbdl, hogy |/ |y|| < M és k = M, az allitasunk kovetkezik.

Most bizonyitsuk, hogy M véges. Tegyiik fel, hogy nem az, akkor {z,,} és {z,}

sorozatok kielégitik a 0 < z, = z, feltételt, hogy |z,| = 1 minden n-re, és
|z,| — o00. Tekintsiik az {y,} sorozatot, ahol y, = z,/|z,|. Nyilvanvaloan,
Y egységgombjének kompaktsaga miatt |y,| = 1 minden n-re, és (mivel Y

véges-dimenzios), tekinthetjilk az y,, részsorozatot, ami y*-hoz konvergal.
Vilagos, hogy |y*| =1 és x,/|z,| — 0. Igy a parcialis rendezés kompaktsiga
és a metrikus topologia altal kapjuk, hogy:

0=y"=0.

De ez ekvivalens azzal az éllitassal, hogy y* € K N(—K) és igy y* = 0 (mivel

K egy kuap). Ez ellentmond azzal, hogy |y*| = 1, és ez bizonyitja allitAsunkat.
Megjegyezziik, hogy az X parcialis rendezés halmaza egy hdld, ha sup(p, q),inf(p, q) €

X minden p,q € X esetén. Azt mondjuk, hogy az S C X korldtos rendezés

az X halmazon, ha a,b € X gy, hogy S C [a,b].
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4. Lemma. Legyen Y végesdimenzios nomdlt vektortér eqy K kuppal, €s
legyen X C Y egy hdlo. Feltételezziik, hogy X-ben minden korldtos hal-
maz X-ben korldtos rendezés. Ha C kompakt részhalmaza X-nek, akkor

inf(C),sup(C) € X.

Bizonyitds: Csak azt az allitast bizonyitjuk, hogy sup(C) € X. A bi-
zonyitas hasonlé az inf(C') € X allitasra is.

Mivel C' korlatos, igy rendezésre nézve is korlatos, és a,b € X, hogy C C
[a, b]. Metrikus térben kompakt halmazok szeparabilisak, igy kivalaszthatjuk
C-nek egy megszamlélhato és strid {c,} részhalmazat. Mivel X halo, X-nek
képezhetjiik egy {x)} sorozatat a kivetkezGképpen:

Ir1 = C
xr = sup(cy, Tp—1), k> 1.

Ez a sorozat a kévetkezs tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. {zx} novekvs, azaz xp < x4
2. {zx} Ca,?]

Az [a, b] rendezési intervallum zart (a metrikus topologia és parcialis ren-
dezés kompatibilitasa altal) és zart (mivel K normalis), ezaltal kompakt.
Tgy, {z1} névekvs sorozat, amelyik az [a,b] kompakt halmazban marad, és
igy valamely z € [a,b] C X, hogy x, — z (ezt az allitast bebizonyitottuk az
5. tétel bizonyitasaban). Most azt allitjuk, hogy:

sup(C) = z.

Két lépésben bizonyitjuk ezt az allitast. ElGszor megmutatjuk, hogy x fels6
hatara C-nek. Masodszor megmutatjuk, hogy ez a legkisebb fels§ hatéra.

Valasztunk egy ¢ € C elemet. Mivel {¢;} stird C-ben, a {c;} sorozatbol
kivalaszthatunk egy {c,, } konvergens részsorozatot ¢ hatarértékkel. Mar is-
mert, hogy c¢,, < z minden nj-ra, igy a kompatibilitasbol kovetkezik, hogy
¢ <X x. Végiil, legyen y egy tetsz6leges felsd hatara C-nek. Ekkor ¢, < y min-
den k-ra, mivel z; =< y minden k-ra. Vegyiik a hatarértéket és alkalmazzuk
a kompatibilitast még egyszer, kapjuk, hogy x <y, és igy x a legkisebb felst
hatara C-nek.

Példaul, tegyiik fel, hogy ¥ = R" és K = RY, és X vagy R, vagy R".
Vildgos, hogy X egy racs, és az X-ben minden korlatos halmaz rendezés
korlatos. Ezentul, a 4. Lemmabol kovetkezik, hogy az X kompakt részhal-
mazainak a suprémuma és infinuma X-ben van.
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3. Megjegyzés: Az 5. Tétel alkalmazhaté végtelen dimenzi6ji téren
értelmezett folyamokra is. Példaul, a késleltetett egyenletekben gyakran
tekintjiik a kompakt intervallumon értelmezett folytonos fliggvények terét,
amilyenek X = C([-r,0],R"), vagy X = C([-r,0],R%), a szuprémum nor-
ma altal indukalt, szokasos metrikaval, és az f; < fo parcidlis rendezéssel,
amit az fo(t) — fi(t) € R} minden ¢ € [—r, 0]-ra feltétel definidl. Mindkét es-
etben a kompakt halmazoknak létezik X-ben infinuma és szuprémuma, lasd
a [18] hivatkozasban.

4. Megjegyzés: A [20] hivatkozasban — aminek a gondolatmenetét itt
kovetjiik — jelent meg az 1. feltétel. So6t ez a feltétel elkeriil a [18]-as
munkaban is. Bar ott, a félfolyamokra egy erésebb monotonitasi tulajdon-
sagot frnak eld, mégis az egyensily nem egyértelmi. Az eredmény az, hogy
a kvéazikonvergens pontok halmaza (egy pont kvazikonvergens, ha az egyen-
stlyi halmaz tartalmazza a pont hatarhalmazat) tartalmaz egy nyilt és stri
halmazt. A bizonyitads a monoton dinamikai rendszerek elméletének szamos
alapvetd eredményére épiil.

Habéar a kémiai reakciohalozatokban elért legfontosabb eredményeink bi-
zonyitasdhoz az 5. Tétel sziikséges (1. Tétel), az a egyensilyi pont stabil-
itasarol altalanosabb kovetkeztetéseket tudunk levonni, feltéve, hogy az X
tér és a @ folyam tovabbi feltételeket is kielégit.

Minden z € X pont minden kdrnyezete tartalmazza x - nek egy kompakt,
rendezéskonvex C' kornyezetét.

(11)

A kovetkezd eredményre jutottunk:

5. Lemma. Tegyiik fel, hogy mindent € R, értékre &y nyilt leképezés. Az 1-
/4 feltételek és C miatt D-nek az a eqyensilyi pontja globdlisan aszimptotikusan
stabulis.

Bizonyitds: Az 5. tétel miatt elegendd azt bebizonyitani, hogy a stabilis
egyensily. Ismételten hasznalni fogjuk azt a tényt, hogy minden olyan p,q €
X esetén, amelyre p < ¢, fennall, arra:

D4([p, q]) C [@i(p), Pe(q)], VteR,,

is teljesiil, ® monotonitasa miatt.

Valasszuk a-nak egy tetszéGleges U kornyezetét. A C feltétel miatt, a-
nak létezik egy kompakt, rendezéskonvex C kornyezete, hogy C' C U. Az 1.
feltétel miatt definidlhatjuk az:

i:=inf(C) és s := sup(C)

20



értékeket, és tekinthetjiik a rendezés [i,s] intervallumat. FEkkor nyilvan-

valoan, C' C [i, s], igy a-nak [i, s] is egy kornyezete. Kovetkezésképpen, &,

nyilt hozzarendelés minden ¢ € R esetén, és @4([i, s]) is kornyezete a-nak.
Most véalasszunk egy T' > 0 szamot, tgy hogy:

$,(i), P(s) € C, Yt >T. (12)

Az 5. Tétel alapjan ilyen T létezik.
Most tekintsiik a-nak a V' := ®r([i, s]) kornyezetét. Ekkor minden ¢ > 0-
ra kapjuk, hogy:

D(V) = @(1([i, 51)) C Du([21(0), Pr(s)]) C [@r10 (i), Pryr(s)] € C C U,

ahol alkalmaztuk a fenti tényt az elsG két tartalmazasnal; (11) és (12) al-
litasait, (nevezetesen elGszor azt, hogy C' konvex a rendezésre nézve). Ezzel
befejeztiik a bizonyitast.
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