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Kivonat

A Poincaré-egyenlétlenséghez szorosan kapcsolodo egyenlGtlenségek egy
osztalyat bizonyitjuk. Durvéan szolva ezek az egyenlStlenségek azt allit-
jak, hogy sok reakciodiffuzio-rendszerben a szabadenergia megbecsiilhets
a megfelel§ disszipacids sebességgel. Ez lehetévé teszi, hogy leirjuk ilyen
reakciodiffuzié-rendszerek asszimptotikus viselkedését a koncentraciokra
vonatkozo globélis, egyenletes korlatok hasznalata nélkiil.

1. Bevezetés

Ebben a cikkben olyan reakciodiffiizio-folyamatokkal foglalkozunk, melyekben
m anyag vesz részt: Xi,..., X,,, és amelyek a kiévetkezs alakil egyenletekkel
modellezhetdk:

8’(1,1‘ . " @ .
5 div(d;grad u;) = Z(kpu P — k’puﬁ")(ﬁpi —ap) Qban, i=1,...,m,
p=1
1)
Ou; =0 a 0N peremen; i=1,...,m. (2)
ov
Itt w = (uq,...,un) a koncentraciokat tartalmazo vektor, és (1) jobb oldala
a

aple+"’+amemﬁﬂp1X1+"’+ﬁmem7 pzla"'aT

reakcidlépés tomeghatas-kinetikaja leirasat adja. Az (1), (2) egyenletekben
hasznalt jel6lés magyarazatat a kovetkezs fejezet tartalmazza.

Tomeghatés tipust reakciorendszereket vizsgalt pl. Horn és Jackson [§],
Horn [7], és Feinberg [1]. Az 6 eredményeikbél kiindulva néhény éve bizonyitot-
tuk [6] (egy valamelyest altalanosabb osszefiiggésben), hogy egy (1), (2) tipusa
rendszer trajektoridja exponencialisan kozelit egy térben homogén termodinami-
kai egyenstulyhoz, ha ez a trajektoria globélisan korlatos. A globalis korlatosség



feltevése meglehetsen kellemetlen. Ebben a munkaban el fogjuk keriilni ezt a
feltetelezést. Gyenge feltételek mellett be fogjuk bizonyitani, hogy a (megfele-
16en skalazott) szabadenergia nemesak az (1), (2) rendszer Ljapunov-fiiggvénye,
de az is igaz ra, hogy exponenciélisan csokken, ahogy az id§ tart a végtelenhez.

F6 eszkoziink az aszimptotikus viselkedés vizsgalataban a Poincaré-egyenlét-
lenséghez szorosan kapcsolodo egyenlétlenségek egy osztalya. Ezek az egyenlGt-
lenségek azt mutatjik, hogy reakciddiffizio-rendszerek nagy osztalyara a sza-
badenergia a megfelels disszipacios sebességgel becsiilhetd.

A kovetkezd fejezetben bevezetjiik a sziikséges jeloléseket, emlékeztetiink
egy eredményre az (1), (2) stacionarius megoldasaira vonatkozoan, amely fon-
tos vizsgalataink szempontjabol. A harmadik fejezetet a {6 eredmények meg-
fogalmazasanak és bizonyitasanak szenteljiikk. Az utolsé fejezetben lehetséges
altalanositasokra hivjuk fel a figyelmet, és néhany egyszerd példat targyalunk.

2. El6zmények

Ebben a munkaban  mindvégig korlatos, Lipschitz-tulajdonsagi RY-beli tarto-
manyt jelol. A reakciddiffazio-rendszeriink adataira vonatkozoan, azaz a dy, . .., d,
diffazios egyttthatokra, a ki,..., k., ki, ..., k. reakciosebességi egyiitthatokra
és a sztochiometriai egylitthatok asq, ..., ay, 81, ..., B, vektoraira feltessziik, hogy

diELoo(Q), d;i >cg>0, i=1,...,m,
k, € L>(Q), k, € L>(Q), ky >co >0, k, >co >0, p=1,...,m (A1)
a, €L, B, e, p=1,...,r1.

A szokésos modon u € R™ és o € Z7 esetére legyen u® := uf" - upm . R
elemeit 2 halmazon értelmezett konstans fiiggvényeknek is fogjuk tekinteni, ez
nem fog félreértésekhez vezetni. Tovabba legyen P™ := int R’

A kovetkezd feltétel alapvetd fontossagi eredményeink szempontjabol.

E::{eGIP’m:k;peo“’:klpeﬂ”,P:17~-~vr}7é®' (A2)

Ez azt jelenti, hogy létezik térben homogén szimultan egyensilyi helyzet
minden reakcioparra, amit agy is mondhatunk, hogy a reakciédiffuzio-rendszer
részletesen kiegyensilyozott az e homogén koncentraciovektornal. Altalaban az
E halmaz egynél tobb pontbdl all (v6. 1. tétel lent). E cikk hatralévs
részére rogzitjiik az e € F vektort. Legyen tovabba

m u;(z)
F(u) ;:/QZ/ log gdydx, ahol u € L*(Q;RT). (3)
i=1 "€ ’

LQ(Q;RT) elemeit a vizsgalt rendszer dllapotaiként fogjuk interpretalni, az
F(u) értéket pedig az u allapot szabadenergidjinak fogjuk hivni. Késébb tér-
gyalni fogjuk F fliggését e megvalasztasatol (lasd a 3. megjegyzést lent).

Kénnyen ellendrizhetd, hogy az F' funkcional szigortian konvex az L*(Q; R7")
halmazon. Tovabba F(u) > 0 és F(u) = 0 pontosan akkor, ha u = e. A



p = F'(u) Gateaux-derivalt, ha létezik, az u allapotnak megfelels kémiai po-
tencidlok vektora. A (3) egyenletbdl kovetkezik, legalabbis formalisan, hogy
= (p1,.- s pm) = log (%) Itt és a késSbbiekben is a kovetkezs jelolést fog-
juk hasznalni: Ha v € R, w € P™, akkor - és logw rendre a sz és logw;
koordinatakbol allo vektort fogjak jelenteni.

Most pontos jelentést fogunk adni az (1), (2) probléménak.

Legyenek V = H(Q;R™) N L>®(Q;R™), V, a szokdsos pozitiv kip a V
halmazban, valamint V* a V halmaz dualisa. Definidljuk az A : V — V*
leképezést a kévetkezé moddon:

(Au,v) := / Z {digradui - gradv; +
Q=1

e ()7 () o s

Ekkor az (1), (2) probléma a kovetkez6képpen irhato fel tomoren:

Wy Au=0, e LRy B (OQRD) 0 L (B YRR (1
itt 4% jeloli u id6 szerinti derivaltjat V*-értékd disztribucidértelemben. Az (I)
egyenletben szerepld terek a szokdsos modon értenddk (lasd, példaul [9]). Az
u € L2 (Ry; L (Q;R™)) feltétel helyettesithet egy gyengébbel, de ez nem
fontos a mi céljaink szempontjabol.

Legyen u megoldasa (I) egyenletnek. Ekkor u az id6 t fiiggvénye és V-
halmazban vesz fel értékeket. A termodinamikaban szokasos elnevezéssel a

disszipéciés sebesség:

~ ) == (G 0.u0).

Ha kikiiszoboljiik %‘—t az (I) egyenlet felhasznalasaval, a kovetkezst kapjuk

a disszipacios sebességre:

- %F(U(t)) = /ﬂ 27_”: {digradui(t) - grad log u; ()

p=1 7

{S e o (42 () (22




Ezek utéan tetszoleges u € V, fiiggvényre, (tehat nem csak (I) megoldésaira)
kézenfekvé igy definidlni a disszipdcids sebességet

ot = [ { St S [(2)" (2w (o

(5)
(Ha \/u; ¢ H' () néhény i € 1,...,m-re, vagy pontosan egy tinik el (%)a” és

(%)B” koziil, akkor D(u) +oo—ként interpretalhatod.) Meg akarjuk talalni azon
feltételeket, amelyek garantaljak, hogy

F(u) < ¢D(u) valamely pozitiv ¢ allandora. (6)

Ha (6) (I) minden megoldaséra igaz lenne, akkor fennallna, hogy

%F(u(t)) = —D(u(t)) < —%F(U(t)),

és F(u(t)) legalabb ugy cs6kkenne, mint exp(—t/c).

1. megjegyzés. Legyen u megoldasa (I)-nek. Ekkor, mint ahogy az kénnyen
ellenérizhetd,

[ (0t = u(0)do € 5 = span{fy — v, By - ). (")
Q
Az S teret R™ sztochiometriai alterének fogjuk nevezni.

A kovetkezd tétel némi informéciot ad (I) stacionarius megoldasairdl, kiils-
nosen az egyensulyok F halmazardl, amelyet (A2)-ben vezettiink be.

1. tétel.
i) Hao Au=0,ésu; >0, u; #0,i=1,...,m, akkor u € F.

ii) ue E < log (%) € S, u e P (Szokés szerint S+ jeldli S ortogonalis
kiegészit&jet R™-ben.)

iii) Minden a € P™-re az (a + S) N E halmaz egyetlen pontbol all.

2. megjegyzés. Egy az 1. tételt is tartalmazo eredményt mér bizonyitottunk
[6]-ben. Az olvaso kényelme kedvéért megismételjiik a bizonyitast.

Bizonyitds. 1) Legyen u olyan megoldasa Au = 0 egyenletnek, amelyre
u; > 0,u; #0,72=1,...,m. Legyen egyelére minden u; nagyobb, mint egy po-
zitiv € szam. Ekkor a log(u;/e;) tesztfiiggvények segitségével, ahol : = 1,...,m,
az Au = 0 egyenletbdl azt kapjuk (vesd Ossze a disszipécios sebesség fenti tér-
gyalasaval), hogy



0= /Q {§;4di|grad\/17i|2 +p§i:1]gpe% {(Z)ap B (Z)ﬁp} log (z>ap—ﬁp} o
(8)

A (8) eredmény akkor is igaz, ha nincs az w; fliggvényhez tartozo pozitiv alsd
korlat. Ez megmutathato a log((u; +¢)/e;), i = 1,..., m tesztfliggvények segit-
ségével, ahol ¢ — 0. (8) egyenletbdl kovetkezik, hogy u komponensei konstans
fliggvények. Az u; > 0,u; # 0,7 =1,...,m feltétel miatt az v komponenseinek
pozitivaknak kell lenniiik. A (8) Osszefiiggés azt is magaval vonja, hogy

(1) = (g)ﬁp, p=1,...,m. (9)

Ezért u az E halmazban van.
ii) Nyilvanvaloan u € P™ kielégiti a (9) egyenletet (és igy E halmazbeli lesz)
pontosan akkor, ha

(ozpfﬂp)iog(%):(), p=1,....m (10)

azaz, pontosan akkor, ha u € S*.
iii) Legyen a € P™ és legyen M := (a + S) [\ R}". Legyen

%

f(u) ::Z/ log (g) dy:Zuilog <Zl> —u; +e;, aholueRY.
i=1"¢i i=1 ¢

f tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy létezik egyetlen olyan w € M, amelyben f
felveszi a minimélis értékét M felett. ¢t > 0 mellett

m

d
SH o —w) = log

i=1

u; + t(ai — ’u1>

” (a; — u;).

Ez azt mutatja, hogy elegendéen kicsi ¢ > 0 mellett f(u+t(a—u)) szigortan ki-
sebb lenne, mint f(u), ha u egy vagy t6bb komponense eltiinne. u megvalasztasa
miatt ez nem lehetséges. Ezentdl minden u; szigorian pozitiv, és

d m .
0= &f(u + (B, — p)) li=0= Z(ﬁpi — ;) log (:) , p=1,...,r

i=1 v

Kovetkezésképpen (vo. ii)-vel ), u € (a + S)[) E. Megforditva, legyen u €
(a + S)( E. Ekkor ii) miatt f minden S-beli irdnyban vett derivaltja elttinik.
Ezentil u az az egyértelmiien meghatarozott pont a + S-ben, ahol f felveszi a
minimélis értékét.

3. megjegyzés. Legyen € az (A2) egyenletben bevezetett £/ halmaz barmely
pontja, és legyen F' az F fiiggvényhez hasonléan definidlva



Ekkor

(10) alapjan

e .
(ﬁp—ap)loggzO, P=1,...,T. (12)

A (11) és a (12) egyenletbél kovetkezik, hogy F — F konstans az alabbi osztalyok
mindegyikén

{uELz(Q;RT):/Qudacea—i—s}7 acRY.

4. megjegyzés. (12) segitségével konnyen megmutathato, hogy az (5) egyen-
letben definialt D(u) disszipacios sebesség fiiggetlen az e egyenstlyi allapot meg-
valasztasatol.

3. F6 eredmények

F6 eredményeink levezetéséhez sziikségiink lesz még a kovetkezs feltételre:

ac IR N(e+S) = (%)% # (g)ﬁp valamelyik p e {1,...,r} esetén.

(A3)

Az els6 tétel alapjan tudjuk, hogy a P"*N(e+S) halmazban az egyetlen egyenst-

lyi helyzet e. Az (A3) feltétel szerint nincs olyan egyenstlyi helyzet R N (e+S)

halmazban, amely R7* hataran van. Az (A3) feltételt kielégité rendszerekre az

utolso fejezetben adunk példakat. Ott megmutatjuk majd azt is, hogy az (A3)

feltétel sziikséges ahhoz, hogy {6 eredményeink érvényesek legyenek.

Végiil tegyiik fel, hogy

p:=max{|aal|,...,|a|, |G, -, 6|} < N]\i 5 ha N =dim > 2. (A4)
(Mint altalaban, || := a1+ - -+ ay, minden o € Z7 multiindexre). A p szdm a
rendszerben végbemend reakciok maximalis rendje. Az (A4) feltétel miatt u®e
és uPr folytonosan fiigg L?(Q)-ban u; € H' () fiiggvénytsl, mindeni = 1,...,m
esetén.

Most készen allunk a dolgozat {6 eredményének kimondasara.



2. tétel. Tegyiik fel, hogy az (A1) — (A4) feltételek teljesiilnek. Ekkor minden
R > 0 esetén létezik olyan cg > 0, hogy ha u € V, és F(u) < R, akkor

2
) | 13

Itt @ az R™ térnek az S sztochiometriai altér merdGleges kiegészitGjére vett
vetiiletét jeloli.

F(u) <cpr (D(u) + ‘Q/Q(u —e)dx

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz. Ekkor létezik olyan R > 0
szam, és olyan (c,,) R-beli és (u,,) Vi-beli sorozat, amelyekre ¢,, — +00 és

2) > 0. (14)

R> F(u) =c, (D(un) + ‘Q/ (u—e)dx
Q
D definiciojat tekintve (lasd (5)) ez azt jelenti, hogy

lirf lgrady/un;|* dz =0, i=1,...,m. (15)
n—-+oo Q

Az F(u,) < R-b6l kivetkezik, hogy az (u,) sorozat korlatos L!(£2;R™)-ben.
Ezért — ha sziikséges, egy részsorozatot véve — feltehetjiik, hogy (\/un;) konver-
gens a H'(2) halmazban, tart egy konstans fiiggvényhez, amit /a;-vel jelsliink.
Ekkor (14) szerint

Q/Q(a—e)dx: lim Q/Q(un—e)dxzo.

n—s—4oo

Igy a € e + S. Feltehetjiik azt is, hogy uni(r) — a; majdnem minden = €
mellett. Ezért (14) egyenletbdl a Fatou-lemma értelmében az kovetkezik, hogy

[ Eme ()7 - @) ey aa0

Kovetkezésképpen,

(g>% = (g)ﬁp, p=1,...,7
e e

Az (A3) feltételt tekintve ez csak akkor lehetséges, ha a € P™, és az 1. tétel
miatt a = e. Igy \/un; — (/e; a H'(2) halmazban, i = 1,...,m. Ez alapjan
un, — e az L1(2; R™) halmazban, valamely ¢ > 1 és F(u,,) — F(e) = 0 mellett.

2. Legyen A, := +/F(u,), és legyen v,, definialva a kévetkezSképpen /u,; =
Vei(l+ Ani), i=1,...,m. (Vegyiik észre, hogy (14) miatt A, > 0.) Ekkor
AnUn — 0 a HY(Q;R™) térben. A

<s—n>log§ > 4|\E — ill% ha £, > 0

elemi egyenlStlenség alapjan a (14) egyenletbdl kovetkezik, hogy



1> cn/ {Z4diei|gradvm2+
Q

=1

m m

2
r 4 v
+ Z lﬂ,,ea”>\—2 <H(1 + Apvpi) et — H(l + )\nvm-)ﬁ’”> dz+
p=1 n

=1 i=1
2

+Cn

Q/ Z ei( A2, 4 2uy,)dz
Q=1

An s vy, definicidja alapjan (lasd (3)).

22— / 37 (201 + Awvni) 10g(1 + Awni) — A202, — 2vp)de. (17)
Qi

Minden ¢ € [0, 1]-hoz létezik olyan ¢ > 0, amelyre £ > —1 mellett,

21+ €)% log(1 +&) — €% — 26 = (2+4€ +26%) log(1 +€) — €% — 2¢

_ 3 +20 <B+4209¢ ha £ <c
| 3¢% 4 2¢%tE, ha ¢>c¢’

Ezért, a (17) egyenletbdl, valamilyen pozitiv ¢ konstansra

b= C/ D (7 A+ A foni 1) da,
Q=1

Mivel gradv,; — 0 az L?(Q; RY) halmazban (v6. (16) egyenlettel), ez pontosan
akkor lehetséges, ha

lerellf\l an”%{l(Q;Rm) > 0. (18)
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
bi= lim — "
n=-+oo [|vp| 1 (imm)

létezik a H'(Q;R™) térben. Nyilvanvaléoan, b nem tiinik el és allandé az Q
halmazon. Meg fogjuk mutatni, hogy ez ellentmondéshoz vezet. (16) masodik
soraban levd tag a kdvetkezGképpen irhato:

m

T 2
4 Z ke (Z(api - ﬁm)%i) + Wnp |
p=1

i=1



ahol wy; a /\m*zv;{, Y EZTY, 2p > |y| > 2 alaku tagok egy véges Gsszege (lasd
(A4)). Megjegyezziik, hogy

— — -2
loall 7 @z / N2 < el ol Py — 0

Ezért a (16) egyenletet 4cn||vn||zl(Q_Rm)—vel osztva n — +oo esetén azt kapjuk,
hogy

r m 2
0 > / kaeap (Z(Cl{pi - ﬂm)bz> daz.
Q=1 i=1
Innen
m
Z(api —Boi)bi=0, p=1,...,r
i=1

azaz b € St. Legyen z, az a vektor, amelynek komponensei

1
= 7/ ei( A2, + 2uy;)da.
[onll1 (@) Jo

(16) alapjan Qz, — 0, ha n — 400 (lasd (18)). Ezért a z := lim z, ha-

n—-4oo
tarérték (amely létezik) S—ben van. A komponensei z; = 2¢;b;|Q], i = 1,...,m.
(Most és késébb is |Q] jeldli az  mértékét.) Mivel b € S*, ezért

Zni

m

0= bz =2 Y et
i=1 =1

ellentmondésban all b # 0-val. Ez az ellentmondas teljessé teszi a 2. tétel
bizonyitasat.

5. megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas vizsgalata megmutatja, hogy 2. tétel alli-

tasa kicsit javithato. A (13) egyenlStlenség igaz marad, ha a D(u) disszipacios
sebességet kicseréljiik az alabbi, altalaban kisebb taggal:

2

} dx.

/Q {g‘ldﬂgrad\/@IQ + pz:lzﬂcpe% (%)%/2 B (g)ﬁpm

Hogy ezt belassuk, a (16) egyenlStlenség levezetését kell megvizsgalni.

1. k6vetkezmény. Tegyiik fel, hogy a 2. tétel feltétele teljesiil, és legyen u az
(I) feladat megoldasa. Tovabba legyen e az E halmaznak az az eleme, amely a
ﬁ Jo u(0)dz+ S halmazban fekszik (lasd 1. tétel, (iii) ). Ekkor valamely A > 0

mellett,

Vi£0: F(u(t)) < F(u(0)) exp(—At).



Bizonyitds. t > 0 mellett és minden € > 0 szamra

t
d
F(u(t) +¢) — F(u(0) +¢) = / <“(s), log “<S)+E> ds.
o \dt e
A % derivaltra vonatkozo egyenletet hasznalva, és € — 0 mellett

Fu(t)) + / D(u(s))ds < F(u(0)).

Hasonl6an minden A > 0 mellett,

exp(At) F'(u(t)) +/0 exp(As) [=AF (u(s)) + D(u(s))] ds < F(u(0)).

Mivel F(u(t)) < F(u(0)) ezen a ponton hasznalhatjuk a 2. tételt. Vegyiik észre,
hogy

Q/Q(u(s) —e)dz =0,
mert
/ (u(s) —e)dz = / (u(s) —u(0) + u(0) —e)dz € S
Q Q

(v6. 1. megjegyzést és az e vektorra kimondott feltételt a kovetkezményben).
Innen a 2. tétel mutatja, hogy AF(u(t)) < F(u(0)) és ezért

exp(At) F(u(t)) < F(u(0))

minden elegendGen kicsi A > 0 mellett.

6. megjegyzés. Legyen

u+v

d(u,v) := F(u)+F(v)—2F < > tetszGleges u, v € L*(§; R™) fiiggvényekre.

Mivel F szigortian konvex, ezért d(u,v) # 0, és d(u,v) = 0 pontosan akkor, ha
u = v. (11) kovetkezményeként a d fiiggvény fiiggetlen az e egyensilyi allapot
megvalasztasatol. Konnyid belatni, hogy valamely pozitiv ¢, és Cy konstansra

CSHU — ’UH%Z(Q;R"‘) < d(u,v) < CsHu - ’UH%Q(Q;]RW)

feltéve, hogy

0<d<u<l/s d<v<1/d

10



d(u,v) tehat hasonldan viselkedik, mint u és v tévolsdganak a négyzete. Ilyen
tipusu fiiggvényeket hasznalt [4] és [2],[3] egyértelmiiségi és regularitasi eredmé-
nyek bizonyitasaban.

Az F(e) = 0 és F # 0 Osszefliggéseket tekintve d(u,e) = F(u) + F(e) —
2F(“+¢) < F(u). Innen, a kivetkezmény feltételei mellett

d(u(t),e) < F(u(t)) < F(u(0)) exp(—At) valamely A > 0 mellett.

4. Altalanositasok és példak

A kovetkezs megjegyzésekben jelezni akarjuk, hogy a 2. tétel eredménye kiilon-
b6z6 irdnyokba altalanosithaté.

7. megjegyzés. A 2. tétel és annak kovetkezménye igaz marad akkor is, ha a
reakci6 allandodira vonatkozoé feltételeket a kivetkezs gyengébb feltétellel helyet-
tesitjlik

k, >0, k, >0, /kpdx>0,/k:’pdx>0, p=1,...,m
Q Q

A bizonyitas alapvetGen ugyanaz. Ezaltal olyan rendszereket tudunk kezelni,
amelyeknél kémiai reakciok az € tartomény csak egy részében mennek végbe.

8. megjegyzés. Az A operator (4) definicioja a kovetkezSképpen altalanosit-
hato:

(Au,v) :=

/Q g; {digradui - gradv; + pz: ke {(Z)ap — (Z)ﬁp} (arpi — ﬁpi)vl} dz+
#0303 w4 = (4t

i=1 p=r+1

Ez azt jelenti, hogy az (1) egyenletek valtozatlanok maradnak, mig a (2) perem-
feltételeket kicseréljiik a

s
u u

. kyee [(e)% - ()ﬁp] (Bpi—0pi) a OQ halmazon, ¢=1,...,m

e

aui
b5y =
P

=r+1

feltételekre. Ezek a peremfeltételek csak az € tartomany 02 peremén lejat-
s26d6 reakcidokat modellezik. Ha ezen t&bbletreakciok rendje nem haladja meg
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az % szamot, ahol N > 2, akkor a 2. tétel ismét igaz. A bizonyités sziikséges

modositasa kézenfekvs. Ugyanezen a médon kezelhetSk azok a reakcidk, ame-
lyek a perem egy részén vagy az {2 tartomany részeinek talalkozési feliiletein
jatszodnak le.

9. megjegyzés. Jo lenne a fent bizonyitott {6 egyenlGtlenséget altalanositani
a kovetkezs esetekre:

(i) A mogottes reakcidrendszer nem reverzibilis, hanem csak gyengén rever-
zibilis (a fogalom definiciojat lasd [1] vagy [6]).

(ii) Az anyagfajtak elektromosan toltottek lehetnek.

(iii) A kémiai potencialok és koncentraciok kozotti kapcesolatot p; = log(g; (w)u; ),
1 =1,...,m alaka Osszefliggés adja meg, ahol a g;(u) az X; anyag tgyne-
vezett aktivitasi egylitthatoja, amely az 6sszes koncentraciobol allé vektor
ismert fliggvénye.

Ezekben az esetekben F'(u) és D(u) definiciojat megfelelsen modositani kell.
1. példa. Reagaljon két anyag a kévetkezd modon:

Xi+Xo=0.

Ez azt jelenti, hogy az X; és az X5 reakcidja valami olyan termel, ami olyan
mennyiségben &ll rendelkezésre, hogy nem kell figyelembe venni a kinetikai
egyenletekben. A megfelels reakcio tag a kujus — k' = k(ujus — K). Az egysze-
riiség kedvéért feltessziik, hogy k, k' — és igy K — pozitiv allandok. Ekkor

E={ecP?’:ees =K}

Az (A1), (A2), (A3), (A4) feltételek teljesiilnek, ha N < 4. Konnyt latni, hogy
S+t =span{(1,—1)} és

1
Q(U17U2) = 5(’01 — U2,V2 — Ul)-

A 2. tétel kimondja, hogy

2, 2
/ Z/ log gdydx <cp {/ (Z lerad/u; | >+
Q=1 e € Q@ \i=1

U1u2

e )dx+

+(urue — K)log

2
/(u1 —e1 —ug +ez)dx }
Q

feltéve, hogy a baloldal kisebb vagy egyenls, mint R. Igy minden e > 0 mellett
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2, 2
/ Z/ log %dydx <cgr {/ (Z |grad/u;)*+
o= Je o\

1U2
e? > dz +

/Q(ul — ug)dz

+(urug — €?)log “

)

2. példa. Tegyiik fel, hogy az X; = 0,47 = 1,...,m reakciok a 0f) peremen
jatszodnak le. Ez a

feltéve, hogy a baloldal kisebb vagy egyenls, mint R.

" ov
peremfeltételeknek felel meg. A sztochiometriai egytitthatok vektorai

d

=ki(e; —w;),t=1,...,m, 0N halmazon.

aj; =05, 3;=0,7=1,...,m.

Kovetkezésképpen S = R™ és Q = 0. Igy az (A1) — (A4) feltételek teljesiilnek.
A 2. tételbdl azt kapjuk, hogy

/Z/ log ydydx<cRZ{/ |grad\/17i\2dx—|—/ (u; — e;) log uida}
Q=1 /e €i i=1 Q oQ €

feltéve, hogy a baloldal kisebb vagy egyenls, mint R.

3. példa. Tegyiik fel, hogy csak egy anyagunk van, X és hogy az X = 2X
reakci6 jatszodik le az Q halmazban. Legyen a megfelels reakcidtag u — u?.
Ekkor E = {1} és S = R. Ebben a példaban az (A3) feltétel nem teljesiil: 0 egy

egyensilyi megoldas. Az

/ / log ydydz < cr / (|gradv/ul? + (u? — u) logu)dz
aJi Q

egyenlStlenség nem teljesiil az u fiiggvényre 0 kozelében semelyik cp allando
mellett sem.

Ez a példa tipikus: Ha (A3) nem teljesiil, akkor létezik olyan (térben homo-
gén) u allapot, amelyre D(u) =0 és u € e+ S, mig F(u) > 0.

4. példa. Legyenek az X7 + Xo & 2X3 reakcidk az ) halmazon, és legyen
a reakci6 tag ujug — u3. Ekkor E = {e € P? : ejea = €3}, a = (1,1,0),
8 =1(0,0,2), és S =span{(1,1,-2)}. Legyen e = (1,1,1). Az (A1), (A2), (A3),
(A4) feltételek teljesiilnek, ha N < 4. A 2. tétel szerint
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3

U 3
/ Z/ osydydr = cr {/ <Z jgrady/i[? + (s — uf) log 152
Q 1 o\ U3

i=1
/(u1 — ug)dx
Q

feltéve, hogy a baloldal kisebb vagy egyenls, mint R.

) dx+
| }
10. megjegyzés. Egyszerd példak mutatjak, hogy altaldban a 2. tételben sze-

repl6 cr allandé nem valaszthatd meg R szamtol fiiggetleniil, azaz nem bizo-
nyithato, hogy

2

+ +

/ (uy + ug + uz — 3)dx
Q

F(u) <c¢ (D(u) + ’Q/Q(u —e)dz

2
) minden u € V, fiiggvényre.

11. megjegyzés. A bevezetSben hangsilyoztuk azt a tényt, hogy eredménye-
inkben a reakciddiffiuzio-rendszerek aszimptotikus viselkedését illetéen a kon-
centraciokra vonatkozo globalis korlatra nincs sziikség. Erdemesnek tiinik meg-
emliteni, hogy egy specialis reakciodiffazio-rendszerre Glitzky, Groger, és Hiin-
lich [5] bizonyitani tudta a koncentraciokra vonatkozo globalis korlat létezését
jelen cikk {6 eredményének hasznalatéaval.

Készénetnyilvdnitds. A szerzé hélas R. Hiinlichnek a hasznos megbeszélésekért.
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