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Kivonat

Az alabbiakban ismertebb és kevésbé ismert eljarasokat mutatunk be a fel-
robbanas jelenségének vizsgilatara — a dinamikai rendszerek egy nagy oszta-
lyat alkoté — a polinomialis, illetve kvazi-polinomialis kézonséges differenci-
alegyenletekben. Mivel a bonyolultabb apparatusok, mint a Painlevé-analizis



1. Bevezetés

1.1. Bevezets példa

Az egyik, lehets legegyszertibb példan keresztiil fogjuk bemutatni, hogy a
dolgozatban targyalt egyenlet tipusok megoldasanak, hogyan is alakulhat
az értelmezési tartoméanya, amibdl fontos gyakorlati kovetkezményt fogunk
levonni. Legyen a differencidlegyenlet, illetve kezdetiérték-probléma az

1
x(t) = §x3(t) 2(0) =29 € RT,
ekkor a jobb oldal egy alkalmas értelmezési tartomanya Q:=RxR™. A fenti

kezdeti érték esetén a megoldas a
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fliggvény, aminek az értelmezési tartoméanya nem egyezik meg az egész R
intervallummal, hanem feliilrs] korlatos, mégpedig:
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A fenti eredményt, tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a megoldasnak (valos)
szingularitasa van véges pontban, ami fiigg a kezdeti feltételtsl. Az ilyen fajta
szingularitas az angol szakirodalomban movable singularity néven ismert,
— ami igen beszédes kifejezés, hiszen valoban mozgathat6 olyan értelemben,
hogy a kezdeti érték valtozéséaval egyiitt a szingularités helye is valtozik.

Gyakorlatibb megfogalmazasban, azt is mondhatjuk, hogy a megoldas
felrobban — a jelenség neve az angol szakirodalomban blow up. A felrob-
banéas is teljesen jogos kifejezés, hiszen gondoljunk bele, hogy mi torténik
akkor, ha ez a megoldas példaul egy kémiai reakcidban résztvevs anyag kon-
centracidjat irja le. Konkrétan a fenti példaban ¢, idépontban koévetkezik be
a felrobbanas, barmilyen zo € R* kezdeti értékre.

Az el6z6 példaban kénnytd dolgunk volt, hiszen egyszertien meg tudtuk
hatarozni az analitikus megoldast, igy ebbdl rogton latszott is, hogy milyen
feltételek mellett, és pontosan mikor kévetkezik be a felrobbanés. Viszont, ha
altalanositani szeretnénk a problémat, — nem meglepd médon — nehézségek-
be iitkoziink. Raadasul ezzel a témaval kapcsolatban a meghatarozo cikkek
szama igen csekély.

A kérdések, melyeknek megvalaszolésara a dolgozat tovabbi részében pro-
bélkozunk a kévetkezdk:



¢ Milyen feltételek mellett kdvetkezik be felrobbanas?
¢ Ha bekdvetkezik, akkor milyen idépontban ?

Ahhoz, hogy a kérdéseket, akar részben is megvalaszolhassuk el6szor is be
kell vezetniink a felrobbanas fogalmét, tovabba a kérdéseinket at kell fogal-
maznunk a matematika nyelvére.

1.2. A felrobbanas definici6ja

Tekintsiik a kovetkezd els6rendt rendszert:
i= for,
ahol tehat f: R” — R™ polinom!, vagy lokalis alakban:

@(t) = f(z(t)) (t€Dy).

Ennek a rendszernek az altalanos megoldasa, — ami ez esetben mindig 1étezik
—n szamu allandot tartalmaz, és t — x(t, c1, o, . . ., ¢y) alak, ahol ¢; tetszo-
leges allando. Legyen adott az x(0) := xg kezdeti feltétel, ekkor a megoldas,
— az unicitas kovetkeztében — felirhato ¢ — x(t, xo) alakban.

1. Definicio. A megoldds véges iddén belil felrobban (1. dbra), ha létezik
olyan t, € RT és xg € X9 CR"™, hogy bdrmely M € R esetén van olyan £ > 0,
hogy :

t—t <e=|z(t;zo)| > M,

ahol ||| tetszdleges norma.

A definici6 azt mondja, hogy ha van a kezdeti értékeknek egy olyan Xy hal-
maza, melybdl a megoldast az xg € X kezdeti értékbdl inditva, azok origdtol
mért tavolsaga (tetszdleges norméban), a felrobbanas ¢, idépontjahoz (bal-
r6l) kozeledve hatéartalanul nagy lesz, tehat formélisan igy is irhatjuk:

tlintn lz(t, zo)|| = +o0.

A feladat egy konkrét probléma esetében meghatarozni, — a rendszer for-
mélis megoldasanak elGallitasa nélkiil — hogy létezik-e ilyen xg kezdeti felté-
tel, és ha igen, akkor ¢, értéke (kozelitSleg) mennyi. Altalanossagban, pedig
az egyenletek egy népesebb csoportjara szeretnénk valamilyen — sziikséges,
elégséges, illetve sziikséges és elégséges — feltételeket adni.

A feladat megoldasara az alabbiakban 6t lehetséges megkdzelitést ismer-
tetiink.

1A tovabbiakban, ahol van értelme ide értjiik a kvazi-polinomokat is.
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1. abra. Felrobbanéas szemléltetése.

2. Legfeljebb linearisan nové jobboldal

Jol ismert tény, hogy egy legfeljebb linearisan n6évd jobboldala differencial-
egyenlet teljes megoldasanak ,a lehets legnagyobb” az értelmezési tartomé-
nya.

1. Tétel. Legyen I CR nyilt intervallum, feC(IxR" R"™) és (to,z0) € Dy,
tovabbd tegyiik fel, hogy létezik olyan k € C(I,R) fiiggvény gy, hogy barmely
(t,p) € Dy esetén fenn dll, hogy

p f(t.p) <k@)pl?, (2.1)

ekkor az ©(t) = f(t,x(t)), x(to) = xo kezdetiérték-probléma megolddsdinak ér-
telmezési tartomdnya o teljes I intervallum.

A tétel bizonyitasanak alapja a Gronwall-féle integralegyenlGtlenség, vagyis

ha
¢

0<o(t) < A—l—L/ o(s)ds, telto,to+T]
to
akkor
o(t) < Aelli=to),

Ha a tételben szerepld feltétel helyett csupén az

| (t,p)| < Klpl,

egyenlGtlenséget tessziik fel, akkor nem kell kikotni, hogy f folytonos, mert
ebbdl kovetkezik. A tételben viszont ki kell kotni, mert példaul f(¢,p) :=
= sin(sign(p)) nem folytonos, de teljesiti a (2.1) egyenlStlenséget.



1. Probléma. Létezik-e olyan nem folytonos f fiiggvény, amelyre (2.1) egyen-
[6tlenség teljesiil és a megoldds folrobban ?

3. Els6 integral

4. Elemi becslések, linearis algebrai médszerek

Legyen Ay, As, ..., Ay, € R ™ és by, by, ..., b, € R, illetve ¢1,c9,...c, €ER,
és tekintsiik az

T = TAix—i-biTw—Fc,- i=1,...,n x(to) =m0 (4.1)

differencialegyenletet, illetve kezdetiérték-problémat. Az A; méatrixokrol fel-
tehetjlik, hogy szimmetrikusak. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

n n n
A= E wiA,-, b:= E w,-bi, C .= E w;Cq,
i=1 i=1 i=1

ahol w; az w € R™ vektor i-edik komponense. Az egyenletek linearis kombi-
naci6jabol a
dw 'z
dt
egyenletet kapjuk, aminek jobb oldalat felirhatjuk a kévetkezs forméban:

=z Az+b z+ec

1 -1\2%2 1
(x/Zx+§<\/Z> b> —ZbTA‘lerc,

ahol v/A:= B matrix olyan, melyre B2= A. Foglalkozzunk most csak az el6z6
kifejezés négyzetes tagjaval, és alakitsuk at azt egy kicsit, igy:

[\/Z (x—i—%A_lb)r = <x+%A‘1b>T A <w+%A‘1b> .

Az atlathatosag végett legyen

._ L1
TRES <x+2A b> ,

ekkor a kovetkezé becslés tehetd:

A Y 2
T > T — T T > T
y Ay Ay y=——(y Y(w w) > — (w y) :
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ahol X az A méatrix legkisebb sajatértéke. Az els6 becslés a kvadratikus alakra
vonatkozik, a mésodik pedig a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenséghdl adodik.
Végiil visszahelyettesitve a kdvetkezd becslést kapjuk:

dw'x A T2 T p-12¢, T L+ 2 LT,
> — +w' A +[(zw'A —=b AT b+
P — |(w )" +w b(w' ) 5% b 4b b+c,

amely egyenlStlenség tulajdonképpen skalaris alaku, vagyis felirhato
0> kyu? +kpu+ks  u(ty) = w 'z

alakban, ahol

A
k= ——

1 wTwa
ko = kqw ' A7'b,

1 2
ks = ky <§wTA‘1b> —ZbTA‘lerc.

Ezt az egyenlStlenséget mar elemi modszerekkel knnyen lehet vizsgalni, és
ebbdl a vizsgalatbol egy tétel adodik az itt targyalt tipusa egyenletekre, de
a tétel kimondésa el6tt még a rovidség végett vezessiink be egy jeldlést:
A= (pT A" 4c),
w'w

ami egyébként hasonlit a masodfoki egyenletnél definialt diszkriminéns-
hoz, tehat valamiféle altalanositott diszkrimindnsnak nevezhetnénk. Vala-
mint megjegyezziik, hogy mivel A; matrixok szimmetrikusak, ezért A valos,
tovabba pozitiv, ha A > 0, azaz pozitiv definit. A [3] cikkben szerepld els6
tétel a kovetkezGket mondja ki:

2. Tétel. Tekintsik a (4.1) egyenlettel adott rendszert. Tegyiik fel, hogy lé-
tezik egy olyan w € R™, hogy A > 0. Ekkor a (4.1) rendszer megolddsihoz
létezik t, iddpont, az aldbbi feltételek mellett:

L barmilyen xg kezdeti értékre, ha A <0,

1I. olyan xq kezdeti értékre, amely eleget tesz az

1 VAwTw
T T 41

[—— A —_—
w' x> 2w b+ o)

feltételnek, ha A > 0.

Az elsd esetben

by <

SE
!

I

wlw

1 2w (zo+3A7TD) A
arctan< w (a:o 2 ) .

ik
>
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A A >0 esetben tovdbbd

b < 1 | w' (:EQ—I—%A_lb) 22+ VAW Tw
« < n )
VA wT (a:0+%A_1b) 22— VAwTw

Ezen moédszer hatranya, — a nyilvanvalé, jobboldal kvadratikus megszoritdsin
tul — hogy a felrobbanas bekovetkeztének idépontjara csak fels§ becslést ad,
ami gyakorlati szempontbo6l nem annyira j6, mint egy alsé becslés. Ezen tétel,
illetve modszer egy alkalmazasat lasd késGbb, az 5.3.3 szakaszban.

2. Probléma. Adott A; mdtrizokhoz, mikor létezik, olyan w vektor, amivel
A=> wiA; >0 lesz

5. Differencialegyenletek transzformacioja

Ebben a fejezetben, olyan transzforméaciokrol, és ahhoz kapcsol6dé problé-
mékrol lesz sz0, melyek nem csak a kovetkezd fejezet jobb megértéséhez ad-
nak alapot, hanem maguk is igen értékesnek bizonyulhatnak egyes konkrét
feladat megoldésaban, illetve annak egyszertisitésében.

5.1. Poincaré linearizacios elmélete

Legyen f € C1(R") és tekintsiik a kovetkezs nemlinearis autoném KDE-t:
&= foux, (5.1)

és legyen ennek egyenstlyi pontja az origo, vagyis f(0) =0. Mivel f differen-
cialhato, ezért (5.1) jobb oldala kozelitsleg

F(0)z+O0(|l]). (5:2)

Tudjuk, hogy az f’(0) Jacobi matrix sajatértékei, pontosabban a sajatérté-
kek valos része hatarozza meg az (5.1) rendszer lokalis stabilitasat az origd
koriil. Az ide vonatkozé Ljapunov-tételeket most nem ismertetjiik, viszont
ismerkedjiink meg a rezonancia fogalmaval.

2. Definicio. Tegyiik fel, hogy f'(0) sajdtértékei A1, A, ..., \y. Azt mond-
Juk, hogy a sajdtértékek rezondnsak, ha ImeN gy, hogy |m|:=>_; mi>2,
tovabba :

(m,\) = ka/\k =Xs wvalamely se€{l,...,n}
k=1

esetén. Az |m| értéket a rezonancia fokdnak hivjuk.



Célunk, hogy mas koordinata-rendszerre attérve egyszertibb — szerencsés
esetben teljesen linearis alakra — alakra hozzuk az egyenletet. A rendszert
leir6 egyenlet jobb oldalan gytjtsiik Ossze az azonos foki mondémokat, vagyis
irjuk fel a rendszert a kovetkezs alakban:

k
x':)\x+2vroa:, (5.3)
r=2
ahol
A1 0
A= , up(x) = Z amz™,
0 )\n meM,

M,:={m e Np||m|=r} és a™:=2" x5 ... 27" Ha a moném foka r, akkor
az M, halmaznak Cigy,(n,r) szamu eleme van, vagyis

Ciam(no7) = <n+r—1>.

n—1
Példaul, ha r =2, akkor My = {(2,0),(1,1),(0,2)} és
va(w) = va(a1, w2) = az0a; + a1 @122+ ag2a.

Most megprobéalunk olyan (y :=x+...) identitashoz kozeli transzforméciot
talalni, amellyel csokkenthetjiik a linearis tag utdn all6 mondémok szamaét,
vagyis amellyel ezt kapjuk:

= f'0)y+Viiioy+...

Ha ezt sikeriil elérniink, akkor egy kidvetkezs transzformécioval az r+1 foku
monémot is megprobalhatjuk eltiintetni, és igy tovabb, mig végiil, ha ezt
minden r esetén el tudjuk végezni az y = f'(0)y alaku egyenletet kapjuk.
Lassuk sikeriil-e ilyen transzformaciot talalnunk. Induljunk ki az alapegyen-
letbdl:
T; = \ix; + Z AmiT™ +Vrp10c+. .. (5.4)
meMy,

és probaljuk meg a kovetkez6 helyettesitést:

yi = x;+ Z b ™, (5.5)
mEMr
amibdl
T =Y;— Z briy™ +0O (’y\rﬂ) . (5.6)
mEMr

A késébbiekben sziikségiink lesz a kovetkezs Gsszefliggésre:

d n . n
axm = Z ﬁmkazm = kz_:lmk)\ka;m—i—O (Jz["1), (5.7)
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igy az (5.5) egyenlet mind két oldalat derivalva kapjuk, hogy

gi=dit Y bmi(m, Na™ + 0|2,
meM;

ehhez pedig felhasznalva az (5.4) Osszefiiggést a kovetkezst kapjuk:
Ji =it Y amia™ Y bi(m, )™+ 0 (Jz]")
meM, meM,
Kovetkezs 1épésként végezziik el az (5.6) helyettesitést, igy
Ji = Ai (yi— > bmz'ym> + > amy™+ Y bmi(m, Ny +0 (|l
meM; meM; meM;

amibdl végiil azt kapjuk, hogy

Gi= Ayt Y i+ D bmiy™ (M, X) = X) +0 (ly[).

meM, meM,
Ha
boi = —— e M,
me AZ _ (m, )\) T
akkor

9 = Ny +0 (Jy|") .

Tehat elértiik a célunk, hiszen az r fokd moném eltiint az egyenlet jobb
oldalardl. Természetesen a by,; egyiitthatd értéke r foku rezonancia esetén
nincs értelmezve. Azon mondémokat, amelyekre az f'(0) matrix sajatértékei
rezonansak, a Poincaré-transzformécioval nem lehet eltiintetni, igy ezek 1j
egyiitthatoi — ha a rezonancia foka r — a transzformacioé utan

Cmi = Qi +bmi (M, X) = N;) m e M,.

T = \ix; + E Cri ™
meM,

alaki egyenletet normal formanak hivjuk, ahol

0 ha miAi 4+ +mpin N
Cmi =
Ui +bmi((m, A) — ;) egyébként.

10
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ahol k € N, k > 1 ekkor a rezonancia feltételt megvaldsito egyenlet
kA1 40X = Ao,
amibdl a rezonancia foka r = k, s igy a rendszer normal formaja:
T = I
To = kxo —I—ax’f ,

ahol a € R. Bér szorosan nem tartozik ide, de a gondolatmenetet folytatva
bevezethetjik az x3:= a;'f , helyettesitést amibdl

il = I
Ty = kxo+axs
T3 = w3,

amely linearis rendszert az eredeti véiltozokra felirva:

:i?l(t) = :El(t)
:i?g(t) = k:l?g(t)—l—(lc:;et.

5.2. Kvazimonomidlis transzformacioé

Az altalanossag elvesztése nélkiil megtehetjik, hogy egyenletiinket az

i =y A+ZA,JHa;ka i=1,...,n (5.8)
7=1

formaban irjuk fel, ahol A € R™*™ & B € R™*™ matrixok, illetve A € R™
vektor. Tovabbéa tegyiik fel, hogy a fenti egyenletben minden moném csak
egyszer szerepel, azaz a B matrixnak nincs két azonos sora. A dinamikai
rendszerek — féként fizikai, kémiai és bioldgiai — igen nagy osztalya felirhato
a fenti alakban.

PELDA: A

M
ZamrX —>Zﬁmr r=1,...,R
m=1

kémiai reakci6 tomeghatas kinetikaju indukalt kinetikai differencidlegyenlete:

R

M
Cm = Z (B(m,r)—a(m,r)) k, H Cg(pm) m=1,..., M.
p=1

r=1

Végezziink el egy kis atalakitast, hogy az (5.8) alaku egyenlethez jussunk,
tehét:

R M

Cm = Cm m,r)—a(m,r))k (p;r)=3pm m=1 M
> (Bm,r)—a(m,r) k[ e s
r=1 p=1



Ez az egyenlet (5.8) alaku, ha az ottani paramétereket a kovetkez&képpen
valasztjuk meg. Egyértelmi, hogy n := M,

M
/\i::Z (68(i,r) — a(i,r)) ky, minden olyan r esetén, amikor H cg(p’r)_éspiz(),
r p:l

viszont azon r esetén, amikor ez nem teljesiil, akkor (j :=1)

Most térjiink vissza a transzformaciéra és végezziik el az
n
Cij C;.
vi= ][, =v,
=1

helyettesitést, ahol C € R™*™ invertalhato matrix. A fenti helyettesités mind
két oldalanak id6 szerinti derivaltjat véve kapjuk, hogy

T1 = (Cn&—i—ClQ&—i-“'—l-Clny_n)yCl'
Y1 Y2 Yn

To = <021£+022%+“'+C2ny_n>y02'
Y1 Y2 Un

itn — <Cn1£+0n2%++crmy_n>ycnv
Y1 Y2 Un

illetve tomorebb forméaban:
x'i:yci‘ ch—j 1=1,...,n.
= Y

Ehhez felhasznélva az (5.8) Osszefiiggést, illetve elvégezve a helyettesitést
kapjuk, hogy

n . m n n Bit
yCi. Z Cz‘j% _ yci‘ /\Z._|_Z Aij H (H ylckz>
ot ' =1

j=1 k=1

Vezessiik be az u valtozot a kévetkezd képpen:

n c
I | yl J —

1i=1 l

n n

n
Bk Cri >k BjkCri
[Tw ™ =TTv""™,
1k=1 1=1



Igy végiil a helyettesitésekkel kapjuk, hogy

Ql /v

Y2 / Y2 — At Au,
Un/Yn

amibdl a végeredmény

=y (CT'A+C0" 4u).

A fenti egyenletet atirva az (5.8) egyenlethez hasonlo formara

. m n B .
gi=y (N A T[w ] i=L...on, (5.9)
j=1 k=1
ahol
N=cCc"'\, A=C7'A, B =BC. (5.10)

Ezzel a transzformécioval az egyenletet a transzforméacioé elGttihez hasonlo
alakban irhatjuk fel, &m koézben azt varjuk, hogy valamilyen médon egy-
szer(isodik, illetve olyan alaki lesz, ami szdmunkra valamilyen szempontbol
elényosebb. A transzformacio tobb lehetséges modjat mutatja be a [2] cikk. A
kvazimonomialis transzformacio az egyenleteket bizonyos feltételek mellett,
bizonyos értelemben szétcsatolja, hogy ez mit is jelent pontosan, ldssuk!

Tegyiik fel, hogy a B maétrix rangja r < n, ekkor nyilvan létezik (n—r)
szamu ¢y € R™ vektor, amelyre fennall, hogy

Bpr,=0 k=r+1,...,n,

ezért legyen
IT‘ Xr

C .= Pr+1 " Pn |,
O(n—r)xr

ahol I"*" egy 7 x r méretd egységmatrix, a O~ ")*" pedig nullmatrix. Az
igy értelmezett C matrixszal végrehajtott transzformécioé utan

B =BC = (Bmxr Omx(n—r)) ,

ami azt jelenti, hogy az egyenletrendszert szétcsatoltuk két részre gy, hogy
az elsé r egyenletben csak az els6 r valtozod szerepel. A megmaradt (n—r)
szamu egyenlet pedig az el6z6ek megoldaséval, és azok behelyettesitésével
egy fliggvényegyiitthatés linearis egyenletté alakul. Tehat a rendszeriinket
sikeriilt szétcsatolnunk egy r dimenziés nemlineéris, és egy (n—r) dimenzios
linearis rendszerré.
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A transzformacié utén az A matrix — a mér fentebb irottak szerint — a
kovetkezdképpen alakul:
A=cA
Most vizsgaljuk meg, hogy a B métrix egyszertisitéséhez konstrualt C' métrix
invertalhato-e? Irjuk fel most

JrXr Frx(n—r)
C= <O(n—r) X7 G(n—r)x (n—r))
blokkositott alakban. Ekkor a blokkok méretének valtozatlansaga mellett:

-1 _ I —FG™!
¢ _<0 ¢ )

Azt kaptuk, hogy a C métrix akkor és csak akkor invertalhatd, ha a benne
1év6 G blokk invertalhato, vagyis akkor és csak akkor, ha det(G)#0. Osszeg-
zésiil irjuk fel, hogyan egyszertisodott, illetve bomlott szét az (5.8) egyenlet
a kvazi monomialis transzformacié végrehajtasaval. Tehat a nemlinearis és a
linearis rész:

m T

. B .

Yi = Y )\;—’—E A;]Hyk]k z:l,...,?”,
7j=1 k=1

m T
B
Ui = Yi )\;‘FE A;ijk]k t=r+1,...,n
=1 k=1

Megjegyz€és : a kvazi-monomiélis transzformacié hasonlo, mint a linearis rend-
szereknél alkalmazott szokasos transzforméciok, amik kilonféle médon egy-
szertisitik az eredetileg felirt egyenletet, illetve olyan alakra hozzak a benne
szerepls paramétereket, amibdl fontos gyakorlati kévetkeztetések vonhatok
le (pl. megfigyelhetség, iranyithatosdg). Ahogy a lineéris esetben is vannak
a transzformaciora invarians paraméterek, igy a kvazi monomialis transzfor-
macional is megfigyelhetiink ilyeneket, mégpedig az (5.10) sszefiiggésbdl a
B, illetve BA paraméterek ilyenek.

5.3. Lotka—Volterra-féle univerzalis alak
Tovabbiakban LV-alak. Az ilyen alaktu egyenleteknek van a legalacsonyabb
fokt nemlinearitasa (kvadratikus).

5.3.1. Transzformacio LV-alakra

A kvazimonomialis transzformécio egy specialis esete, amikor m = n. Ekkor
ugyanis ha az (5.10) helyettesitésben a C' = B!, — ami persze csakis akkor
lehetséges, ha det(B) # 0 — igy

N=B\X A=BA B=1I
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Az ilyen értékekkel rendelkezd (5.9) alaki egyenletet nevezziik Lotka—Volterra
alakinak. Ebb&l mér latszik, hogy a nemlinearitas a transzformécié utén leg-
feljebb kvadratikus lehet.

PELDA:
. 3 3
T1 =121 —T1T573 =T (1—x2x3)
o 2 4 _ 3
To = —To2+ x5 —3THT3 =9 (—1+x2 —33;23:3)
T3 = 2x3 —1—5217133%333—1—332333 =I3 (2—1—5:1713)%:1734-:172) .

Ebbdl konnyen kiolvashato, hogy

0 31 -1 0 0 1
B=|0 10 A=|-3 1 0 A=1-1
1 31 0 1 5 2

A transzformacio elvégeztével az egyenletek LV-alakjat kapjuk, ami tehat:

1 = y1 (=1-=9y +4y2+5y3)
o = Y2 (=1-=3y1+y2)
Uz = y3(—10y1 +4y2+5y3) .

5.3.2. Alkalmazas: az (5.8) egyenlet Taylor-sor alaka megoldasa

Amint azt majd alabb latni fogjuk a Taylor-sor egyiitthatéinak meghata-
rozasa igen nehéz és idGigényes lehet, igy altalaban inkdbb a Runga—Kutta
modszer az alkalmazott metddus. Viszont a Taylor-sor egy nagy elénye az
utébbival szemben, hogy két paraméteren keresztil — a lépéskoz és a ,,csonki-
tas” fokszamanak megvalasztasaval — képesek vagyunk kontrollalni a pontos-
sadgot. Amint azt az [1] cikkben olvashatjuk, egy adott pontossag eléréséhez
létezik olyan (h,p) optimalis par, amelyre a szamitési id6 minimalis. Vi-
szont mi nem erre helyezziik a hangsilyt, hanem a megoldas elGallitasara.
Tekintsiik tehat az (5.8) egyenletet és végezziik el az

i(t) = yi(t)eM!

helyettesitést, ekkor

. : : : e - Bijk
Ui ()M + Ny (1) et = Nya(8) et (1) e Z Ajj H (yk(t)e)‘kt) -,

<

Il
—_
=

Il
—_

amibdl:

. = e B; . .
50 =50 Ay [Jo O i=1n G

ahol



Most vezessiink be egy 1j fliggetlen valtozot:

Yn+1(t) = e'.

Ekkor konnyt belatni, hogy az (5.11) egyenlet felirhat6 az:

m—+1 _ n+1 5
Ui =Yi Z Aij H ykjky
j=1 k=1
formaban, ahol
0 gt
A— Apxm . B= Bixn :
0 Ym
0 0 1 0 0 O
Végezziik el a
n+1

— gij
Zi = yj
J=1

helyettesitést, igy a kovetkez§ alakra jutunk:

m—+1
Zi =z Z (BA)Z'ij.

i=1

Most normaljuk le a t — z;(t) fliggvényeket a nullaban felvett értékiikkel,
vagyis legyen

Zi(t)
i(t) = 5
ekkor
m+1
’[Li = U; Z Miju]',
j=1
ahol

M;; = (BA);;z(0).

Allitsuk el6 az u; fiiggvényt Taylor-sor alakjaban, vagyis

+oo tk
ui(t) = T1Cik
k=0 "
ahol
dk
Cil = @Uz(t) o
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Hatarozzuk most meg a ¢;, egyutthatokat. A fentebb elvégzett normalizalas

miatt az u;(0)=1 barmely i=1, ..., m+1 esetén. Teljes indukcioval belathato,
hogy:
Cio = UZ(O) = 1,
m+1 m+1
cii = wi(0) =u;(0) Y Mijuj(0) =Y My,
J1=1 =1
m+1 m+1
cio = ii(0) = @(0) Y Mijpujy(0)+ui(0) D Mijyij, (0) =
Jj2=1 Jo=1
m—+1 m—+1 m+1 m+1
= (D0 My, | [ DD My |+ Mi, | > My,
51=1 J2=1 J2=1 =1
m+1 m+1 m+1 m+1
= D Migy 3 Mip+ ) My, ) My =
Ji1=1 J2=1 Ji1=1 J2=1
m+1m+1
= D) My (M, + Mj,5),
J1 72
m+1 m+1
ik = Yy My (Mg My jp ) (Mg + My jg + M) +- -+

_l’_

Ji Jk
(Mijk + Mjljk + Mj2jk +oet Mjk—ljk)’

5.3.3. Alkalmazas: LV-alak, mint hianyos kvadratikus egyenlet

Tegyiik fel, hogy az egyenletiink méar LV-alaki, ekkor igy is irhatjuk:

n
LL’Z:LZ'ZE a,-jxj—kxiﬁ,- 1=1,...,n
J=1

ebbdl konnyen leolvashato, hogy a (4.1) egyenletben szereplé paramétere-
ket, hogyan kell megvalasztanunk, hogy alkalmazhassuk az ott bemutatott
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modszert. Tehat:

0 0 - 0 it o - 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 ai(i—l) 0 0 0
1
Aj = 5 Q51 G52 Q4(i—1) 2av; Q4 (i41) Qin—-1) in |
0 0 0 ai(i—l—l) 0 0
0 0 -+ 0 Qupay 0 - 0 0
0 0 - 0 in 0 -~ 0 0

b ==(0,...,0,5,0,...,0), ¢:=0.

Most végezziik el az w-val vald beszorzést, ekkor:
1
aij:5(wi+wj)(04ij+04ji)=(wi+wj)aij, b =(w1B1, w22, ... ,wnfB), c=0.

Igy mar alkalmazhato a 4. fejezetben targyalt modszer, azzal az egyszertsi-
téssel, hogy a ¢ = 0.

6. Painlevé-analizis

Ebben a fejezetben a felrobbanas egzisztencidjanak és lokalizdlasanak kér-
dését, a megoldas idébeli szingularitasanak, illetve az eredeti rendszer egy
transzformaéltjanak fix pontjainak vizsgalatara vezetjik vissza. Ezért révid
attekintést adunk a fix pont koriili lokalis analizisr6l, melynek analégiajara
fogjuk bevezetni az idébeli szingularitasok analizisét, azaz a Painlevé anali-
zist. Az analdgia egyszerti, ahogy a megoldasok a fix ponthoz kozelednek, ugy
lokalisan kiilénbo6z6képpen viselkedhetnek, amit a lokalis analizis segitségével
tudunk vizsgalni. Ennek megfelel§en a megoldasok az idGbeli szingularita-
sok kozelében is kiilonbozéképpen viselkedhetnek, amihez pedig a Painlevé
analizis ad megfelel apparatust.

6.1. Fix pont koriili lokalis analizis

Igen régrol és jol ismert, jol kidolgozott elmélet, a kozdnséges differencial-
egyenletek elméletében a fix pont koriili lokélis analizis. Errél adunk most
egy rovid attekintést, részletes targyalasa a [4] konyvben talalhato. Tekintsiik
az

T=fox
differencidlegyenletet, ahol f € C(R"). Az egyenlet fix pontjanak? azokat a
pontokat hivjuk, melyekre x; € R™, f(x;) =0 teljestil. A tovabbiakban elég,

2Szokasos elnevezések még az egyensilyi, vagy stacionarius pont.
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ha az origét tekintjiik fix pontnak, hiszen az y := x — xj, transzformacioval,
az xp € R" fix pont az origbba tolhatd el, azaz

d
T = a(er:Ek) = fo(y+azp) = fou.

Az egyenlet jobb oldalat felbonthatjuk két — egy linearis, és egy nemlinearis
— részre, vagyis

f = flin+fnlin = f/(0)$+0 (‘|$||2) ’

melybdl a linearis részt megtartva, az egyenstlyi pont valamely kornyezeté-
ben jo kozelitéssel helyettesithetjiik az eredeti egyenletiinket, vagyis az

= f'(0)z

linearis egyenlet megoldésa az origé valamely kornyezetében jo kozelitéssel
irja le az eredeti egyenlet megoldasat. Az f/(0) spektruméat vizsgalva ko-
vetkeztethetiink az origd stabilitdséara, illetve a megoldas viselkedésére az
origbhoz kozeledve. Legyen

U(f,(o)):{)\la)‘27"'7)‘n}7 )‘lg)\QSS)‘na

ahol a < rendezési relacié a komplex szamok korében, azok valds részein
értelmezett szokasos relacio. A megoldas felirhato az origd kortil, lokalisan a
kovetkezd alakban:

2(t) = P (C1eM, G, Cret), (6.1)

ahol P egy hatvanysor, melynek argumentumaban ¢-beli polinomiélis egytitt-
hatok szerepelnek, és Cy, Ca, ..., C,, allandok. Irjuk fel az origo koriili 1, (0)
instabil sokasagot, amit tgy kaphatunk meg, hogy a (6.1) sorban C; := 0,
minden olyan i esetén, amelyre Re (\;) <0,i=1,...,k <n, ekkor tehat

zu(t) = Py (C’ke)‘kt, o ,C’neA"t> _

+00 n
= Yty e () =3 Ny,
li|=1 j=k

ahol i € R*, tovabba az indexekben 16v6 u az angol unstable sz6 roviditése,
igy az instabil sokasaghoz tartozé megfelels értékeket jelzi.

6.2. Szingularis hely koriili lokalis analizis

cz oz

gularis hely koriili analizist. Tekintsiik ismét a kovetkezd differencidlegyenle-
tet:
T = foux,
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ahol f € C(R™). Bontsuk fel a jobb oldalt
f=g+h

részekre ugy, hogy az x(t) := a(t —t,)P helyettesitéssel, ahol az a(t —t.)P
vektor i-edik komponense a;(t —t,)P%, teljesiiljon a g fliggvényre, hogy

&=gox, vagyls parP = glat?),

ahol 7:=t—t, és a,p € C", |a| # 0, és természetesen itt a vektorok kozotti
szorzas komponensenként értendd. Tovabbé, h legyen olyan, hogy

h(7P)

r—0 7P~1

=0.

Vezessiik be a tovabbiakban fontos szerepet jatsz6 Kovalevszkaja expo-
nenseket meghatarozo matrixot, ami a kovetkezSképpen definialhato:

K= g/(Oé) _dia‘g(plup27 o 7pn)

6.3. Painlevé tulajdonsag és teszt

Egy t. szingularitashoz megfelel egy (a, p) par, ekkor lokalisan létezik a meg-
oldast leir6 sor, a kovetkezs formaban

x(t) =7PP (C17PY, CotP?, ..., Cpyr 7)) | (6.2)

ahol P egy olyan hatvanysor, melynek argumentumaban log(7)-beli poli-
nomidlis egyiitthatok allnak, illetve a p; kitevék a megfelels (a, p) parhoz
tartozo Kovalevszkaja exponensek i =1, ... n, kiegészitve a p,11 := q érték-
kel, ami a h nem dominéns részre jellemz6 érték, (amit a 6.4. fejezetben
értelmeziink). Egy rendszer, akkor rendelkezik Painlevé tulajdonséggal, ha
az altaldnos megoldésa egyértéki, azaz a szingularitasai koriil Laurent-sorba
fejthetd.

Ha az el6z8 alfejezetben targyalt instabil sokasdghoz hasonloan a (6.2)
sorban csak a pozitiv valos részi kitevéket vessziik, vagyis minden olyan
C;:=0, melyre Re (p;) <0,i=1,...,n+1, akkor a kovetkezst kapjuk:

xy(t) = TPPR, (CprP*, ... Cpypr7imtt) = (6.3)
+oo ' . n+1
= 77| a+ > allog(n) (CU)' 70D ) (0% d) = pij,
li|=1 j=k

ahol i € R¥ és az indexben szerepl u szintén azt jelenti, mint ezeldtt.

A Painlevé teszt egy olyan eljaras, amely sziikséges feltételt ad a Painlevé
tulajdonsag meglétére, ami a tovabbi vizsgélatokban jelent6s tulajdonség
lesz. Harom lehetséges eset all fenn:
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¢ Painlevé teszt: minden 7 esetén c¢; konstans fiiggvény, valamint p; € Z
és pj N, j=k,...,n+1, ekkor a (6.3) sor Laurent-sor.

¢ Gyenge Painlevé teszt: minden i esetén ¢; konstans fiiggvény, valamint
pi,pi €Q, j=k,...,n+1, ekkor a (6.3) sor Puiseux-sor.

o Pszi-sor: a (6.3) sor akkor Pszi-sor, ha a ¢; fiiggvény log(7)-beli po-
linom, tovabba p;, p; € C, ekkor a rendszer nem rendelkezik Painlevé
tulajdonsaggal.

6.4. Transzformalt rendszer

Most bevezetiink egy olyan transzformaciot, amellyel az eredeti egyenletet
egy Uj egyenletté transzformalva, annak fix pontjai lesznek az eredeti egyenlet
szingularis helyei, vagyis ezéltal a transzformaci6 altal fogjuk visszavezetni a
szingularis hely koriili vizsgalatot, fix pont koriili analizisre. Tehat, tekintsiik
a

T: (x(t),t) = (X(s),5)

transzforméaciot, ahol s :=log(t —t.) = log(7), amit a kovetkezd formaélis
helyettesitéssel hajtunk végre:

z(t) = arPX(log(r))

T = e

ekkor a transzformaélt rendszer az

XézF’io(Xla"')X’n-i-l)) i:l,...,n

X/ = FOX , ] .
n+l — an—i—la mivel Xn+1(s) = 4%,

Az X,+1 bevezetése nem minden esetben sziikséges. Léassunk két egyszert
példat, hogyan is miikodik ez a transzformacié. ElGszor tekintsiik az
T=2x

egyenletet. Ebben az esetben g := 2, illetve h:=0, amibsl p= —1,a = —1
igy az x(t) := —771 X (log(7)) transzformaciot alkalmazva

i(t) = 72X (log(r)) — 72X (log(r)) = 772X (log(7)),

amibdl a transzformalt egyenlet:

X' =X1-X).
A maésodik példa legyen az
i‘l = l‘%+3l‘1
i‘Q = 2:E1:E2—$1
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egyenletrendszer. A jobb oldal két részre bontasaval, igy

2
[ x ([ 3x
9= <2$1$2> ’ hi= <9l‘2> '

Amibdl az (o, p) parra a

m—1 = 2p

p2—1 = pi+p2
oy = Oé%
peay = 20109

egyenletek irhatoak fel, amibdl az egyik lehetséges megoldas:
a=(-11), p=(-1,-2).

Tovabba nézziik meg, hogy a h fliggvényre is teljesiil-e a megfeleld feltétel:

h(TP1)
b (7P TPl
lim ](Dil) — lim — lim <ST> —0,
T—0 T T—0 h(sz) 7—0 T
Tp2_1

vagyis a h valoban nem dominéns rész, legalabb is az (o, p) par altal meg-
hatarozott szingularitas megfelelé kérnyezetében. Most hajtsuk végre az

z1(t) = —771X(log(r))

zo(t) = 72Xo(log(T)),
ebbdl

X! = X1 -X?4+3X3X,

X} 2X5 +2X1 Xy — X2 X,
X, = Xs.

6.5. Painlevé teszt és az instabil sokasag

Most, hogy megkonstrualtuk a transzformalt rendszert, ezen elvégezhetjiik a
lokalis fix pont koriili vizsgalatot. A transzformélt rendszernek legalabb két
(trivialis) fix pontja van, mégpedig Xg=0 és X, = (a1, ag,...,a,,0). Az elsd
fix ponthoz tartozo

o (F'(X0)) ={~p1,—p2,- -, —Pn: ¢}

sajatértékek megadjak a p vektor komponenseinek ellentettjének és a ¢ érté-
két, amik egyszertien az (a,p) par altal meghatarozott szingularis megoldas
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exponenseli, illetve a (szingularitas valamely kornyezetében) nem dominéns
tagot jellemzd q. A mésik, azaz az X, fix ponthoz tartozo

o (F'(X.) ={p1,p2,- - pnsq}

sajatértékek, — amik mar sokkal érdekesebbek — megadjak az eredeti egyenlet
Kovalevszkaja exponenseit, illetve ezt kiegészitve a nem dominéans részt jel-
lemzé ¢ allandot. Irjuk fel a transzformalt egyenlet X, fix pontjahoz tartozo
W, (X.) instabil sokasagot, tehat

Xu(S) = Pu (Ckespk7 . ’Cnesanrl) _

+o00
= Xot ) ci(9)e” D Re(p)>0,i€{k,...,n+1}.
li|=1

Térjlink at az eredeti valtozokra:

+oo
ru(t) =77 | a+ Y c(log(r))r? 9 | . (6.4)
li|=1

Ez a lokéalis sora a transzformaélt rendszer X, fix pont koriili instabil sokasaga-
nak, ami az eredeti rendszer (o, p) parja altal meghatarozott megoldasanak
Pszi-sora. A (6.4) sor annyi tetszéleges allandot tartalmaz, amennyi pozitiv
Kovalevszkaja exponens van az X, fix ponthoz tartozo sajatértékek kozott,
plusz még egyet, ami a t, szingularitds helyének feleltetheté meg, a kezde-
ti értéktdl fiiggben. Ha a rendszernek n—1 pozitiv Kovalevszkaja exponense
van, akkor a (6.4) sor az eredeti egyenlet formalis, altalanos megoldasat adja,
természetesen csak megfelel konvergencia tartomanyon.

A Painlevé tulajdonsiggal rendelkez6 rendszereket integralhatd rendsze-
reknek nevezziik, amely masképpen azt jelenti, hogy a rendszer megoldéasa-
nak idgbeli szingularitasai koriil, az Laurent-sorba fejthets. A Painlevé teszt,
mely sziikséges feltételt ad ennek a tulajdonsig meglétére, az alabbiakban
foglalhat6 Gssze:

1. Allitas. Ha az @ = f(z) rendszer rendelkezik Painlevé tulajdonsdggal, ak-
kor ennek a rendszernek az dsszes transzformdltjdra teljesil, hogy

o Az X, és Xo fix pontokhoz tartozd sajdatérték egész.
o Az X, ponthoz tartozé Jacobi mdtric SEMI-SIMPLE
o A transzformdlt rednszer formdlisan linearizdlhato az X, fix pont koril.

Most foglaljuk Ossze, hogy milyen 1épéseket is kell elvégezniink egy rend-
szeren, hogy meg tudjuk rendelkezik-e a Painlevé tulajdonsaggal (sziikséges
feltételek):
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. El6szor is keressiik meg az sszes lehetséges (o, p) part, majd ellendriz-
ziik, hogy p € Z" teljesiil-e, minden parra.

II. Végezziik el a T': (z(t),t) — (X (s),s) transzforméaciot.

ITI. Végiil a transzforméalt rendszernél ellendrizziik, hogy minden nem nul-
la fix pontja koriil formalisan linearizidlhaté-e, azaz a lokalis normal
forméja lineéris-e.

6.6. A Pszi-sor konvergenciaja

Tehat tekintsik ismét az
&= f(z)

rendszert, ahol f € C(R"™), tegyiik fel, hogy az (a, p) par hiperbolikus vagyis,
az ehhez a parhoz tartozo Kovalevszkaja exponensekre fennall, hogy Re (p;) # 0,
barmely ¢ =1,...,n esetén. Tovabba tekintsiik a

+00
U(r)=7"a+ Z ¢i(log (7)) (P")
li|=1

Pszi-sort. Ha a transzformalt rendszer instabil sokasigénak sorba fejtését
tekintjiik, vagyis a

+00
Xu(s) = X* + Z ci(s)e([)“,i)s’
jil=1

Osszefliiggést, akkor a Pszi-sor konvergencidjanak kérdését egy exponencialis
hatvanysor konvergencidjara vezettiik vissza, amikor s — —oo.

3. Tétel. Tekintsiik az & = f(x) rendszert, és az ehhez tartozé («,p) hiper-
bolikus pdrt, tovabbd legyen a t. szingularitds korili lokdlis ¥ (t,C*") Pszi-sor,
C" tetszdleges dllanddkkal. Ekkor létezik € > 0, és a € R gy, hogy 0 < a <
<Re(pi), mindeni=k,... ,n+1 esetén, tovdibbd § >0, hogy |a| <0, [t—t.|<e
és M € R, hogy

|V (t,a)| < M|a|Te.

6.7. A felrobbanéas vizsgalata

A dolgozat bevezets szakaszaban mar ismertettiik a felrobbanés fogalmaét,
azonban még egy aprosagot — noha trivialis — nem art megemliteniink. Még-
pedig a felrobbanés bekovetkezhet elére tartd idében és hatra-felé halado
id6ben is, bar az utobbinak nem sok gyakorlati jelent&sége van, ezért a to-
vabbiakban eldre halad6 (azaz pozitiv) id6ben vizsgalodunk, de zarojelben
a negativ idére vonatkoz6 allitast is kozoljik.
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A kovetkezd tétel el6tti eszmefuttatas nem tul hossza, és nehéz hiszen
minket altaldban a valos idejii események érdekelnek, igy j6 okunk van fel-
tételezni, hogy t. € R szingularitdshoz o € R paraméterek tartoznak, tehat

4. Tétel. Tekintsiik ismét az & = f(x) rednszert, és tegyik fel, hogy a rend-
szerhez tartozik (o, p) par (k—1) pozitiv Kovalevszkaja exponenssel (igy, hogy
a ppt1 = q értéket nem vesszik ezek kizé) és legyen B = a(—1)P. Ekkor, ha
BER™ (a € R") létezik a kezdeti értékeknek egy k dimenzids SE sokasdga,
amely elére (hdtra) haladé id6ben felrobbandshoz vezet.

Abban a specialis esetben, amikor a rendszernek az («, p) parhoz (n—1) po-
zitiv Kovalevszkaja exponense van, akkor 1étezik a kezdeti értékek egy nyilt
halmaza melybdl a megoldéast inditva véges idejid felrobbanas kovetkezik be.
Ha vannak olyan Kovalevszkaja exponensek, melyek valos része nulla, akkor
ez azt jelenti, hogy a transzforméalt rendszer fix pontja nem hiperbolikus,
tehat a vizsgalathoz nem elég csupan a linearis analizis. Azonban megvizs-
galhat6 a felrobbanés bekiovetkezése a rendszer egy részén, mégpedig tegyiik
fel, hogy van [ nulla és (k—1) pozitiv valos részii sajatérték, ekkor létezik
m > k+1 dimenzidja Sy* sokasag, melybdl a megoldast inditva, felrobba-
nés kovetkezik be. S6t a kezdeti értékeknek azon halmazanak helyét is meg
tudjuk hatarozni, amelybdl a megoldast inditva felrobbanas kévetkezik be.
A helyét itt agy értve, hogy melyik orténs, melyet az alabbiakban O jellel
fogunk jel6lni.

5. Tétel. Tekintsik az & = f(x) rendszert, és legyen S(])€ az a sokasdg mely-
bol inditva a megolddst felrobbands kévetkezik be, tovdbbd legyen Ogign(g)
(Osign(a)) a2 az ortdnsa a térnek melyet a 3 (o) vektor komponenseinek eldje-
le hatdroz meg. Ekkor az az ortdans, ahonnan a megolddst inditva elére (hdtra)
haladé 1dében felrobbands kovetkezik be az, amelyre Ogign(g) OS(]]“ # 0, illetve

Osign(a) N Sg 7& 0.

7. Ljapunov-fiiggvény
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A. Fiiggelék

A dolgozatban el&fordulé szamitasi példakat, altalaban sajat kezileg irt Mat-
hematica program segitségével dolgoztam ki. Az alabbiakban ezen programok
kodja all.

Kvazi-monomialis transzformacio

<< LinearAlgebra‘MatrixManipulation®

B = {{2, 2s 0’ 2}, {1s 3s 1: 2}, {1, 2: 1: 3}};
A = {{1: 2: 5}a {1’ 4, _1}: {O: O: _8}, {2, _15 O}}’
\ [Lambda] = {1, 2, 1, -13};

{m = Dimensions[B][[1]],
n = Dimensions[B][[2]],
r = MatrixRank[B]};

If[
MatrixRank[B] == n, Cm = IdentityMatrix[r], Cm = AppendRows[
AppendColumns [
IdentityMatrix[MatrixRank[B]], Table[0, {i, 1, n - r}, {j, 1, r}]
], Transpose[NullSpace[B]]
]
]

At = Inverse[Cm].A;
Bt = B.Cm;
\ [Lambdal]t = Inverse[Cm].\[Lambda];
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