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1. Incidenciamétrix

Definicié [iranyitott graf incidenciamatrixa] Legyen D = (V, A) iranyitott
graf, ahol V =1,c és A = 1, m. Ekkor a c-szer m-es

1, ha i,
Lik=19 +1, ha 5
0, kiilénben

I matrixot a D incidenciaméatrixanak nevezzik.

Tehét az incidenciamatrix minden oszlopa egy élhez tartozik. Minden osz-
lopban egy +1-es és egy —1-es szerepel, a tobbi helyen nullak. Minden sor pedig
egy csucshoz tartozik. Ha az i-edik cstcsbol megy ki a k-adik él (vagyis k tove
éppen i), akkor I; , = —1. Ha az i-edik csticsba megy be a k-adik él (vagyis k
feje éppen 4), akkor I; , = +1. Ha az i-edik cstcs se nem tove, se nem feje a
k-adik élnek, akkor I; ; = 0.

Allitas Az I oszlopai linearisan Gsszefiiggenek < D-ben van (nem feltétleniil
iranyitott) kor.

Bizonyitas “<” Tekintsiink egy kort (ami nem feltétlentl irdnyitott, azaz nem
feltétlentil allnak jo iranyba a nyilak). Valasszuk ki az incidenciamatrixnak azon
oszlopait, melyek ehhez a korhoz tartoznak. Vélasszunk egy referenciairanyt a
korén (mondjuk oramutato jarasanak megfelelGen). Tekintsiik a kivalasztott
oszlopoknak azt a linearis kombinaciojat, ahol az egyiitthatoknak +1 és —1 az
értékei, +1 akkor, ha az él a referenciairanynak megfeleléen all és —1 akkor,
ha az él nem a referenciairanynak megfelelen all. Gondoljuk meg, hogy ez a
linearis kombinéci6é az R°-beli nullvektort adja.

“=7 Tekintsiik az oszlopok egy olyan linearisan Osszefiiggs részhalmazéat,
amely minimalis abban az értelemben, hogy annak barmely részhalmaza mér
linearisan fliggetlen. Tekintsiik a kivalasztott oszlopoknak egy nemtrivialis
linearis kombinaciojat. Ebben a minimalis valasztasnak koszonhetGen minden
egytitthaté nemnulla. Vagyis ha példaul I; , # 0 (azaz ¢ vagy a tove vagy a feje
k-nak; k masik végpontjat jelolje j;), akkor kell lennie olyan k' élnek, aminek
feje vagy tove szintén i (k' masik végpontjat jelolje jo):
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J1—= 1= ]J2
A jo csticsbol hasonld okokbol szintén tovabb lehet menni. Az eljaras foly-
tatasaval el6bb-utébb visszaériink egy olyan csticsba, ahol méar jartunk, és ezzel
megvan a keresett (nem feltétleniil irdnyitott) kor. Az is konnyen lathato, hogy
valojaban minden kivalasztott élnek szerepelni kell a korben (ez is a minimal-
itasi tulajdonsag miatt van igy). O



Jelolje £ a D graf Osszefliggd komponenseinek szaméat. Jeldlje ¢, illetve m,,
az r-edik komponensben levs cstcsok, illetve élek szamat (r € 1,4).

Ko6vetkezmény rankl =c—/

Bizonyitas A rang egyenl$ az incidenciamétrix oszlopainak egy maximaélis
linearisan fiiggetlen részhalmazanak elemszamaval. Az el6z6 allitas szerint ehhez
olyan élhalmazt kell tekinteni, mely nem tartalmaz kort. Tehat minden Gssze-
fligg6 komponensben egy feszité fat kell venni. Ismert, hogy egy ¢, cstcsu fa
éleinek szama ¢, — 1. Ezért Zﬁzl(cr —1) = ¢— ¢ az incidenciamatrix rangja. [

Az incidenciamatrix blokkdiagonalis alakja:

o --- 0
o I2 .. 0

1= . . ) e R er)x (X, mr)
o o ... Tt

Az incidenciamatrix egy méasik blokkos alakja:

I=[I,I,... 1) € R*E,m)

Allitas ranl = {v € R® | vy, 11 + VN, 42+ + VN, 1e, = 0 minden r € 1,7},
ahol N, =Y ¢; (r € 1,7).
Bizonyitas ¢ = 1l-re bizonyitunk, tetszéleges f-re az incidenciamatrix blokkdi-

agonalis alakjanak segitségével konnyen latszik a bizonyitandé. Legyen tehét
¢ = 1. Mivel az incidenciaméatrix sorainak &sszege az R™-beli nullvektor, igy
ran I része az R°-beli csupa egyes vektorra mergleges altérnek (ami ¢ — 1 dimen-
z10s). Masrészt az el6z8 kovetkezmény miatt dimran I = ¢— 1, igy a két szoban
forgd altér meg kell, hogy egyezzen. O

2.  Aramok

Legyen D = (V, A) iranyitott graf és T C V. Legyen
Asout(T) ={(i,j) € A | i €T,j € V\T'} T-t elhagyo élek halmaza
Asin(T) ={(i,j) € A| i € V\T,j € T} T-be beléps élek halmaza

Legyen y : A — R tetszoleges fiiggvény. Legyenek

STy = > y(ing)

(4:3)€Asout (T)

sy = S yig)

(ivj)EA(sin (T)



Definicié [4ram| Legyen D = (V, A_) irdnyitott graf. Az y: A — R fliggvényt
aramnak nevezziik, ha 09" ({i}) = 0;"({i}) minden i € V esetén. (A feltételt
szokas megmaradéasi szabalynak nevezni.)

Gondoljuk meg, hogy ekvivalens definiciéhoz jutunk, ha a megmaradéasi sza-
balyt az alabbi formaban koveteljiik meg:

out _gin : 2
6;""(T) = 6,"(T) minden T' C V' esetén.

Vagyis az y : A — R fliggvényt akkor nevezziik &ramnak, ha minden csics e-
setén az adott csucsba befuto élekhez rendelt y értékek 6sszege éppen megegyezik
a cstcsbodl kimeng élekhez rendelt y értékekkel. “Ami befolyik, az kifolyik.”

Elképzelhet§ ez tigy is, mint ha a graf egy valodi vizvezetékhalézat lenne, az
élek vizvezetékesoveket reprezentalnak, a csticsok pedig ezen csévek talalkozasat.
A csovekre irt y értékek azt jelzik, hogy az adott csévon egységnyi id6 alatt
mekkora vizmennyiség folyik at. Természetes kovetelmény, hogy minden csomo-
pontban teljesiiljon a megmaradési szabaly, vagyis hogy ugyanannyi viz folyjon
be egységnyi id§ alatt, mint amennyi kifolyik.
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1. 4bra. Példa aramra

Allitas Legyen D = (V, A) iranyitott graf. Legyen y : A — R tetszleges
fliggvény. Ebbdl az y-bol képezziink egy m koordinataja y vektort, mégpedig
ugyanugy tegyiik sorba y értékeit, mint ahogyan az incidenciaméatrix oszlopai
megfelelnek az éleknek. Ekkor y pontosan akkor dram, ha y € ker I.

Bizonyitas Trivialis. Gondoljuk meg! a ]

Nevezziink egy aramot pozitivnak, ha y(,j) > 0 minden (z,7) € A esetén.

Allitas Legyen D = (V, A) iranyitott graf. Ekkor pontosan akkor létezik D-n
pozitiv dram, ha annak minden &sszefliggé komponense erésen Gsszefliggd.
Bizonyitas “=" Tegylik fel, hogy van pozitiv aram D-n. Legyen D' = (V' A’)
egy Osszefliggs komponense. Ha ez nem erésen Osszefiiggs, akkor létezik T C V7,
hogy Asout (T) = () és Asin (T) # 0 (vagyis a két cstcshalmaz kozott csak az egyik
iranyban futnak élek). Gondoljuk meg, hogy erre a T halmazra nem teljesiil a
megmaradasi szabaly!



“<” Tegylik most fel, hogy D minden komponense erésen 6sszefiiggs. Ha
adott egy iranyitott kor, akkor ahhoz természetes médon hozza tudunk rendelni
egy aramot. Mégpedig tgy, hogy a konkrét iranyitott kor éleihez 1-et rendeljen
y, mig az Gsszes tobbi élhez 0-t. Fejezziik be a bizonyitést azok felhasznélaséaval,
hogy a komponensek erds Osszefiiggésége miatt minden élen at megy iranyitott
kor, és hogy aramok osszege aram! O

Latni fogjuk, hogy a reakciorendszerek vizsgalatakor kiilonGs szerep jut a
pozitiv aramoknak. S6t, az olyan pozitiv aramok fognak minket igazén érdekelni,
amik egy extra tulajdonsagot is teljesitenek. Azt méar tudjuk, hogy milyen graf-
tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy létezzék a grafon pozitiv dram (nevezetesen
minden komponensnek erdsen Osszefiiggének kell lenni). A kovetkezd tételbél
kideriil, hogy az erésen Osszefiiggs grafokhoz mindig van olyan pozitiv aram is,
amely a kivant extra tulajdonsagot is teljesiti. S&t, a tétel bizonyos értelemben
leirja az Gsszes olyan aram szerkezetét, amik teljesitik a kivant tulajdonsagokat.
Elébb azonban kévetkezzen egy egyszert linearis algebrai allitas, melyet a tétel
bizonyitésa soran fel fogunk hasznalni.

Allitas Legyenek u,v € R linearisan fiiggetlen vektorok. Ekkor span{u,v} ¢
(RZ, URZ). (Jeldlje RY, a —R%, kipot.)
Bizonyitas Konnyti. Gondoljuk meg! O

Tétel Legyen D = (V, A) erGsen Osszefiiggs iranyitott graf. Legyen x: A —
R, tetszsleges fiiggvény. Ekkor létezik y : A — R pozitiv dram, amelyre

y(l7]1) _ y(l7j2)

I'i(i,j1> K(i,jz)

teljestil minden (4, j1), (¢, j2) € A esetén. (Ha tehat egy cstucsbol tébb €l is indul
ki, akkor van ez a feltétel.) S&t, az ilyen y lényegében egyértelmii (elég egyet
venni, és annak pontonkénti pozitiv skalarszorosai kiadjak az Osszeset).
Bizonyitas Legyen ¢ € V. Jelolje ¢; az i-bdl indulo élek szamat (¢; =
|Agout (7)]). Ekkor ¢; — 1 homogén linearis feltételiink van az i csicsban a k-
kbol. Osszesen Y,y (t; — 1) = (X,cy ti) — ¢ = m — c feltétel a r-kbol. Plusz
még c feltétel abbol, hogy y-nak aramnak kell lennie. Ez Gsszesen m homogén
linearis feltétel az m ismeretlenre. Mivel az I sorainak 6sszege a nullvektor, igy
van nemtrividlis y, ami a pozitivitast leszamitva minden feltételt teljesit.

Most belatjuk, hogy a pozitivitast leszamitva minden feltételt teljesité megol-
dasnak minden koordinatéja azonos elGjeli. Legyen y egy megoldas. A k-s
feltétel miatt az egy csicsbol indulé éleken azonos elGjeliek y értékei. Emiatt
értelmes az alabbi:

Vo ={ieV |y(ij) <0 olyan élekre, melyeknek tove i}

Vo ={i € V| y(i,7) = 0 olyan élekre, melyeknek tove i}
Vi={ieV |y j) >0 olyan élekre, melyeknek t6ve i}



Tegyiik fel, hogy V_ # 0 és Vo UV # (). Mivel D erGsen Osszefiiggs, ezért
Agout (V) # 0. Ekkor

0> 8o (Vo) = 6 (Vo) = 60 (Vo U V4) > 0,

ellentmondés.

Tehat V_ = () vagy VoUV, = 0. Ha VoUV, =0, akkor V =V_. Ha V_ = {),
akkor V = Vo U V.. Az el6z6hoz hasonloan kapjuk, hogy sziikségképpen Vo = ()
vagy Vi = 0.

Kapjuk tehat, hogy van csupa pozitiv koordinataja megoldés is. Az egyér-
telmiség a tétel eltti allitasbol azonnal kovetkezik. O

Legyen most D olyan graf, melynek lehet tobb Gsszefliggé komponense is, és
mindegyik komponens erésen sszefliggé. Ekkor az el6z6 tétel alapjan lathato,
hogy ilyenkor is létezik a kivant tulajdonsagi aram. Az Osszes ilyen pedig
megkaphato gy, hogy vesziink egyet, és ennek az érétkeit komponensenként
megszorozzuk egy tetszdleges pozitiv szammal.



