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A matematika szamos agaban bukkan fel és tolt be fontos szerepet az n nemnegativ
egész szam faktoridlisa, melyet pozitiv egész n-ekre az

nl=1-2-3-...-n

Osszefiiggés definial, 0! értéke pedig megallapodas szerint 1. Cikkiink célja, hogy az n!
kifejezést egyszertibb, az analizis szempontjabol konnyebben kezelheté mennyiségekkel be-
csiiljiik meg, illetve ismertessiik a nagysagrendjére vonatkozo legfontosabb kozelitéseket.
A cikk tovabbi részében n mindvégig pozitiv egész szamot jelol.

Kiindulasul tekintsiik a Négyjegyt fiiggvénytablazatban is szereplG
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e
osszefiiggeést, ahol szokas szerint e (/= 2.71828) jeldli a természetes logaritmus alapszamat.
A fenti képlet — mely Stirling-formula néven ismert — aszimptotikus becslést fejez ki, ami
azt jelenti, hogy n! értéke ,nagy" n-ekre koriilbeliil" (2)"+/2mn. Precizen ezen azt értjiik,
hogy az
n!

(ﬂ)n 2mn
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képlettel definialt sorozat hatarértéke n — +oo esetén 1. Ahhoz hogy képet kapjunk
a formula lényegérdl, érdemes néhany n-re megvizsgalni n! és (g)n V2mn egyméshoz vi-
szonyitott értékeit. (Az itt felléps elképesztGen nagy szamokat szemlélteti a cikk végén

szerepld 4. Megjegyzés.)

n n! (n/e)" V2mn ay,
1 1 0.9221 1.08444
2 2 1.919 1.04221
3 6 5.836 1.02806
10 3628800 3598695.6 1.008365
100 9.33262 - 107 9.32484 - 1017 1.0008336
1000 | 4.02387-10%°°7 | 4.02353 - 10%°7 | 1.00008333
10000 | 2.84625 - 10%°%%9 | 2.84623 - 103°%°Y | 1.000008333




Konkrét n-ekre azonban a Stirling-formula semmit sem mond n! nagysagarol, ezért
szeretnénk minden pozitiv n-re érvényes also- és fels6 becsléseket nyerni.

Nemrégiben Pfeil Tamds az alabbi egyenlGtlenséget bizonyitotta be:
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Bizonyitasaban az a szép, hogy teljesen elemi eszkozoket hasznal — csupan elemi egyen-
I6tlenségeket és a binomialis tételt. Té6le fiiggetleniil sikeriilt a szerzének a valamivel

élesebb '
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egyenlGtlenséget bebizonyitania, &m a bizonyitas elemi volta elveszett: a felsG becslés
ugyanis derivalast hasznal, az alsé becsléshez pedig egy integralt kellett kiszamitani.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy még erésebb eszkozokkel, nevezetesen derivalassal
és a Stirling-formula felhasznalasaval (melynek bizonyitasa hosszadalmas és szintén nem
elemi) ezen egyenlétlenségek tovabb javithatok, és meg is adjuk a,, legélesebb also- és felsd
korlatjat, azaz megkeressiik a legnagyobb c; és a legkisebb ¢ valos szamokat, melyekre
minden n € NT esetén
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A bizonyitas az alabbi észrevételen mulik.
Allitas. Az a, sorozat szigorian monoton fogyd.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a, > a,y1 (n > 1), azaz (mivel minden mennyiség

pozitiv) o > 1. Ez ekvivalens a kovetkezGkkel:
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1< - . = =
(2)" V2mn (n+1)! n™y/n(n + 1)ert!

n"t2(n+ 1)e e

n

Dt (n+1) 1 1\ "2
_(n+ 1) 2(n+1) (1+ ) |

n 1 . . .
vagyis az e < (1 + %) A egyenlGtlenséget kell igazolnunk. Kész lesz a bizonyités, mihelyst

1
megmutatjuk, hogy az (1 + %)HQ sorozat szigortian monoton fogyd, hiszen az e szam



1
definici6ja folytan lim, .o (1 + %)"Jr? = lim, oo y/1+ 2 (1 + %)n = 1-e, és szigortian
monoton fogyo6 sorozat minden tagja nagyobb a sorozat hatarértékénél.

n 1 T 1 . . . .
Az (1 + %) "3 sorozat helyett az x — (1 + %) i fiiggvényt vizsgalva derivaltjara

@;)”5 (s by i)

adodik (itt In jeloli a természetes alapu logaritmust). Elég tehat megmutatni, hogy minden

1
x> 0 esetén az f(z) =In(1+ 1) — ;:fl)

sal kovetkezik abbol, hogy lim, .o+ f(z) = —o0, lim, . f() = 0 és minden z > O-ra
f/(.fll') = m > 0.

fliggvény negativ. Ez viszont némi szamolas-

1. Megjegyzés. A b, = (1 + %)n-i-oz (0 < a < 1) alaku sorozatok a = O-ra, illetve
a = l-re az e szam szokésos definiciojaban fordulnak elg. Konnyen lathato, hogy tetszd-
leges o € [0, 1] esetén lim, .o b, = e. Bebizonyithato tovabba, hogy éppen a = 1 esetén

leggyorsabb a konvergencia.

Mivel a Stirling-formula szerint lim,, .. a, = 1 és belattuk, hogy a,, szigortan mono-
ton fogyo, ezért tetszGleges n > 1 esetén a,, > 1 valamint a,, < a; kovetkezik. Igaz tehat
az alabbi

Kovetkezmény. Minden n € Nt esetén
n! < ¢
(%)n\/%m ~ Vo

€s a bal-, illetve jobb oldalon dllo c; =1 és co = \/LTW konstansok nem javithatok.

1<

Eredeti kérdésiinkhoz visszatérve nl-ra a fenti értelemben legjobb becsléseket kapjuk:

(2) Vo << (2) o

2. Megjegyzés. Taylor-sorfejtés és tovabbi fiiggvényvizsgalatok segitségével (melyek
nagyon sok szamolast igényelnek) egyre finomabb becslések lathatoak be. Ezek koziil egy
(minden pozitiv egész n-re érvényes) egyenlGtlenség az alabbi:
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A bizonyitasban a
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sorozatrol megmutatjuk, hogy szigorian monoton névé, a

Cp =

n!

(2)" v2mn (1+ 57)

3

d, =



sorozatrol pedig azt, hogy szigortian monoton fogy6. A Stirling-formula szerint

lim ¢, = lim d, =1,

n—oo n—oo

ebbdl pedig (minden n € N* esetére) ¢, < 1 < d,, kivetkezik, ami ekvivalens a fent
idézettel.

3. Megjegyzés. A faktoridlis fliggvényt a nemnegativ egész helyekrdl ki lehet terjeszteni
(a negativ egész helyek kivételével) valos, s6t komplex értékekre is, igy kapjuk az an. I’
fiiggvényt, ahol I" a gorog nagy gamma bettd. (Pozitiv egész n-ek esetére I'(n) = (n — 1)!)
Specialis esetként adddnak példdaul az alabbi nevezetes értékek: (1)' = T

(-3 =V c

, illetve

Azx—T(z) (xeR)ésaz— [['(2)| (2 €C) fiiggvény grafikonjat az alabbi abrakon
lathatjuk.
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4. Megjegyzés. Az n! fiiggvény hihetetleniil gyorsan né. Ha hagyoményos "kockas"
fiizetben probalnank abrazolni értékeit, mar n = 28-nél (azaz 14 cm-re jobbra az origo-
t6l) megakadnank: itt ugyanis a 28! ~ 3.049 - 10% értéket veszi fel fiiggvényiink. Ehhez

pedig fiizetiinkben felfelé t6bbet kellene haladnunk, mint a ma ismert Vilagegyetem mé-
rete!



