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A valés analizis egyik fontos egyenlGtlensége a Bernoulli-eqyenldtlenség, mely szokasos
megfogalmazasban igy sz6l: ha n tetszileges természetes szam és h > —1 tetszGleges valos
szam, akkor

(1+hr)">14n-h. (1)

Cikkiinkben megmutatjuk, hogy a h-ra tett feltevés javithato: nevezetesen igaz az

alabbi

1. allitas. Az (1) egyenl6tlenség pontosan akkor igaz minden n természetes szamra, ha
h > —2.

Mindenekel6tt egy apro megjegyzést tesziink. Az (1) egyenlStlenség bal oldala h = —1
és n = 0 esetén nincs definialva (hiszen 0° lépne fel). Ezért — hogy az n = 0 esetet se
kelljen kizdrnunk — megallapodunk, hogy a tovabbiakban a 0° szimbolumon 1-et értiink.

Az fenti allitdsban azon valés h-k szerepelnek, amelyek a Bernoulli-egyenlGtlenséget
n € N tetszdleges valasztasa mellett teljesitik. Vizsgaljuk meg elGszor (1) érvényességi ko-
rét konkrét n-ek esetén. Jeloljiikk Hy-val (k € N) azon h € R szamok halmazat, melyekre
(1) igaz az n = k valasztas mellett:

Hy = R nyilvéan, hiszen (1 + h)° > 1+ 0+ h, minden h € R-re.

H; = R is trividlisan latszik.

H, meghatéarozasahoz az (1 + h)? > 1+ 2 - h masodfoki egyenlétlenséget kell megol-
danunk, amely szintén minden valés h-ra fennall, tehat Hy = R.

Ha n = 3, akkor (1) bal oldalat kifejtve és egyszertisitve azt kapjuk, hogy 3h*+h3 > 0,
azaz h > —3. lgy Hs = [-3,00).

A kovetkezd néhany Hj halmaz pedig igy néz ki:

H, =R,
Hy = [—2.650, 00),
H6 = R,
H; = [~2.491, c0),
Hy =R,



Hy = [—2.399, 00), stb.

(Ezekbdl a numerikus szamitasokbol sejthetjiik meg példaul, hogy a Hj, halmazok kozos

c, e,

— nyilvan ekvivalens az alabbi
2. allitas. (,on Hi = [-2, 00).

Térjiink ra az 1. allitas teljes indukciés bizonyitasara. Az allitds egyik irdnyaként
elgszor azt mutatjuk meg, hogy ha h > —2 valos szam, akkor az (1) egyenlGtlenség
minden n € N esetén fennall.

n = O-ra és n = l-re igaz az allitds. Tegyiik fel tehat, hogy valamely n természetes
szamra mar igaz az egyenlGtlenség; belatjuk, hogy ekkor (n + 1)-re is igaz.

(1+h)" M =0+n)-1+h)"=0+h)"+h-(1+h)">

>14n-h+h-(1+h)",
az indukcios feltételt hasznalva. Elég tehat belatni, hogy

l+n-h+h-(1+h)">1+(n+1)-h,

vagyis hogy
h-(1+h)">h.

Ha h = 0, ez trivialisan igaz. Ha h > 0, h-val osztva az egyenlGtlenséget a bal oldalon
1-nél nagyobb-egyenls szam all. Ha pedig h < 0, h-val osztva legutobbi egyenlGtlenségiink
ebbe megy at:

(1+h)" <1,

ami szintén igaz, hiszen —2 < h < 0 miatt a bal oldalon (—1) és 1 kozotti szamok szorzata
all, ami nem lehet nagyobb 1-nél. W

Megjegyezziik, hogy hibat kovettiink volna el a bizonyitasban, ha az els6 atalakitésnél
az indukcios feltételt kozvetleniil a szorzatra alkalmaztuk volna; nevezetesen

(1+h)"t=0+h)-(1+h)">0+h)(1+n-h)

altalaban nem igaz, ugyanis (1 + h) negativ is lehet, és ekkor forditott relacié allna fenn
a két oldal kozott.

Az alabbi abrak mutatjak (1) bal- és jobb oldalanak tipikus viselkedését kiilonbozé
(rogzitett) h > —2 szamokra n fiiggvényében. Jol latszik, hogy az egyenlétlenség bal
oldalan allo (n-ben exponencialis) kifejezés mindig nagyobb-egyenls a jobb oldalon allo
(n-ben els6fokn) kifejezésnél.
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Az 1. allitds mésik irdnyahoz azt kell belatnunk, hogy ha h < —2 valés szam, akkor
van olyan n természetes szam, melyre

(1+h)"<1+n-h 2)

A bizonyitas lényege a kovetkezd lesz: ha h < —2 rdgzitett szam, akkor (2) bal oldala
abszolut értékben exponencidlis sebességel ng, amint n végigfut a pozitiv egészeken, mig a
jobb oldal n-ben csak egy (els6foki) polinom. Az 1-nél nagyobb alapt exponencialis fiigg-
vény azonban minden rogzitett fokszamu polinomnal ,gyorsabban ng", ezért lesz olyan n
érték, ahol |1 4+ A" > |1 4+ n- h|, amibsl mar egyszerii elGjelmegfontolassal kovetkezik
egyenlGtlenségiink. A preciz kivitelezéshez sziikségiink lesz a Bernoulli-egyenlétlenség egy
ujabb altalanositasara, melyet szintén indukciéval igazolunk.

3. allitas. Legyen h > 0 tetszGleges valos és n tetszGleges természetes szam. Ekkor

(n—1)

Q+h)">14n-ht 5 - h2

Bizonyitas. Az n = 0, n = 1 és n = 2 esetekre nyilvan igaz az éllitas. Az (n + 1)-re
vonatkozo alak igazsaga kovetkezik az n-re felirt becslésbdl, ugyanis

(1+r)"=0+h)"+h-(1+h)">

1
21+n-h+%

Elegendé lenne tehat megmutatni, hogy

“h*+h-(1+h)"

(n—1)

1
1+n~h—|—n 5 M

. h?
2 )

B +h-1+h)">1+(n+1)-h+



azaz
h-(L4+h)">h+n-h

Ha h = 0, ez nyilvanvalo, ha pedig h > 0, akkor h-val osztva
(14+h)">14n-h
adodik, amit mar belattunk. H

Ennek segitségével bebizonyitjuk a (2) egyenlGtlenséget. Legyen tehat h < —2 rog-
zitett valos szam. Legyen p az a valos szam, melyet |1 + h| = 1 + p definial, azaz
p: =|1+h|—1=(-1—h)—1=—2—h. Nyilvan p > 0. Becsiiljiikk meg (2) jobb és bal
oldalanak abszolut értékét.

A jobb oldal pozitiv n egészek esetén negativ elGjeld, mert 1+n-h <0 <= h < —%,
és ez utobbi h < —2 miatt igaz. Igy [I+n-h|=—-1—-n-h=—1+n(2+p), han € N*.

A bal oldal abszoliat értékének becsléséhez hasznaljuk az imént bebizonyitott 3. alli-

tast: 1)
nin —
|(1+h)”|:(1+p)”21+n«p+(T~p2.

Képezve most az

n(n—1
(I+n-p+ % p*) = (=1+n(2+p))

kiilonbséget lathato, hogy ez n-ben egy pozitiv f6egyiitthatos masodfoki polinom, igy elég
nagy n természetes szamtol kezdve értéke biztosan pozitiv lesz. Ez azt jelenti, hogy elég
nagy n természetes szamtol kezdve

(1+R)" > |1 +n-h.

Mivel pedig (1 + h)" a paratlan n természetes szamokra (1 + h) < 0 miatt negativ, és
1+ n - h a pozitiv egész n-ekre negativ, az imént megallapitott abszolut értékes becslés
kovetkeztében biztosan lesz olyan n € N szam, melyre (2) fennall. W

Az éabra szépen szemlélteti mindezt, ahol a h = —2.1 valasztas mellett abrazoltuk (2)
bal- illetve jobb oldalat n € N fiiggvényében.
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Ezzel az 1. éllitast (és igy a vele ekvivalens 2. allitast is) teljes egészében belattuk.



