Mathematica

Idén, 2002-ben iinnepli 14. sziiletésnapjat a Mathematica. E kezdetben Stephen Wolfram
nevéhez fliz6d6 szamitogépes matematikai programot az évek soran kivalo szakemberek
tucatjai fejlesztették tovabb (jelenleg a 4.1-es verzional tartunk), s mara a legbonyolultabb
szamitogépes rendszerek kozott tartjak szamon. Felhasznaloi tabora meghaladja az egy-
milliot és szinte minden (tudomény)teriilet képvisel6i megtalalhatok kozottiik. Sokoldala-
saganak és teljesitményének készonhetGen a kutatasban és az iparban egyarant hasznaljak.
Kétszaznal tobb konyv és tucatnyi Mathematica-hoz (s6t, magaban Mathematica-ban) irt
programcsomag, alkalmazas latott napvilagot.

Mindez annak tudhato6 be, hogy a Mathematica éppugy alkalmas nagypontossigi sza-
mitasok gyors elvégzésére, mint szimbolikus (pl. algebrai) kifejezések és objektumok ke-
zelésére. A legkiilonfélébb két- és haromdimenzids abrak, grafikonok készithetdk segit-
ségével. A Mathematica egyben logikusan atgondolt és felépitett programnyelv is: ru-
galmassaga éppen abban rejlik, hogy a sok széz beépitett matematikai fiiggvényt, illetve
utasitast szabadon 6tvozhetjiik a sajat magunk altal megirottakkal.

A Mathematica-rol e jelen bevezeténél bévebb ismertetSt tartalmaz az [1] cikk. Rész-
letes magyar nyelvii atmutatd a program hasznalatarol a |2| konyv. Wolfram |3| kényve
teljességre torekszik. Elmélyiilve a Wolfram Research |4] honlapjan, rengeteg érdekes in-
forméciora lelhetiink. Szintén 6k miikodtek kozre az [5] (folyamatosan boviils) internetes
matematikai enciklopédia elkészitésében. Egy 1j kezdeményezés, a webMathematica se-
gitségével a bongészéprogramok altal internetrdl futtathaté Mathematica-alkalmazasok
hozhatok létre. Ezzel kapcsolatban a [6] és [7] webcimre utalunk.

Kedvesinaloul néhany (6nkényesen, s semmiképpen sem szisztematikusan vélasztott)
feladatot oldunk meg a Mathematica segitségével. A feladatok rovidek és inkabb csak
illusztrativ jellegtiek, Gsszetettebb problémak részekre bontasakor azonban sok-sok ehhez
hasonloval talalkozhatunk. A megoldasokhoz révid magyarazatot fiiziink, ezekkel igyek-
sziink megviladgitani egy-egy parancs mikodését. Az altalunk begépelends parancsokat
irégépbetl-tipussal emeltiik ki.

Példak
1. Hozzuk egyszertibb alakra a (\/2 +V3+ \/2 — \/§) (\/5 ++/21 — \/5 — \/ﬁ> kife-
jezést.

A Mathematica f6 egyszeriisité parancsat

FullSimplify[<\/2+ V3+ V2 - \/§> <\/5+\/2_— V5 — \/ﬁ)]

hasznélva eredményiil 6 adodik. Figyeljiik meg, hogy a Mathematica kiilonbséget tesz a
kis- és nagybetiik kozott. A beépitett parancsnevek nagy kezdgbetiivel irandok. Fiiggvény-
és parancsargumentumok megadéasakor szogletes zardjelet kell hasznalnunk.



2. Irjuk fel a cos4x + sin 5z kifejezést az egyszeres szdgek szogfiiggvényei segitségével.
A TrigExpand[Cos[4 x]+Sin[5x]] utasitds eredményeként
Cos[z]* + 5 Cos|x]* Sin[z] — 6 Cos|z]? Sin[z]? — 10 Cos|x]? Sin[x]* + Sin[z]* + Sin[z]?

adodik.

3. Bontsuk szorzatta az el6bbi kifejezést.
A TrigFactor[%] parancs hatasara ezt kapjuk (a % jel az el6z8 eredményt jelenti):
— (Cos[Z] + Sin[£])* (=1 + 2Sin [z]) (1 +2Sin [32])

(Melyik utasitassal nyerhetd vissza ebbdl az eredeti cos4a + sin bx alak?)
4. Adjuk meg cos 3° pontos értékét.

A Mathematica FullSimplify[FunctionExpand[Cos[3 Degreell] utasitisa az aldbbi
legegyszeriibb alakot adja meg:

%(mem)

5. Alakitsuk szorzatta az x> — 1 polinomot.

N =

A Factor[x'®-1] utasitas 4 tényezére bontja polinomunkat:
(—14+2)1+z+22)A+z+22+ 23 +2Y) (1 -z + 23 — 2+ 2° — 27 + 28)

Ebben a felbontasban minden egyiitthatd racionélis szam. Ha a racionélis szamtestet a
V5 elemmel bovitjiik,

Factor[x!°-1,Extension— /5]
a polinom tovabb bonthato:

E(=1+z)(—2—2+ Vi =214z +22)(2+ 2+ bz + 22?)
(—24z+Vhz—2?—V5a2+2*+V52* —22Y) (2—az+ Vb r+a?—VEa?— 2+ /5 2P +22%)

6. Adjuk meg a 257 — 1 szadm primtényezss felbontasét.



A FactorInteger[2°7-1] parancs ezt adja:

{{193707721, 1}, {761838257287, 1} }

azaz 257 — 1 felirhat6, mint két 6riasi primszam (nevezetesen 193707721 és 761838257287)
els6 hatvanyanak szorzata.

7. Oldjuk meg az x +y + 2 = 2, vy + x2 + yz = —5, vyz = —6 egyenletrendszert.
Ezt a Mathematica-ban igy tehetjiik meg:
Solve [x+y+z==2 && xy+xz+yz==-5 && xyz==-6]

A Mathematica a dupla egyenlGségjellel vizsgalja két kifejezés egyenlségét, a szimpla
egyenlgségjel valtozo értékének definidlasara szolgal. A && jel jelenti a logikai és miivele-
tét. A valtozoneveket nem irhatjuk egybe, a szokoz jelenti a szorzast. Megoldasként egy
listaban a valtozok mind a hat lehetséges sorrendjét megkapjuk:

Hr — -2,y—>1,2—-3} {r— -2y—3,z—> 1}, {r— 1,y — -2,z — 3},
{I’—>1,y—>3,2—>—2},{$—>3,y—>—2,2—>1},{$—>3,y—>1,Z—>—2}}

8. Oldjuk meg az az? + bx + ¢ = 0 egyenletet, ahol a, b, ¢ tetszdleges szamok.

A Reducelax?+bx+c==0,x] parancs eredménye:

w == =PI g g £ (]| 0 == TP g g £ O
a==0&&b==0&&c==0]la==0&&2 == —§&&b# 0

A Reduce parancsot hasznaltuk, amely paramétert is tartalmazo egyenlet altalanos meg-
oldasat adja meg. A Solve utasitas csak az un. generikus megoldésokat adné meg, jelen
esetben csak a masodfoki egyenlet megoldoképletét, ami az a = 0 esetben nem lenne meg-
felels. A || jel jelenti a logikai megengedd vagy miveletét. (Ennek prioritasa alacsonyabb
az és (&&) miiveleténél, ezért nem sziikségesek zarojelek). A fenti eredmény értelmezése
tehat: ha a # 0, akkor x egyenl6é a masodfoku egyenlet két megoldasaval; ha a = 0, de
b # 0, akkor az elséfoku egyenlet megoldoképletét kapjuk vissza; végiil, ha a = b= c =0,
akkor z-re nincs megkotés.

9. Tudjuk, hogy a+b+c=1, a®> +b*> +c® =2 és a® + b3 + 3 = 3. Mennyivel egyenls
ekkor a® +b° + ¢° ?

Eliminate [{mennyi==a5+b5+c5, atb+tc==1, a’+b%+c?==2, a’+b3+c3==3}, {a,b,c}]



Erre ezt kapjuk:

mennyi == 6
Az Eliminate utasitas ugyanis kikiiszobdli a felsorolt egyenletekbdl a megadott valtozo-
kat (jelen esetben a,b,c-t). Ami megmarad, éppen az 6t6dik hatvanyosszeg. (Hogyan
oldhato meg a feladat altalanosabban: a jobb oldalakon allo 1,2, 3 szamok helyett «, 3,y
paraméterekkel ?)
10. Hatéarozzuk meg (a + b+ ¢ + d)'"-ben a*b'3d egyiitthatojat.
Egy lehetséges megoldast ad az alabbi utasitas:

Coefficient [Expand[(a+b+c+d)!17], a3b'®d]

A kifejezést az Expand bontja ki. Az eredmény 9520.

11. Igazoljuk, hogy (>°;_, k) = Sor_, kP, tetszGleges n > 1 természetes szam esetén.
Az allitast a
Sum[k, {k, 1, n}]?==Sum[k?, {k, 1, n}]
parancs eredményeként adodo True (azonosan igaz logikai érték) bizonyitja. (Természe-
tesen a Mathematica-val kiilon-kiilon kiszamolva a két oldalt (1n?(1+n)?) magunk is
megallapithatjuk azok egyenlségét.)
12. Oldjuk meg az ||z — 1| — 1| + ||| — 4| < 3 egyenlGtlenséget.
Ehhez el6szor betoltjiik az < <Algebra® InequalitySolve™ csomagot. Ezutan az
InequalitySolve[Abs[Abs[x-1]-1]+Abs [Abs[x]-4]1<3, x]
parancs adja meg a megoldast: % <z < %.
13. Hatarozzuk meg a 0 < y — 22 <28sa-5<2<50<y<5h egyenlGtlenségekkel
hatarolt sikbeli tartomény teriiletét.

A tartomany specialis alakja miatt olvassuk be a <<Calculus™ Integration” csomagot.
Ezutan a keresett teriilet a kdvetkezd hatarozott integrallal szdmolhato ki:

Integrate[Boole[0 < y-x*< 2], {x, -5, 5}, {y, 0, 53]



Az eredmény —4/3 + %5 lesz.
Magat a tartomanyt egyébként a < <Graphics” InequalityGraphics™ csomag beolvasasa

utan az InequalityPlot[0 < y-x? < 2, {x, -5, 53}, {y, 0, 5}] utasitas rajzolja ki.

1 2

2 -1
A Boole logikai fiiggvény értéke ott 1, ahol a megadott egyenlStlenség fenndll, masutt

zérus. Ez a Plot3D[Boole[0 < y-x* < 2], {x, -5, 5}, {y, 0, 5}] paranccsal szemlél-

tethetd.
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14. Hozzuk egyszertibb alakra a ,,(ha A, akkor B) és (A vagy B)” logikai allitast.

A LogicalExpand[Implies[A, B] && (A || B)] parancs eredménye értelmében a fenti al-

litas logikailag egyenértékid a B Aallitassal.
15. Adjuk meg azon pozitiv egészeket, melyek egyszerre n* +n? és k3 + 1 alakuak, alkal-

mas 1 <n < 10% 1 <k < 10* pozitiv egészekkel.

Az alabbi parancs
Intersection[Table [n*+n?, {n, 1, 10000}], Table[k?>+1, {k, 1, 10000}]1]

két megoldast szolgéltat:



{2,1332}
(Ellenérzés: 1* + 1% = 2 = 1° + 1, illetve 6* 4+ 6% = 1332 = 11° + 1.) A megoldés soran

két, a kivant alaka szamokbol allo listat hozunk létre, majd vessziik ezen listak (vagy ha
tetszik, halmazok) metszetét. Tudnank még ilyen tulajdonsagi szamokat talalni?

16. 1 és 10000 kozott 4k + 1 vagy 4k + 3 alaka primbdl van tobb?

A 4k + 1 alaka, 10000-nél kisebb primek szama 609, mig a 4k + 3 alakiaké 619, amint ezt
az alabbi parancsok kiszamoljak:

Length [Select [Range [10000]1], (PrimeQ[#] &&Mod [#,4]==1)&]
Length[Select [Range[10000]1], (PrimeQ[#] && Mod [#,4]1==3)&]

Vegyiik szemiigyre példaul az elsd sort. A Select parancs egy listaba gytjti ki azokat az
elemeket a Range[10000] altal létrehozott {1,2,...,10000} listabol, melyeket # helyébe
helyettesitve a

s (prim-e #) és (4-gyel maradékosan osztva 1-et ad-e maradékul #)”

nyitott mondatban igaz értéket kapunk. (Az ilyen nyitott mondatot vagy fiiggvényt a
Mathematica-ban tiszta fiigguénynek nevezziik. A tiszta fiiggvényt & jellel kell lezar-
nunk.) Végiil a Length megszamolja, hany elemet tartalmaz e kivalogatott lista.

17. Elsfordul-e valahol a 7 szam tizedestort alakjaban az 1234 szam?

Erre a kérdésre szamitogép nélkiil aligha vélaszolhatnédnk. A Mathematica-val a megoldas
elegans: az 1234 sorozat méar az els6 15000 jegy kozott elGfordul, mert a

StringMatchQ[ToString[N[7, 156000]], "*1234%"]

parancs True, azaz igaz értéket ad. Az N fiiggvénnyel el6szor meghataroztuk m ér-
tekét 15000 jegy pontossaggal, ezt karakterlanccd alakitottuk &t, majd megnéztiik, ez
tartalmazza-e valahol az "1234" jelsorozatot. Azt is meg tudjuk mondani, hogy pontosan
hol: a

StringPosition[ToString[N[7, 15000]1], "1234"]

utasitas eredménye {{13809, 13812} }, tehat 7 jegyei kozott az "1234" szam a tizedesvesszs
utan elgszor a 13807-13810. helyen fordul els. (Figyelembe vettiik ugyanis, hogy a karak-
terlancca alakitott m-jegyek elsé két tagja a 3-as és maga a tizedespont.) Meg tudnank-e
oldani a feladatot ugy is, hogy nem alakitjuk at a tizedesjegyeket karakterlancca?



18. Hany nullara végzddik 1000 faktorialisa?

E jol ismert kérdésre két megoldést is adunk, a valasz egyébként 249. Az elsé megoldas
egy ciklus segitségével szamol:

a=1000!;n=0;While[ € Integers,n++;a=3];n

Az értékadasok utan addig osztjuk az 1000! szamot 10-zel, amig csak egész az eredmény.
Minden egyes osztaskor eggyel noveljiik n értékét, igy a nulldk szamat az n valtozo tar-
talmazza a ciklus végén, amit ki is iratunk. (A pontosvessz§ teszi lehet6vé, hogy tébb
utasitast irjunk egymas utén egy sorba.)

Masodik megoldasunk altalanosabb. Egy f fiiggvényt definidlunk, mely tetszéleges, 4-nél
nagyobb egész szamot elfogad bemenetként, majd megadja, hogy hény nullara végzédik
n faktoridlisa:

f[n_Integer/;n>4] :=Length[Split[IntegerDigits[n!]][[-11]]

ElGszor n! szamjegyeit az IntegerDigits segitségével egyesével egy listaba tessziik. E
listat a Split olyan részlistakra bontja, melyek az eredeti lista egyméas utédn allé azonos
elemeibdl allnak. Ennek vessziik utolsé elemét a [[-1]1] utasitassal (az n > 4 felté-
tel garantélja, hogy valoban nullak allnak hatul), majd meghatarozzuk az igy adodo lista
hosszat. (Példaul a Split[IntegerDigits[10!]] eredménye a {{3},{6},{2},{8,8},{0,0}}
lista, melynek utolso eleme {0,0}.) £[1000] eredménye természetesen ezzel a modszerrel
is 249.

19. Irjunk fiiggvényt egy szam faktorialisanak kiszamitasara.

A szamtalan lehet&ség koziil egy hatékony megoldast szolgaltat az alabbi definicio:
faktorialis[n_/; n € Integers&&n>1] :=Apply[Times, Range[n]]

Hogy megvilagitsuk a definicio jobb oldalanak mitikodését, tekintsiik az n = 3 esetet. Ek-

kor Range [3] értéke az {1,2,3} lista (melyet a Mathematica List[1,2,3] alakban térol).

Ennek fejét, azaz a List sz0t az Apply parancs Times-ra, azaz a szorzéasra cseréli. Viszont
Times[1,2,3] eredménye 1-2 -3, azaz 6.

20. Irjuk meg a komplexgyokrajzolo fiiggvényt, melynek bemenete egy egyvéltozos po-

linom, eredménye pedig e polinom gyokeinek képe a komplex szamsikon.

A Mathematica-ban mindez egyetlen Osszetett utasitasként megvaldsithato:
komplexgyokrajzolo[polinom_] :=

ListPlot[Cases[NSolve[polinom==0] [[A11, 1, 2]],
z: (_Complex|_Real) —{Relz], Im[z]}], PlotStyle—PointSize[0.03]]



A nullara rendezett egyenletet elGszor numerikusan megoldjuk (NSolve). Az eredmény
egy (&ltalaban) komplex szamokat tartalmazo specidlis szerkezeti lista. A komplex sza-
mok kozvetleniil még nem abrazolhatok. Ezért e szamokat rendre kigytjtjiik (erre szolgal
az [[A11, 1, 21] operétor), majd (a valos-képzetes résznek megfelelGen) valos koordinéta-
parokka alakitjuk, és egy 1j listAban helyezziik el ket (ezt a Cases teszi meg). Végiil
abréazoljuk ezt az 0j listat (ListPlot). (Mivel a Mathematica altal valasztott pontméretet
kicsinek talaltuk, a PointSize segitségével megnoveltiik a pontok méretét). Mindez az
2% + 2% + 2 polinomra alkalmazva igy fest:

o 1
°
0.5
7 0.5 05
-0.5
°
°-1

Végiil az 2° + na? 4 2 egyenlet gyokeit abrazoltuk, amint n (—5)-t61 5-ig fut, 75-

sekben.
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